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Sul campo elettromagnetico
nelle guide rettangolari con pareti assorbenti.

Nota di Luier Capriorl (a Bologna) (¥)
Sunto. - Il secordo capoverso del n. 1.

1. In una nota precedente (}) ho dimostrato che, ammessa l'ipo-
tesi di SCHELKUNOFF circa i componenti tangenziali dei vettori
elettromagnetici sulla superficie interna delle pareti (non perfet-
tamente conduttrici) di una guida circolare, la determinazione del
campo & subordinata alla risoluzione di equazioni trascendenti
nel campo complesso. Rilevato poi che, anche in presenza di
assorbimento, sono possibili nella guida circolare modi simmetrici
del tipo TM o TE (ma mnon, in generale, modi dissimmetrici), ho
inoltre determinato, per via diretta, espressioni della costante di
attenuazione, valide anche per frequenze prossime o uguali a
quelle critiche e particolarmente atte alle applicazioni numeriche (?).

Con Yintendimento di estendere, se possibile, tali risultati alle
guide rettangolari imperfette, mi sono proposto di vedere se,
ammessa ancora la relazione di SCHELKUNOFF tra i componenti
tangenziali dei vettori del campo sulla superficie interna delle
pareti d’'una guida rettangolare, i)ossano sussistere in quest’ultima
modi trasversali dei tipi TE, TM simili a quelli delle guide per-
fette: il risultato & stuto megativo, com’era, del resto, prevedi-
bile (3).

(*) Pervenuta alla segreteria dell’ U. M. I. il 4 luglio 1961.

(1) Sulla uttenuazione nelle guide circolari con pareti assorbenti, « Bol-
lettino U.M. I » (3), Vol. 12, 1957,

(2) L’ attenuazione nelle guide circolari con pareti assorbenti, « Alta
Frequenza », XXVTII, 5, 1958.

(3) L’ assorbimento sulle pareti non perfettamente conduttrici di una
guida da luogo, in generale, a una degenerazione del campo che, in tal
caso, non pud pil avere il carattere dei modi delle guide perfette.

Questo problema & stato oggetto di numerose ricerche. alcune delle
quali anche relativamente recenti: cfr. ad es., R. MiiLLER, Uber Stabilitdt
und Dampfung von Rohrwellen elekirischen und magnetischen Typs glei-
cher Grenzfrequenz, « Zeitschr. fur Naturforsch. », Bd. 4, 1949, V. M. Pa-
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Ho infine provato che eventuali campi del tipo di quelli delle
guide perfette, con componenti longitudinali elettrico e magnetico
entrambi non nulli non possono ottenersi col metodo di separa-
zione delle variabili, valido invece, com’é ben noto, per le guide
perfette (e, limitatamente ai modi simmetrici, anche per le circo-
lari non perfette).

2. Indico, come di consueto, con k il versore di propagazione
(asse z, parallelo alle generatrici della guida); con ¢ ed n i ver-
sori tangente e mormale, rispettivamente, al contorno s della se-
zione normale generica ¢ della guida, il cui spazio interno, riferito
ad un sistema carfesiano ortogonale Oxyz, suppongo occupato da
un dielettrico perfetto, omogeneo, isotropo di costanti ¢, p. Dette
U, Ye, rispettivamente, la permeabilith e la conducibilita delle
pareti, sicche ne sia

1) Z =R +1) [R = V%]

Pimpedenza superficiale alla pulsazione »w, ammetto verificata in
ogni punto della superficie interna = delle pareti la relazione
di SCcHELKUNOFF (%)

2) Ex—=Z7Hs N\ n,

fra i componenti tangensziali, su 2,

(3) Es=(E, <tt+Ek, Hs=(H x<tt+ Hk
dei vettori (complessi)

@) Elx y, ) =[E.x, yk + Efx, y)le7ioe,  [(E. < k)=0)]
H, y, 2)=[H.(z, y)k + H/(x, y)le=*os2,  [(H, < k)= 0)]

PADOPOULOS, Propagation of electromagnetic waves in cylindrical wave-
guides with imperfectly conducting walls », « Quart. Journ. of Mech. and
Appl. Math.», Vol. VII, 1954. A. E. KARBOWIAK, Theory of imperfect
Waveguides : the effect of walls impedence, « P.1.E. B.», Part. B, Vol. 102,
1955. M. De Socrio, Sull’ instabilita delle onde eletiromagnetiche in una
guida a pareti non perfettamente condutirici, <« Acc. delle Scienze di
Bologna », 1953.

(4) S. A. ScHELKUNOFF, The impedence Concept and Its Applications
to Problems of Reflection, Refraction, Shielding and Power Absorption,
« Bell. Syst. Techn. Journ. », vol. XVII, 1938.
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(wz, costante complessa di propagazione) del campo armonico qui
oggetto di studio.
Dalle (2) seguono allora, tenuto conto delle (3) e delle relazioni

WE, = — dwx grad B, —iwu. grad H, A k,
5
©) WH, = — iwx grad H, -+ iw: grad E, A\ k
(6) (h* = w¥ep — o)),

ben note dalla teoriu delle guide d’onda (°), le condizioni al contorno

o B, oH.
SZ(HY = — 4 = ; et
h J( ) = 'cbw.(at )s+%)y.(a >s,

0 H.
W(E,) =7 [iw'x (aa—I:t[z)s -+ dwe (ae—n')s] )

cui debbono soddisfare, in ogni punto del contorno s, gli scalari
E., H_, soluzioni delle equazioni

(8) AE, 4+ h'E, =0, AH, +~h*H, =0

che, insieme alla (5) (e (6)), seguono direttamente dalle equazioni
di MAXWELL {%).

3. L’esistenza, nella guida rettangolare qui in esame, di modi
TM o TE simili a quelli delle guide perfette & subordinata a
quella di una funzione (non costante) F(P) dei punti P di o, che
sia soluzione dell’equazione differenziale

9) AF + Wl =0
e che soddisfi in ogni punto del contorno s di ¢ le condizioni

(10) (Z—f ) — ARY(F),= C,

(®) Cfr., ad es. D. Gravrr, Onde Elettromagnetiche, Istituto Superiore
delle Telecomunicazioni, Roma, 1958,
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dove C & un’opportuna costante ed 4 un’altra costante legata alla
natura del moto (°).

Ora, & facile provare che se & Z==0, necessariamente la fun-
zione F si riduce a una costante nulla. Sia infatti, in prima ipotesi,
h* =0; la F, ora funzione armonica dei punti di s, con derivata
normale nulla al contorno s di ¢, si riduce ad una costante.

Detta K tale costante, nel caso TM & evidentemente

(11 H.=0, E, =K,
sicche dalle (2), (3) segue I’identita

(12 (H,>< ), = , K;

d’altra parte, tenuto conto delle equazioni di MaxwErLL e della
(4), & anche

§f{L > tds = dwe / E.ds;
: .

(3

cio®, per le (10), (11),

(és—iuwc)K:O:

la costante K & dunque nulla, come abbiamo dianzi asserito (7).
Nel caso TE, detto K’ il valore costante di F, si ha invece

(11 H.=K', E.=0

e, in luogo della (12), Valtra identith

(12') (E, < t),=ZK';
. . 0E,
(%) Infatti, per un modo TM (H,=0), la prima delle (7) da ?{) =0,
quindi (E,)s = cost. ; la seconda, conseguentemente, si riduce * alla

0%\ . * (g , risultando con c¢id giustificate le (10) |nelle quali g, in
on weZ 2 & 4
§

questo caso, 4 =

]. Analogamente, nel caso TE(E,=0) seguono

ineZ
2
dalle (7) le relazioni (H,);= cost., <%IZ:”) =%§(Hz ;s manifestamente an-

V/
cora del tipo (10) (con A—_—-_r)
T,
(") Non pud infatti annullarsi, per la (1), il binomio enfro parentes:
al primo membro dell’ultima relazione scritta.
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la relazione
§ (E, < tids = — oy [ Rua,
) ¢

diretta conseguenza delle equazioni di MaxXweLL e della (4), as-
sume allora la forma

(Zs — iwue)K' =,

dalla quale segue che & K'=0, in accordo con la mnostra tesi.
Sia ora h'==0; per essere F difterenziabile, I’incremento dF
che la stessa F' subisce quando P passa dalla posizione O = (0, 0)

al punto di coordinate (dx, 0) di OA4, vale evidentemente (g)dm

0,0
b
i}
B c
ik 1
a T ——
4 T A q
o .
Ma, per le (10), & dF =0, (%) = C; segue dunque, necessaria-

0,0
mente, che dev’essere C = 0; ma allora, per un noto teorema (3,

la funzione F, soluzione della (9) e nulla al contorno s di ¢ in-
sieme alla sua derivata normale, & identicamente nulla in <. Ri-
sulta cosl provata in ogni caso la nostra tesi, cioe 1’impossibilita
che risultino verificate, nella guida rettangolare, le condizioni al
contorno (7) con campi TM, TE del tipo di quelli della guida
perfetta.

4. Non ¢ difficile provare, infine, che campi con componenti
longitudinali elettrica e magnetica entrambe non nulle, quali ad
esempio si hanno nelle guide perfette come sovrapposizione dei
modi TE, TM, non possono defterminarsi, nella gunida rettangolare
a pareti assorbenti, con il metodo di separazione delle variabili.

(%) Ctr.,, ad es., F. PockuLs, Uber die partielle Differentialgleichung
Au + kK2 ==0 und deren auftreten in der Matematischen Physik, Leipzig,
1891 C. III, par. 3.
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Siano infatti
(13) E.(w, y) = (Meih + Ne~ita)(Peit + Qe~itv),
H(x, y) = (Rei"s* + Se—ih)(Ueitsy + Ve—rhay)
(con h,, hy, hy, h, costanti complesse tali che sia
(14) 2+ h2="h?+ h2=h?

econ M, N, P, Q, R, S, U, V costanti), le componenti longitudi-
nali, entrambe non nulle, di un campo a variabili separate, solu-
zioni in ¢ delle equazioni(8).

Dette a, b le dimensioni della guida, le condizioni al contorno
(7), relative ai quattro lati 04, AC, CB, BO (e assunto il verso ¢
di percorso su s coincidente con 7 su OA), si riducono alle identita,

h*Z(Reihse + Se—ihx)(U + V) =
=wah,(Meit@— Ne—ild)( P+ Q)+ wph,(Reits®+ Se—iha®)( U— V)

(15) hflz(Meihw -+ Ne—ihx)(P + @) =
= — wahy(Reihsr — S—ita)([ + V) +
+ wehy(Meim® 4 Ne—itx)(P — (),
h*Z(Reihso + Se—iho)( Ugitay + V—ikay) =
= wahy(Meimo 4 Ne—ila)(Peitsy — Qe—iv) —
— uhy(Reims — Se—ita)( Ueity + Ve—ihay),
(16) 1 :
W 7 (Meih + Ne—iha)(Peiloy 4+ Qe—iha) =
= — wah,(Retuo 4 Se—iha)(Teiltsy — Ve —ihyy) —
— weh,(Meime — Ne—ita)(Peitey + Qe—itey) ;
h*Z(Reihs® 4 Se—iha)(Uethad + Ve—iheb) =
= — ook (Meilz — Ne—iluz)( Peilb 4 Qg—ihab) —
— wuh(Reiter 4 Se—ihic)( [gitub — Ve—ikeb),
(17)

i . )
= Meitu® + Ne—ihw) Peihb 4 Qe—ilub) =

= wxliy(Reihs® — Se—ihar)(Ueihsd 4 Ve—ihad)y —

— wehy(Meilux 4 Ne—ilux)( Peitb — Qe—ihsb),
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BZ(R + S) Ueirsy + Ve—ihey) =
= — weh,(M + N)(Peity — Qe—itp) +

+ wuhy (R — S)(Ueihey + Ve—ihwy)

(18) 1 . )
W (M + N)(Peihy + Qe—irwy) =

= o)flhq(R -+ S)( Ueihsy — Ve—‘ihay) —+

+ wzh (M — N)(Peihy + Qe—ihy)

le quali risultano compatibili (con la condizione di E,, H, entrambe
non nulle), se le quantitd k(=== h;), hy(= = h,) (°) sono soluzioni,
o di uno dei sistemi:

Z0:h,(1 o= e—ile)* —
— Z(h® + vley)e—2he — 1) + wuh,(e—iho = 1)2 =0

7 2wchy(1l — De—2ihab)t —

— Z(hy? 4 wleu)(D2e—4hd — 1)+ wuhy(1 4+ Be—2irDb)2 =0

(19)

hy(De—2itd — 1)(1 == e—ifma) — R, (Be—2itb 4 1)(1 o= e—ifa) 4

+ Zwe(De—2imd — 1)(1 o e—tfie) =

{ottenuti assumendo i segni superiori o quelli inferiori) ed in cui &
da porsi, con la convenzione or ora detfa circa i segni

Z[hy(1 == e=itio) — R (1 5 e—iMa)] — wp(l &= e—ima)
Zhy(1 %= %) ¢ h,(1 o e—ih8)] + op(l & e—ima)’

200 ®=

o di uno degli altri sistemi (ottenuti da (19) sostituendovi h,, b,
rispettivamente, ad h,. @):

(°) Non si riportano, per ragioni di brevitd, i calcoli relativamente
laboriosi ma del tutto privi di difficoltd, che Peliminazione delle costantd
M, N,.., U, V, hy, k, dalle (15),... (18), (14 comporta.
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7 *weh,(1 = e~ih2b)z _

— Z(Ry? + ofeu)(e—2ihd — 1) + wuh,(e—ihb 1) =0

Zeh,(1 — Qe—2ila)z —

21)
Z(h,® + o%u)(Ve—tihe — 1) 4+ wuh,(1 + Qe—2ilua): — 0
hy(Qe—2ima — 1)(1 2= e—ihb) — b (Qe—2itia 4 1)(1 5= e—ind) 4
+ Zwe(Qe—2ma — 1)(1 5= e—ihd) =0
con
@2 aQ— Zh (1 2= e—imb) — hy(1 = e~thd)] — wu(l = e—ihb)

Z[h,(1 = e ~iheby - (1 5= e—*hsb)] 4 oop(l = e—ihad)

Ora, & evidente che i sistemi (19), (21) ammettono, nell’ipotesi
7Z =0, le ben note soluzioni

{23) hoy=1r-, hyy = N (r, s interi)

relative alla guida perfetta (%), ed & inoltre facile verificare che,
se & Z==0, essi sono incompatibili; si osservi infatti, con riferi-

mento al sistema (19) [analoghe considerazioni potrebbero farsi
per (21)], che per Z =0 le prime due equazioni equivalgono alle

k <Z h, e—ima & 1)(Z  op il 1):0

we e—tho +=1 hl e—tha +=1

(24) ' ™
? 7 112 De—2ihd 4 1 wu. Ge—2ikd 4 1 —0
i (J T we Pe—2ihd _ 1> “ h, @e—2ikd 1) -

e che nessuna delle soluzioni comuni delle (24) soddisfa la ferza
delle (19). Risulta cosi provato che eventuali campi non trasver-
sali della guida rettangolare non perfetta non possono determi-
narsi con il metodo d’integrazione per separazione delle varia-
bili (}*) valido per le guide perfette.

(%) Potrebbero ritrovarsi, in quest’ipotesi, le espressioni di E., H,
relative ai vari modi della guida perfetta; ma su cid non insistiamo.

(1*) Si osservi che per Z =0 risultano diversi da zero i binomi
{e—ime = 1), (1 — Pe—2hh). Considerazioni analoghe, che non riportiamo
per brevita, valgono anche per il sistema (21).

(12) Il campo nelle guide a pareti non perfette potrd esprimersi come
somma di campi dei tipi TE e TM; si veda, a tale proposito, I’interes-
sante studio di V. M. PAPADOPOULOS (0p. cit.).



