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Un’ osservazione su certi gruppi risolubili (*).

Nota di GrovanNI FERRERO (a Firenze) (¥)

sunto. - Si dimostra che ogni gruppo finito risolubile di rango 2 ha p-lun-
ghezza << 2, qualungque sia il numero primo p.

Dicesi gruppo (finito risolubile) di rango &k ogni grappo G che
abbia una catena principale G=G,> G, > ..> G, =E in cui
G,|G,,, (per i=0, 1, 2,.., » — 1) sia un gruppo abeliano avente
al pit k& generatori. Naturalmente tutti i sottogruppi e tutti i
grappi fattoriali di un gruppo di rango k hanno ancora rango k.

I gruppi di rango 1 non sono ¢he i gruppi supersolubili e come
tali, se finiti, sono dispersibili, e dunque, per ogni numero primo
p, hanno p lunghezza 1. ()

Ziarpa [2] ha dimostrato che ogni gruppo (finito) G- di rango 2
contiene un sottogruppo normale dispersibile D il cui ordine & il
massimo divisore dell’ordine di G che sia primo con 6. Ne risulta
subito che G ha (se p & un numero primo diverso da 2 e da 3),
al pilt p-lunghezza 1. Qui dimostreremo che G ha 2-lunghezza e
3-lunghezza al piu eguali a 2. (7).

1. Per semplicith introduciamo la seguente mnomenclatura. Di-
remo catena di ramgo k ogni catena principale i cui fattoriali
siano gruppi abeliani elementari aventi al pit %k generatori. I
fattoriali di una catena di rango 2 di un (2, 3)-gruppo avranno
allora ordine 2, 3, 4 oppure 9. Diremo 9'-catena (di rango 2) ogni

-

catena (di rango 2) che non abbia fattoriali di ordine 9. Dimo-
striamo ora il seguente

LeMma. - Ogwi (2, 3) gruppo G di rango 2 contiene un 3-gruppo
normale N tale che G|/N ammette una 9'-catena.

Svolgiamo la dimostrazione per indnzione sulla lunghzza delle
serie principali di G. I/enunciato & intanto vero quando tali serie

(*) Lavoro eseguito nell’ambito dell’attivita del Gruppo di ricerca ma-
tematicn n. 8 del C.N.R.

(*) Pervenuta alla Segreteria dell’ U.M I il 12/6/61.

(1) Un gruppo G ordine p,pip,bepsbsp,ts ... (i p, sono numeri primi di-
stinti tali che p; < p; se e solo se i<j) si dice dispersibile se ha una catena
caratteristica G =Gy > G, > Gy > ... > G, > E in cui G, ha ordine pzh R
G;—, ordine pzhpl‘:h_—ll eccetera. Infine G, avra ordine p‘;"”‘;’i}‘ ...pZSpE'Z.

(*} Per la definizione di p-lunghezza, dovuta a P. HaArLL e G. HigMaNN
{1} vedi n. 2.
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hanno lunghezza 1, perche allora G & addirittura ciclico, di ordine
2 oppure 3. Supponiamo ora che }enunciato valga per tutti i
gruppi le cui serie principali abbiano lunghezza minore di quella
delle serie principali del nostro gruppo G.

@) Se G contiene almeno un 3-gruppo invariante non banale
M & chiaro che, per Y ipotesi induttiva, G/M ha un sottogruppo
normale N/M tale che (G/M}/(N/M) ammette una 9'-catena. Allora,
se N & limmagine inversa completa di N/M mnell’omomorfismo
naturale di G su G/M, anche G/N (che & isomorfo a (G/M)/(N/M))
ammette una 9'-catena Ora, essendo N ancora un 3-gruppo, il
lemma, almeno in questo caso, risulta verificato.

b) Diversamente G avra un sottogruppo normale minimo M
di ordine 2 oppure 4 (e precisamente 1’ultimo termine di una sua
serie principale) Ancora per 1’ipotesi induttiva esistera in G un
softogruppo normale N contenente M e tale che G/N abbia una
9'~catena, e N/M sia un 3-gruppo. Di pii, N non avrd 3-gruppi
caratteristici perche ciascuno di questi sarebbe normale in G.

Se N/M ha ordine 3%, N ha ordine 2v3®, con y =1 oppure

y = 2. Sia allora C il centralizzante di M in N. Per un noto teo-
rema M ha un complemento normale H in C, ciod C = H - M dove
H deve essere di ordine 3%. Ma, essendo ogni elemento di H per-
mutabile con ogni elemento di M, C & prodotto diretto di H ed M,
onde H, se non & I’identitd, & un 3-gruppo caratteristico in C, e
dunque normale in G. Data DPipotesi in cui ci siano messi in que-

sto caso b), questo non & possibile, e dunque deve essere H—=FE
cioe C= M.

I’ altra parte N/C deve essere un 3-gruppo isomorfo ad un sot-
togruppo dell’automorfo di M, e come tale, se non & identico, deve
essere di ordine tre. Nel secondo caso M deve inoltre essere isomorfo
al gruppo trirettangolo. Di qué si ha che N coincide con M oppure é
isomorfo al G,,, gruppo alterno di sostituzioni su quatiro lettere.

In ogni caso la serie principale che raffina la catena G > N>
D M> E & una 9-catena: Y enunciato del lemma risulta anche
ora verificato, e questo completa appunto la sua dimostrazione.

2. TEoREMA. - Ogni gruppo (finito risolubile) G di rango 2 ha
al pit 2-lunghezza 2 ed al pin 3-lunghezza 2. (%)
Supponiamo dapprima che G sia un (2,3) -gruppo. Per il lemma

(3) Seguendo HaLL e HigMAN dato un gruppo risolubile G ed un nu-
mero primo p diciamo p-serie superiore di G la catena:
E=P,cNycP <Ny .. PcN=0G
in cui N,/P; & il massimo p’-sottogruppo mormale di G/P,, mentre P, ,/N,
¢ il massimo p-sottogruppo normale di G/N,. Allora il minimo inteio I
per cui N; = G si dird p-lunghezza di G.
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ora dimostrato G conterrd un 3-sottogruppo mnormale N tale che
G/N abbia una 9'-catena. Ora il massimo 3-sottogruppo normale K
di G non & che il gruppo generato da tutti i suoi 3-gruppi nor-
mali, cioé in definitiva I’intersezione di tutti i suoi 3-gruppi di
Sylow, e contiene N. Pertanto G/K, su cui G/N & omomorfo, deve
avere una 9-catena di rango 2. Questo ci servira tra poco: intanto
chiamiamo /K il massimo 2-gruppo normale di G/K, ed L la sua
immagine inversa completa nell’omomorfismo naturale di G su
G/K. Se L =G, G ha 2-lunghezza 1.

Supporremo pertanto che L sia diverso da G.

Diciamo ancora H/L 1 intersezione di tutti i sottogruppi nor-
mali di G/L il cui indice in G sia una potenza di 2. Si tratta in
sostanza del minimo sottogruppo di questo tipo: basta pensare al
teorema dell’isomorfismo per convincersi che l’intersezione di due
sottogruppi normali il cui indice in uno stesso G sia potenza di
une stesso numero primo viene ancora a godere di yuesta proprieta.

Cosl, se H & Vimmagine inversa completa di H/L nell’omomor-
fismo naturale di G su G/L, G/H & un 2-gruppo.

Ormai basta dimostrare che H/L & un 3-gruppo per avere che
H|L & il massimo 3-sottogruppo normale di G/L, ed infine che G >
D H> L> K> E & una 2-catena ascendente di G, e dunque che
G ha 2-lunghezza 2.

Veniamo a tale dimostrazione. Procediamo per assurdo, sup-
ponendo che H/L mnon sia un 3-gruppo.

Si considerino tutte le serie principali di G passanti per H e
per L. Ognuna di queste, per Iipotesi ora fatta, deve avere almeno
un fattoriale di ordine 2 o 4. Se £ & una gualunque serie princi-
pale passante per H ed L, deve esistere un sottogruppo Es appar-
tenente a = con H > Ry > L tale che:

a) R/L sia un 3-gruppo,
b) Detto Sy il sottogruppo che precede immediatamente Ry in
2, S83/Rs ha ordine 2 o 4.

Tra tutte le serie priucipali di G passanti per H ed L, sia = una di
quelle per cui il sottogruppo B3 dianzi definito sia di ordine minimo.

Pouniamo per brevith B3 = R, e S3=_S8. Non & possibile che sia
R — L, perché in quel caso RB/K sarebbe un 2-sottogruppo norma-
le di G/K, piu ampio di L/K, contro la definizione di L. Sia T> L
il sottogruppo che segue immediatamente R mella 3. Allora R/T
ha ordine 3, perché G/K ha una 9’-catena, e pertanto nessun fat-
tore principale di G/K, pud avere ordine 9.

Il centralizzante C/T di R/T in G/T & normale in G/T, ed ha
in esso al pilu indice 2, perche I’automorfo di B/T ha appunto or-
dine 2. Ne segue che C/L & normale in G/L, ed ha in esso indice
2, onde C/L contiene H/L, e di conseguenza C/T contiene H/T e

19
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countiene quindi anche §/T. Ne segue che S/T & prodotto diretto
di B/T e di un grauppo V/T di ordine 2 o 4, che risulta caratteri-
stico im S/T, quindi normale in G/T. Ne segue che V, & normale
in G, ed ha indice 3 in S, mentre 7T ha indice 2 o 4 in V. Allora
se nella I, si pone V in luogo di R, si ottiene una nuova serie
principale =* in cui V/T ha ordine 2 o 4, e T & un 3-gruppo. Ne
segue che T —=Rs«, e che T ha ordine minore di quello di R,
contro 1’ipotesi che avevamo fatto su =. Si giunge cosi ad un
assurdo. Pertanto H/L & un 3-gruppo.

Ne segue che: K & il massimo 2'-sottogruppo normale di G,
L/K & il massimo 2-sottogruppo normale di G/K; H/L & il mas-
simo 2'-sottogruppo normale di G/L (perche, essendo G/H un
2-gruppo, un sottogruppo di G/L piu ampio di- H/L non pud es-
sere un 2'-sottogruppo); e infine il massimo 2-sottogruppo normale
di G/H & G/H stesso.

Ne segue che, se H3=G, la catena Ec K<cLcHc G & la
2-serie ascendente di G, onde G ha 2-lunghezza 2, mentre, se
H=—@G, la catena FEc KcLc H=G @& la 2-serie ascendente
di G, onde G ha 2-lunghezza 1.

Per vedere che anche la 3-lunghezza di G & al piut 2 & suffi-
ciente considerare ancora la catena E<c K< L< H< G. Se in-
fatti chiamiamo E’ il massimo 2-gruppo normale di G, e H'. L/,
K’ le immagini inverse complete (nell’omomorfismo naturale = di
G su G/E") delle immagini di H, L e K nel citato omomorfismo =,
si ha successivamente che E’ & il primo termine della 3-serie
ascendente di G, K’ sta nel suo secondo termine, I’ sta mnel terzo.
H' nel quarto H ed infine G stesso sta nel quinto. Tale serie
contiene pertanto soltanto (al pit1) due fattoriali che somo 3-grup-
pi, e cosi la 3-lunghezza di G non supererd 2.

Sia ora G un gruppo qualunque di rango 2. In base al citato
teorema di ZappPa, G ha un sottogruppo normale dispersibile D,
d’ordine primo con 6, tale che G/D & un (2,3)-gruppo.

Se ora N'/{D & il massimo 2-sottogruppo mnormale di G/D, si
ha che N’ & il massimo 2-sottogruppo normale di G. Di qui @&
facile dedurre che, avendo G/D 2-lunghezza minore od eguale a
due, altrettanto avviene per G. Similmente si prova che G ha an-
che 3-lunghezza minore od eguale a 2.
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