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Sul teorema fondamentale della nomografia.

Nota di Gurpo Vaorva (a Bologna) (%)

Sunto. - S¢ dimostra che ogni tritessuto non esagonale di retie ammetie
al pin wndici deformasziont proietiive e st indica una via per dimosirare
il <« teorema fondamentale della nomografia

1. Introduzione.

Nel 1912 H. F. GRONWALL enunciava, senza dimostrarlo, il
seguente teorema: «Se un’equazione in tre variabili ammette una
rappresentazione nomografica a punti allineati, escluso il caso in
cui le tre scale costituiscano una cubica, questa rappresentazione
& unica a meno di omografie» (!). Questo teorema, che viene
chiamato teorema fondamentale della nomografia, per quanto mi
consta, non fu mai dimostrato.

Piu tardi, nello studio dei tritessuti di curve piane e delle
trasformazioni puntuali fra piani, vari A.A. si sono imbattuti
nella stessa questione dimostrando il teorema solo in casi partico-
lari; cosi W. BrLAsCHKE, G. Bor, O. BoRUWKA, J. DUBOURDIEU 2).
A tutti questi A.A. la questione si presenta nel suo aspetto duale:
«Ogni tritessuto di rette, escluso il caso in cui le tre schiere
costituiscano un inviluppo di terza classe, non si pud trasformare
in un tritessuto di rette con trasformazioni non omografiche ».

Nella teoria della deformazione proiettiva dei tritessuti I’ipotesi
precedente si enuncia: « Gli unici tritessuti di rette proiettivamente
deformabili sono quelli a configurazione esagonale ossia quelli
costituiti dalle rette di un inviluppo di terza classe» ().

Il contributo di maggior rilievo alla nostra questione & forse
quello dovuto a G. BoL che dimostra il teorema: « Ogni tritessuto
non esagonale di rette ammette al piu diciassette deformazioni pro-
iettive » (%).

(*) Pervenuta alla Segreteria dell’ U. M. I. il 10 luglio 1961.

() H. F. GroNwaLL, [1].

(?) W. BLASCHKE, [2], [3]; G. Bov, [4], [58]; O. BorRUWKA {6}; J. Du-
BOURDIEU, {7].

(®) Si veda: G. Vaoxa, [8}

(4) Si veda: G. Bov, [4].
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Nella presente Nota miglioro il risultato di G. BoL dimostran-
do che: Ogni tritessuto non esagonale di rette ammetie al pidt undicé
deformazioni proiettive. Indico inoltre una via per risolvere la que-
stione in forma definitiva. Fard sovente riferimento alla mia me-
moria [8] alla quale rimando per le notazioni, per molti sviluppi
analitici e per alcune nozioni di cui gui faccio uso.

2. Posizione analitica del problema.

Un tritessuto analitico di refte di un piano proiettivo si pud
sempre rappresentare localmente, a meno di omografie, con il si-
stema di equazioni differenziali

Ly = — b, + px
(1) Ly =@ x, -+ br, + cx
L, = —ax, + gx,
dove p=2b*+0b,, c=—ab—a,—b,, g=2a"+ a, e dove le fun-

zioni @ e b soddisfano alle condizioni
G + 2b,. + 3ba, + 6bb, =0
(2)

bm, -+ 2“110 —+ 301)1, —+ 66&“,& = 0;

e mediante 1’equazione differenziale

{3) dudv(dv — hdu) =0 (X F=0),
dove
4) (b — Aa) + Ay + Xk, =0 (3).

Affinche il tritessuto non sia esagonale cioé non sia costituito
dalle rette di un inviluppo di terza classe .deve essere

(5) A = (log %), 0.

(®) Si veda: G. Vaona, [8], pp. 46, 47.
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Infine affinche il tritessuto sia proiettivamente deformabile &
necessario e sufficiente che il sistema di equazioni differenziali

Xy + 20X, — D X(X, + DX,) — 60, X + EX, + FX, + GX =0
(6)
2X,, + 2X,, — 3X(\X, + 2X,) — 87, X? +- LX, + MX, + NX =0,

dove
E=2\,+3b, F =2),+ 6\, G=F, + 3\a,

(7)
L = 6a, M =2k, + 3%, N=0L,+ )\, + 3i,a + 3b,,

ammetta almeno una soluzione X =0 ().

3. Conseguenze differenziali delle (6).

Derivando due volte le (6)-ed eliminando le derivate terze e
quarte di X si perviene alla nuova equazione del 2° ordine

B8 BX,, + «XX, + XX, + X, + 80X, + oX* + 6 X? 4+ 1 X =0,

dove

R=—8\, «=24\, 3=24)0A, o= — 9)%A
A,
&:(— 24)\a — 47 + 2)\,,) A+ 4A, + 207,

8 = (— 24)\2a — 2), + 120,)A + 207, + 42%A,
(9) o = (2722 +- 1502 )A

T = 4AA? 4 (— 272%* — 24hq, — 2407, — 3004 + 90, + 100, —

)‘u i“u )‘u2 )‘uu )‘u s N
_‘)\/ 4 3 ? —_— 3 )A -+ 3 ()‘1; —_‘) Au -+ (/)\)\v — /‘v)Av+Auu+

—3 5

+ )‘Auv —+ )‘?Aw'

(5) Si veda: G. Vaoxna, [8], pp. 51, 52.
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Issendo il tritessuto non esagonale per ipotesi e quindi R =0,
dalle (6) e dalle (8) si ha il sistema

Xy =— NXX, +A4,X, +A4,X, + ?Ixzxs +A,X+ AX

(10) X, = 3X(X, +)X,) + B, X, + B,X, — g 3X* + B,X*+ BX

X, = —3XX, + C X, + CX, +:—):Xd + C,X* + CX,
dove

A,:%S—E, A,:%"_F, As—_—%ﬂumv, A,:%’—G
() B=—%, B=—g. Bi=—g5, B=—1

Le condizioni di integrabilith del sistema (10) conducono alle
due nuove equazioni differenziali del 1° ordine

X, + DX, X, + (P,X? + P,X + P)X, +
(12)
+ (P, X!+ PX + P)X, + P,X?+ PX* + P, X =0

2X, X, + 12X+ (9, X* + @, X + @)X, +

+(QX*+ QX + Q)X, + QX%+ QX*+ X =0,

dove, in particolare,

15

15
P,::-8 952

2
)\, P2:)\B1+B,+§B3+}=,,, P‘:_{f)\’

2
Py=31B, + 24, — M, — 3 4, + ),
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15

2
4 Q:=3B1+2)‘01_’ Cs_gcaa Q4=_8—)\5

2
3B3+)\v.

Qs = AB, + B, +
Derivando la (12} rispetto ad u e la (13) rispetto a v ed elimi-
nando X,* e X, si hanno due nuove equazioni del 1° ordine del tipo

81 XWX, + (S, X%+ 83X + S8, X + S5) X, + (S, X* + S, X2+ S X + So) X, +
(14)
+ 8, X!+ 8, X% + 8, X+ S, X=0

T XX, +(T,X?+ ..+ T)X, + (T X%+ ..+ T)X, +~
(15)
+ 7T, X'+T, X3+ T,X*+T,X=0,

dove le S e T sono funzioni di v e v non tutte nulle essendo ad
es. S,#=0 e T,3=0; inoltre le due equazioni non coincidono-
Derivando infine la (12) rispefto a v e la (14) rispetto ad u ed
eliminando X,* e X,? si hanno le due equazioni

(16) (0,X + U)X X, + o5(X) X, + $5(X)X, + 75(X) =0
17 (VX + VXX, + ¢ (X)X, + $(X)X, + 15(X) = 0,

dove le o, ¥ e 3 sono polinomi in X di grado uguale all’indice.

Considerando le ultime quattro equazioni del primo ordine
nelle incognite X, X,, X,, X,, per la loro coesistenza deve annullarsi
il determinante dei coefficienti e dei termini noti. Cid conduce ad
un’equazione in X mnon identica di grado 12, onde. scartando la
radice X =0, segue il teorema.

4. Osservazione.

Per risolvere definitivamente la questione basta far vedere che
eliminando X, , X, fra le precedenti equazioni si ottengono delle
equazioni in X incompatibili nell’ipotesi A 5=0.

Ma eseguendo I’eliminazione si oftengono delle condizioni
contenenti A, @, b. Mentre b si elimina mediante la (4), per I’eli-
minazione di @ devono essere utilizzate le (2) e le loro conseguenze
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differenziali. Le (2), posto a = — ¥ si scrivono

S,
Yuw -+ 2)\%“, - 3)‘:’/(yu -+ 2)\%) - 6”\:;?/’ -+ (Av - ‘)\_) yn - 2)‘)‘vyv -

— (22, + 27\)\%)?/ + o= 0

(18)
2%uw + My — 392y, + ) — Bh Yyt + 20y, — Ay + =0
dove
2150 ) My
(ll):——g DV/T)—AMI— \Avvf—(’)——/\v)A

1
'Jf = 3 ()‘m;u -+ Av)

Per ottenere le conseguenze differenziali delle (18) si possono
utilizzare i calcoli gia fatti in quanto le (18) si ottengono dalle
(6) con la sostituzione X = — y + a.
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