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Sui sistemi di co® 8, che appartengono al massimo numero
di complessi lineari indipendenti.

Nota di Guipo Vaoxa (a Bologna) (¥)
Sunto. - Si veda il n. 1.

1. Introduzione.

Vari A. A. hanno studiato sistemi di infiniti S, appartenenti
ad un numero elevato di complessi lineari indipendenti.

Si tratta di sistemi di S, le cui varieth rappresentative sulla
grassmanniana appartengono a spazi di dimensione bassa.

Cosl ad es. A. CoMESSATTI ha stabilito, fra 1’ altro, che i sistemi

[r
algebrici di co! retfe di S, appartenenti ad k2> complessi lineari

linearmente indipendenti, esclusi i coni, sono le rigate razionali
normali di S, (!). B. See¢RE ha dimostrato che le tangenti ad una
curva algebrica irriducibile di S, appartengono al pit ad ('rg 1)
complessi lineari indipendenti e, per >3, tale massimo & rag-
giunto soltanto dalle curve razionali normali (*). Infine D. GArLA-
RATI si & occupato dei sistemi di oo S, {in particolare osculatori
ad una curva), determinando quei sistemi che appartengono al
massimo numero di complessi lineari indipendenti; inoltre ha sta-
bilito qual’® il massimo numero di complessi lineari indipendenti
a cui possono appartenere gli co* S, tangenti ad una V, ().

Riprendendo tali ricerche, mi occupo in questa Nota della
determinazione delle totalitad oo* di S, giacenti in un S, che appar-
tengono al massimo numero di complessi lineari indipendenti.
trattando dapprima il caso di oo* rette.

Pur pervenendo a delle varietd algebriche, come era facile
prevedere, non viene qui fatta alcuna ipotesi di algebricitd sui
sistemi di S, come invece & quasi sempre fatto dagli A. A. sopra
menzionati. Si presentano profondamente diversi i due casi:

a) sistemi di co"* S, non tangenti a varietd;

(*) Pervenuta alla Segreteria dell’U. M.I il 25 giugno 1961.
(1) Si veda: A. ComessarTI [1].

(?) Si veda: B. SeGrr [2].

(3) Si veda: D. GALLARATI [4], [5]. [6]
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b) sistemi di oo* S, tangenti ad una o piu varieta.

Nella presente Nota verra trattato il caso a); in altro lavoro
trattero il caso b).

Premesse alcune proposizioni riguardanti le proiezioni e sezioni
di sistemi oo" di S, (nn. 3, 4, 5), si dimostra (nn. 6, 8):

Un sistema X oo (h > 1) di rette di un S, non pud appartenere
r

o pit di (2>—h+1 complessi linear: di rette linearmente indipendents
e tale massimo & raggiunto soltanto dai sistemi X di retie che si otten-
gono riferendo proiettivamenie ¢ punti di una retta g, con gli S, _,
di una S,_, — 'V, razionale normale di un S,_, e proiettando da
ciascun punto di g 1 punti dello S,_, corrispondente e, per r =25,
dai sistemi X delle rette che congiungono punti corrispondenti di
due piani sghembi omografici.

Inoltre, estendendo tale risultato, si prova (nn. 7, 9):

Un sistema X co"(h > 1) di S, di un S, non pud appartenere

SR e o Ly, . g . Lo
a pity di <k+1> —r-+k —h complessi lineari di S, linearmente indipen-
denti e tale massimo é raggiunto soltanto dai sistemi X di S, che
si ottengono riferendo proiettivamente gli S,_, di un fascio con gli
S,—, di una S,_, — V, razionale normale di S,_,_, e proiettando
da citascun S,_, del fascio © punte dello S, _, corrrispondente e, per
h=2¢e¢ r=Xk+ 4, dai sistemi X degli S, che proiettano da un

S,—, le oo retle congiungenti coppie di punti corrispondenti di due
piani omografici.

2. Generalita e notazioni.

Il ben noto che le cordinate grassmanniane degli S, di un 3,
che indicheremo con il simbolo

(1) Pigiy .4, (s By ey =0, 1,.., 75 4 <4, < .. <),

soddisfano a certe relazioni quadratiche che, nello spazio S,

+1
[?:<Z+ 1) — 1] dove tali coordinate si interpretino come coordi-
nate omogenee di punto, rappresentano una varietah V,, di dimen-
sione ¢ = (r — k)(k -+ 1), detta varieth di GRASSMANN.
Complesso lineare di S, & la totalith degli S, di S, le cui coor-

dinate soddisfano ad un’equazione lineare. Nel seguito indicheremo
brevemente con

{2) Qigiy ... i, Pigiy iy = 0

17
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un’equazione lineare nelle coordinate grassmanniane, denotando
con le o delle costanti ed intendendo di estendere la somma a
tutte le combinazioni (i, 4,, ... %) con 3, <4, < .. << 4.

3. Sulle proiezioni dei sistemi di rette appartenenti a com-
plessi lineari.

Consideriamo un sistema X oo" di refte di S, appartenenti ad
N = complessi lineari indipendenti di equazioni

(3) dir, iy == 0 l=1,2.., N).

La V, della V, di GrRASSMANN rappresentativa di X appartiene
dunque allo S,—n di equazioni (3).

Supponiamo di proiettare il sistema ¥ da un puntosuun S,_,.
Se il centro di proiezione & il punto fondamentale A1, 0,.., 0)
e lo S,_, su cui proiettiamo & quello di equazione x, = 0, le rette
proiezioni hanno coordinate p.,if¢,, i, =1, 2,..., »: 4, < 4,) propor-
zionali alle omonime coordinate delle rette oggettive, onde fali
Pii, soddisferanno a tutte e sole le equazioni lineari ottenute eli-
minando le py, (¢4, =1, 2,..., r) fra le (3).

L’ operazione precedente nello spazio S, equivale alla proiezione
dello Sp-N di equazioni (3) dallo spazio S,_, di equazioni p;,,=0
sullo spazio Sy lp:(é) — 1’ di equazioni py, = 0. B allora chiaro
che se S,—~ & sghembo con I’S,_,, lo spazio proiezione & un S,—n,
mentre se S,y ed S,_, hanno un §,, in comune, lo spazio proie-
zione & un S;—N—m—1. Il numero delle equazioni lineari indipen-
denti a cui soddisfano le coordinate delle rette proiezioni & percid
N, =N —r nel primo caso ed N,= N —#+ m + 1 nel secondo.

Siccome lo spazio S,_, di equazioni p;;,—= 0 rappresenta le
rette di S, passanti per A,, si conclude:

Se un sistema I oot di rette di un S, appartiene ad N >r
complesst lineari indipendenti e se esistono m + 1 rette (e non pin)
passanti per un punio A, ed appartenenti agli N complessi, il sis-
tema di rette X' ottenuto proiettando X da A, su un S,_, (esterno
ad A,) appartiene esaltamente ad

Ny=N—7r+m+1

complessi linear: indipendents di S,_,. ().

(*) Questa proposizione e le due dei seguenti precisano e compendiano-
alcuni Lemmi contenuti nei lavori di D. GALLARATI.
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4. Sulle proiezioni dei sistemi di S, appartenenti a complessi
lineari.

La proposizione precedente si pud estendere al caso di un
r
sistema X oo™ di S, appartenente ad Nz(k) complessi lineari in-

dipendenti. Siano
(1)
® iy ... 8, Piiy ... i, = 0 (1=1,2,.., N)

le equazioni degli IV complessi lineari e supponiamo di proiettare
3 da Ay, 0,..., 0) sallo S,_, di equazione x, = 0.

Gli S; proiezione hanno coordinate pj;,... i (s By ey dagy =
=1, 2,.., r; 4 <4y — .. < 4,,) proporzionali alle omonime coor-
dinate degli S,‘. oggettivi, onde tali pii, ..i,,, soddisferanno a tutte
e sole le equazioni ottenute eliminando dalle (5) le poi,... i
Questa operazione, in S,, equivale alla proiezione dello S,_y di

equazioni (5) dallo spazio S;— {G = (Ic : 1)} di equazioni

(6) Pidy iy, =0 By Byyuey By, =1, 2, ..., 7)
’ r 3 . .

nello spazio S,—q [c = (k)] di equazioni

(7) Poiy 2. iy, = 0 (’I ) i2) sy =1, 2,..., 'l‘).

Allora se S,—ny & sghembo con S,—; lo spazio proiezione & an-
cora un S,—nN; mentre se 8S,—v ed S;—; hanno un S, in comune
lo spazio proiezione & un S;—N—m—1. Il numero delie equazioni
lineari indipendenti ottenute con la eliminazione descritta dalla
Z) ed N,::N—(Z)+m+1.

Siccome lo spazio S,—; & quello che contiene la varietad rap-
presentativa degli S, passanti per 4,, si conclude:

(5) & rispettivamente NV, = N — (

Se un sistema X oo™ di Sk diun S, appartiene ad Nz(:) complessi

lineari indipendenti e se esistono m + 1 punti (e non pik) linear-
mente indipendenti apparienenti allo spazio ambiente della varieta
rappresentativa degli S, passanti per un punto A, le cui coordinate
soddisfano alle equazioni degli N complessi, il sistema X' ottenuto
proiettando X da A, su un S,_, (esterno ad A,) appartiene esatta-
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mente ad

r

(8) leN_(k)+m+1

complessi lineari di S, dié S,_., linearmente indipendenti.

5. Sulle sezioni dei sistemi di Sk'appartenenti a complessi
lineari.

Consideriamo infine un sistema % co® di Sk di un S, appartenente

agli N> (k :_ 1) complessi lineari indipendenti di equazioni

(9) A i iy iy, = O i=1,2 .., N)

Segando gli Sk di X con V'S, di equazione xy =0, si oftiene
un sistema X' di Sx_, le cui coordinate grassmanniane py;, ...q,
By Bgyeey =21, 2,..., ¥} 4 <14y <..<4r) sono proporzionali alle
omonime coordinate dei corrispondenti Sz di X. Cid appare chia-
ramente se k dei punti che individuano gli Sk di 2 si scelgono
nell’ S,_, segante.

Le equazioni lineari a cui soddisfano gli Sy_, di X’ si ottengo-

no dalle (9) eliminando le (k: 1) coordinate pij,..i,, (jrs Ja,

jk+i = 1, 2, ey 'r).
Nello spazio S, della grassmanniana !’operazione precedente
ci da la proiezione dello spazio S,—n di equazioni (9) dallo spazio

So—s [c = (;)} di equazioni

(10 Poigiy ... iy, = 0 (Bys Ggyeny v =1, 2,.., ¥)
. ’ r . s
sullo spazio Sp—q 0" = b1 di equazioni

(11) Dhija e duy, = 0 (Jrs Jo» oo Jig =1, 2, .., r).

Avendo riguardo al fatto che lo spazio S,—, @ quello che con-
tiene la grassmanniana degli Sy, dell’S,_, di equazione x,= 0,
segue:
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Se un sistema X oo di S, di un S, appartiene ad Nz(,ﬁ :_ 1)

complessi Limeari indipendenti e se esistono m + 1 punti (e non pii)
linearmente indipendenti appartenenti allo spazio ambiente della
grassmanniana degli S,_, di un S,_,, le cui coordinate soddisfano
alle equazioni degli N complessi, segando X con tale S,_, si ottiene
un sistema X' dv S,_, appartenente esattamente ad

(12) N,:N—(k:1)+m+1

complessi lineari di Sk—, di S,_, linearmente indipendents.

6. I1 numero massimo di complessi lineari indipendenti
contenenti un sistema co* di rette di un S,.

In questo n. ed in' tutti i successivi consideriamo sistemi oco”
di S, appartenenti ad uno spazio S, che non siano contenuti in
spazi subordinati di S, n& passino tutti per un medesimo S,_, (%)
In tali ipotesi dimostriamo che:

Un sistema X oot di rette di un S, non pud appartenere a pii dié

(13) O(r, h)= (g) —h+1

&

complessi lineari di retle linearmente indipendentd.

Consideriamo dapprima un sistema co! di rette e ricordiamo
che esso per v —= 3 pud appartenere al pilt a 3 complessi lineari in-
dipendenti.

Indicando con N il numero di complessi lineari indipendenti
a cui il sisterna appartiene e proiettando successivamente la riga-
ta luogo di tali rette da un suo punto su un S,_;. S, _,, ..., S;,
in forza della proposizione del n. 3, si ha successivamente

N =N—r+1, Ny>N, —(r—1+1.., N_,=>N,_,—3

r
ed ancora 3= N, ;. Sommando membro a membro segue N=<C ()) (®).

(5) Nel secondo caso qui escluso gli S, sarebbero rappresentati da va-
rietd giacenti in spazi lineari della grassmanniana e quindi si tratta di un
caso banale.

(6) Questa relazione era gia stata trovata, ma con I'ipotesi della alge-
bricitd, da A. CommssaTTr [1] e ritrovata poi da D. GaLLARATI [4].
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Sia ora un sistema oo" di rette e supponiamo per assurdo che
esse appartengono ad N > 6(r, h) complessi lineari indipendenti.
Considerando altri » — 1 complessi lineari arbitrari, le oo! rette
comuni a questi ed al sistema 3 apparterrebbero ad N+ h —1
complessi, che per I’arbitrarieta della scelta precedente, possono
senz’ altro ritenersi linearmente indipendenti. Ma se N > 6(r, h),

N+h—1>(;), il che @ assurdo.

7. Il numero massimo di complessi lineari indipendenti
contenenti un sistema oo di S, di S,.

Supponendo al solito che un dato sistema X oo* di St appar-
tenga ad un S, e non ad uno spazio subordinato e che inoltre gli
Sk di £ non passino per uno stesso S,_, si ha:

Un sistema X oot di S, di S, non pud appartenere a pin di

r+1

(14) o, k, h):(k+ )

) —r+k—h
complesst lineari di S, linearmente indipendenti.

Supponiamo per assurdo che gli S, di un sistema ¥ oo appar-
tengano ad N > 6(r, k, h) complessi lineari indipendenti e seghia-
mo gli S, di X con un generico S,_;,,. Si otterrd un sistema
X' oo di rette che, in forza della proposizione del n. b, appar-

terrad ad
N—[(ki1>+ (r;l) + .. +(T*I§+2)]

complessi lineari linearmente indipendenti. Cid & assurdo poiche

r+1 (r—k+2 1 o macoi
k+1\)+ 5 ed & maggiore

del numero 6(r — k + 1, h) dato dalla (13).

tale numero e uguale ad N —(

8. I sistemi X oo" di rette di un S, appartenenti a 0(r, h)
complessi lineari indipendenti.

Dimostriamo che:

Gli unici sistemi 3 oo™ (h > 1) di retle di un S, appartenenti a
o(r, h) complessi lineari indipendenti sono quelli che si¢ ottengono
riferendo proiettivamente 1 punti di una retta g con gli S,_, di una
S,—1—V,razionale normale di S,_, e proiettando da ciascun punto di
g ¢ punti dello S,_, corrispondente e, per r=>5 e h—=2 congiungendo
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coppie di puniti corrispondenti di due piawi omnografici (sghembi
fra loro).

Ricordiamo anzitutto che per =1 & mnoto il risultato: «Le
rigate di S, (non coni) contenute in 0(r, 1) = (;) complessi lineari

indipendenti sono le rigate razionali normali di S,» (7). Sulla V,
di GrRASSMANN le rigate razionali normali sono rappresentate da
carve razionali normali € ! di S,_, e viceversa. Cid & di imme-
diata verifica analitica.

Se un sistema ¥ oco" di rette sta in 8(», h) complessi lineari in-
dipendenti, la V, di V, che rappresenta X sta in uno spazio di
dimensione p-—6(r, h) =1r + h — 2. Intersecando la V, con un
generico S,_,,, si oftiene una curva appartenente ad un S,_,
¢ quindi immagine di una rigata appartenente a 6(r, 1) complessi
lineari indipendenti e cioé di una rigata razionale normale.
La curva ottenuta & pertanto una €' razionale normale e la
V, & una varietd algebrica d’ordine r — 1 appartenente ad un
S,,p-s- Ora & noto (¥ che tale V, & una S,_, — V, razionale
normale di S,,,, oppure, se h =2, r=2>5, la superficie di VERO-
NESE o infine, se h =3, r =5, & una V,* di S; proiettante da un
punto una superficie di VERONESE.

Escludendo per ora i due casi particolari, ciascuno degli ool
S,—, costituenti la V, rappresenta in S, una iperstella di rette
passanti per un punto e giacenti in un S, (°). I ceniri di detie
iperstelle descrivono una retta g.

Supposto infatti che le varieta minime della V, siano degli
ordini, m’, m”, ..., m(®=1) & ben noto (*°) che essa pud generarsi
considerando h curve razionali normali degli ordini w', m'' —
My . ¥ — 1 — mth—1) riferite proiettivamente e considerando gli
oo!' §,_, congiungenti le s-ple di punti corrispondenti. Ciascuna
di tali curve rappresenta in S, una rigata razionale normale ap-
partente rispettivamente a spazi di dimensioni m' + 1, m' - m' +
+1.. . r —mB=0, I centri delle iperstelle di cui sopra devono
ovviamente appartenere ad uno spazio comune a tutti i precedenti.

(") Si veda: A. ComessariT |1] e D. GALLARATI [4]. Questa proposizione,
come osserva D. GALLARATI, vale senza l'ipotesi dell’algebricita della
rigata.

(8) Si veda ad es. E. Berrint [8)], p. 402.

() Per h=3 un §, di V; pud anche rappresentare un piano rigato,
tratteremo in seguito questo caso.

(*%) Si veda: A. BeLraraLna [7). p. 820.
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Ma tali spazi hanno in comune al pilt un 8, poiché nel caso op-
posto lo spazio che li congiunge avrebbe dimensione <7.

Le curve direttrici minime della V, rappresentativa di X rap-
presentano in S, altrettante rigate razionali normali aventi una
retta g direttrice comune e le generatrici riferite proiettivamente.
Indicando con @m' @mi—wm' _  @—1—nr—1 1o irettrici minime
diverse da ¢ di tali rigate, si ha che esse risultano riferite
proiettivamente a g e quindi anche ftra loro. IT.o spazio con-
tenente tali curve & umno S,_, e la varieth luogo degli S,_, che
congiungono le h-ple di punti corrispondenti una S,_,— V, di S,_,.
E evidente che le rette di ¥ sono quelle proiettanti da ciascun
punto di g lo S,_., corrispondente della S,_, — V,.

Se k=3 gli S, costituenti la S, — V; di V, possono rappresen-
tare dei piani rigati. Consideriamo le tre rigate razionali normali
Rw' 1 Rm/'—m'+1 - Rr—wm” che sono rappresentate dalle direttrici mi-
nime di V,; esse avranno le generatrici riferite proiettivamente
in modo che terne di generatrici corrispondenti siano complanari.
Le tre rigate hanno quindi a due a due una direttrice comune.
Tali dirvettrici sono necessariamente tre rette poicheé, nel caso op-
posto, ragionando come sopra si avrebbe che X appartiene ad uno
spazio di dimensione <. Ne viene che X & costituito dalle rette
appartenenti ai piani congiungenti terne di punti corrispondenti
di tre punteggiate a due a due proiettive. Il caso si presenta solo
per v <<5 e si verifica facilmente che tali sistemi X appartengono
ad un numero di complessi lineari indipendenti minore di 6(r, 3).

Nel caso h =2, r=5 la V, di V, pud essere la superficie di
VERONESE. Ciascuna conica delle superficie rappresenta una schie-
ra rigata (). La V, di S, immagine di X contiene pertanto co®
quadriche e quindi & segata da un S, secondo una superficie che
contiene oo? coniche. Tale superficie & la proiezione della superfi-
cie di VERONESE e quindi algebrica di ordine 4 oppure 3. Le rette
di ¥ costituiscono quindi una V,* o una V. Il primo caso & da
scartare poich® la proiezione da un suo punto in un S, darebbe
luogo ad una V,? le cui rette appartengono a 6(4, 2) complessi li-
neari indipendenti, mentre in S, una tale V, & di ordine due.

La V,* di S, che possiede oo* quadriche & la varietd di SEGRE
prodotto topologico di una retta e di un piano. Essa pud anche
generarsi congiungendo punti corrispondenti di due piani sghembi

(¢!) Una conica della grassmanniana pud rappresentare anche le tan-
genti ad una conica. Ma tale caso & da scartare in quanto la V; luogo
delle rette X conterrebbe oc? piani immagine delle coniche della superficie
di VERONESE e quindi sarebbe un Sj;.
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omografici. Lie rette di & sono quelle congiungenti queste coppie
di punti.

Infine nel caso h=3, r=25 la V, di V, pud essere un cono
proiettante una superficie di VErRONESE. Ma le generatrici di tale
cono rappresenterebbero oco® fasci contenenti tutti la retta rappre-
sentata dal vertice. A ciascun fascio apparterrebbe anche una retta
della V,* di S, rappresentata della superficie di VEroNESE. Le co?
rette di tale V,® si appoggerebbero tutte ad una medesima retta e
cid & assurdo dovendo in tale caso appartemere ad un S, appog-
giandosi ad un piano e ad una retfa.

Rimane ancora da verificare che nei casi non esclusi X appar-
tiene veramente a O(r, h) complessi lineari indipendenti. Se £ &
costituito dalle co® rette di S; congiungenti coppie di punti corri-
spondenti di due piani omografici, assumendo tali piani coinci-
denti con i piani x, =2, =%,=0 e x; = x,—=x, = 0, pud farsiin
modo che le rette di 2 siano quelle congiungenti i punti (1, u, v,
0, 0, 0) (0, 0, 0, 1, u, v). Si verifica agevolmente che ¥ appartiene
a 05, 2) = 9 complessi lineari indipendenti.

Infine nel caso generale supponiamo che ¢ abbia equazioni
x,—=x;—=..—=x,.—0 e che la S, — V, appartenga all’S,_, di
equazioni x, =, = 0. Le oo™ rette di ¥ sono quelle che congiun-
gono il punto (1, v, 0,..., 0) con il punto

’ "—m' o
(0, O, 1, pyeury @ ) 1y Moyurey Wy W00 g Bh Wy ey
1 —m(P—1)
("'h-—)y', m ).
Le uniche coordinate non nulle sono le pg,, Pygs 5 Do, € le

Przs Prgs s Prr; Ma delle seconde solo h sono indipendenti dalle
1
prime; sicché risulferanno in totale (r ; ) —(r—1) — h=06(, b

equazioni indipendenti nelle p;;, .

9. I sistemi 3 oco" di §, di un S, appartenenti a 6(r, k&, h)
complessi lineari indipendenti.

Si ha il teorema:

Gli unici sistemi X oot (h > 1) (**) di S, di un S, appartenenti
a O(r, k, h) complessi lineari indipendenti sono quelli che si otten-
gono riferendo proiettivamente gli S,_, di un fascio con gli S,_, di
wna S,_, —V, di S,_,_, e projetiando da ciascun S,_., del fascio
i punti dello S,_, corrispondente, e, per h==2 e r =k + 4, proiel-

(*2) Per h=1 & noto il risultato: « Lie sole V4, (non Sx—,-coni) luogo
di ot §; che appartengono a §(#, k, 1) complessi lineari indipendenti sono
le Sy — Viky, razionali normali». Si veda: D. GALLARATI [5].
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tando da un S,_, le co® rette congiungenti coppie di punti di due
_piani omografici.

Intersecando ¥ con un generico S,_,,, si oftiene un sistema
2 oo™ di rette che, a norma della proposizione del n. 5, appartiene
a 0r — k + 1, h) complessi lineari indipendenti. La V', rappresen-
tiva di X’ & prospettiva della V, rappresentativa di X e quindi &
una S,_, — V, razionale normale di S,_,,,~,, oppure se h =2 e
r =k + 4 la superficie di VerovEse. Cid é evidente per quanto
© stato detto al n. 5.

Gli S, della V, rappresentano delle iperstelle di Sk i cui
centri, stanno in un fascio. Cid si vede ragionando come al n.
precedente, e tenendo presente che i centri delle iperstelle di Sk per
sezione con un S,_,,, generico devono dare luogo a una punteg-
giata. Ripetendo le stesse comsiderazioni del n. precedente si per-
viene alla generazione dei sistemi X di cui all’enunciato.

Nel caso della superficie di VERONESE si perviene al risultato
tenendo presente che sezionando con un S,_,,, deve presentarsi
il caso di oo® rette di cui al teorema precedente.
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