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Geometria delle ¥,, in uno spazio proiettivo curvo.

Nota di Franco Fava (a Torino) (¥

Sunto. E contenuto nel n. 1.

1. I/ estensione dell’ordinaria geometria differenziale a varieta
V.. di uno spazio proiettivo curvo X, (), pud essere fondata sulla con-
siderazione di certe « giaciture », che chiameremo osculatrici, alle
quali & possibile pervenire tramite elementi differenziali di con-
venienti ordini degli enti interessati (siano essi curve, superficie,
varietd): alcune ricerche di E. BoMPIANT lasciano del resto chiara-
mente intravedere i fondamenti di una tale possibilita. (%)

Il punto di partenza della presente indagine rivolta appunto
all’accennata estensione ed a porre, nello stesso tempo, alcuni
fondamenti per ulteriori sviluppi (%), & da vedersi nella nozione
(che fornisce 1’analogo dell’ordinario S, osculatore) di k - gia-
citura osculatrice ad una curva C di X, : alla giacitura in questione
si giunge (n. 2) con Y ausilio della V, formata da autoparallele
(uscenti dal punto considerato) ed avente un contatto di ordine k
con C. :

Per i valori 2 e 3 di k, il procedimento di calcolo che si rivela
particolarmente idoneo per la determinazione delle giaciture oscu-

(¥) Pervenuta alla Segreteria dell’U. M. I. il 12 giugno 1951.

(1) Ossia uno spazio numerico in cui siano date le autoparallele di una
connessione; cfr.: E. BoMpIaNI. Topologia differenziale. Nota V. «Rend.
Acc. Naz. Lincei», S. VIII. Vol. V111, fasc. 4 (1950).

(?) I1 BompIANI estende infatti alle superficie di X; I’ordinaria teoria
dell’ applicabilitd proiettiva di FuBiNI sfruttando la nozione di giacitura
principale (efr. 1. c. (1)).

Tenere inoltre presenti le note I. II. III. IV. di B. Bompian: degli
stessi « Rend. » citati in (1), fasc. 1, 2, 3.

(3) Alcune delle questioni che sono a fondamento del presente lavoro
furono trattate - perd da un punto di vista differente da quello attuale -
in una mia comunicazione dal titolo: Geometria delle varietd in uno spazio
a connessione affine, tenuta ad Innsbruck in occasione del «V Osterreic-
hischer Mathematiker kongress und internationales Mathematikertreffen »,
12-17 settembre, 1960.
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latrici (corrispondenti ai precisati valori di k) risulta essere, come
appare dal contenuto del n. 3, il procedimento di derivazione di
un vettore lungo una linea quando, il detto procedimento, lo si
applichi ripetutamente ed in modo adeguato a partire dal vettore
tangente.

Immediato si presenta, di conseguenza, il passaggio dalle gia-
citure osculatrici, relative a curve uscenti da uno stesso punto ed
appartenenti ad una varieta V, (2 << m < n), alle giaciture che (per
ragioni di analogia con quanto avviene in un ordinario S, proiet-
tivo) sono qui dette & - osculatrici (n. 4); i casi a cui danno luogo
i valori 2 e 3 di k si prestano per di piit ad essere trattati con
sviluppi formali aventi I’ aspetto tipico di quelli ordinari (nn. 4 e 8).

Cou Y’ ausilio poi degli enti testé menzionati da noi introdotti,
riesce agevole la caratterizzazione di classi di varietd V, di X,
e su di esse di particolari sistemi di curve, in modo da ottenere,
tra 1’altro, I’estensione agli spazi in questione di alcune ben note
classi di superficie e varieta considerate da C. SEGRE (nn. 5... 9) (4).

Tra i sistemi di curve esistenti su varieti di un ordinario spazio
proiettivo che qui vengono estesi a spazi (proiettivi) curvi, figurano:

a) i sistemi di quasi - asinfotiche vy, » (n. 6);

b) i sistemi di linee caratteristiche (di una superficie ® di S,)
(v 7);

c) i sistemi di linee principali esistenti su ogni superficie di
Sy (n. 9).

Attraverso le estensioni suddette si vede in particolare che le
« asintotiche » di una 7V,_, di uno spazio a connessione affine,
introdotte ordinariamente per altra via, rientrano nei sistemi di
quast — asintotiche y1,» da noi considerati.

2. Sia X, uno spazio proiettivo curvo nel quale sono date le
autoparallele con le equazioni (%)

dat i dah dx*

1) w—*—rhk—d; *d—s—:()

() C. SEGRE: Su una classe di superficie degli iperspazi.... « Atti Acc.
Sc., Torino ». Vol. XLII, 1906-07.

(5) Per notazioni e terminologia da noi utilizzate tenere presente, oltre
il lavoro citato in (1), il seguente trattato: L. P. EISENHART. Non Rieman-
nian Geometry. « Am. Math. Soc., Colloquium .publ.», vol. VIII, (New
York, 1927) ed anche: G. VRANCEANU. Legons de Géométrie différentielle.
(Bucarest, 1947).
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e sia T' la connessione simmetrica — che diremo associata ad X,
. i
~ avente come componenti le Tux (%)
Assegnata in X, la curva C di equazioni:

@ x' = x'(t),

indichiamo con V, la varietd formata dalle autoparallele uscenti
da P(x) ed avente con C un contatto di ordine k.

Supponiamo che P sia I’origine delle coordinate: quali equazioni
dell’ autoparallela (per P) tangente al vettore & si hanno notoria.
mente (cfr. EIsENHART, 1. c. in {5), pag. b8) le seguenti:

i . 1 3 ) 1 .
B) x=ts—gz ThrkhErs? — 37 ThiE EEls® — T ThitmEEREEmst — . ;

djamo al vettore Ei I’ espressione che segue (formata con i k vettori
Em): '
g = e, (r=1, 2, ..k

e di essa teniamo conto per sostituire nella (3); seguono cosi le:

i i 1 i .0,k 1 & hok g
@) @ =Enes —5 Tilpf@eets® — gy Dt @hineete’s’ —

1 i h .k 1 .m
T4 ChrimEp)b(gbirk(zePetee®st — ...

Al variare delle ¢, le (4) vengono a rappresentare tufte le auto-
parallele tangenti ai vettori della giacitura a k dimensioni indi-

viduata da Ef,«)(rzl, 2..k); introducendo percid i parametri «"
attraverso le relazioni:

U — €8
e sostituendo melle (4), si ottengono le:

i 1 i . & 1 i .h ok
B) @ =Enw — 5 Tarkplgueu? ~ 3 Thkiph gbnu usn” —

1 6 .kl m N
— mrhkl'mg(p)g(q)z(r)g(z)upuqu u: ..

(8} Gli indici dei quali si fa uso assumono i valori da 1 ad » ogni
qualvolta non figura alcuna precisazione al riguardo.
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quali equazioni della varietad formata dalle autoparallele tangenti
alla giacitura dei k& vettori ’é(r)

-Cerchiamo ora di imporre che la varietd rappresentata con le
(5) abbia un contatto di ordine k con la C; utilizziamo per la C
gli sviluppi

1 ax 1 d 1 dex N
6 @ =Xty gy g B gy g b s (x—m)
e per u = wu'(f) i seguenti:
7) w = art + agtt + aglt® + agtt +-... - r=1, 2, .. k)

essendo le ay, a;', @3, .. tali che le funzioni definite dalle (7) siano
quelle con cui si realizza il contatto richiesto.

Dalle (5), ove si siano sostituite le espressioni (7), per confronto
con le (6), si deducono le condizioni:

r.i .
a1’:(r) = )\',

1 1 dxt
azE(v) _— Fth(p)E(q)alaq — 2 dt )

1 i .0k
T i P P 4
agbr) — 5 Chikp)igln a3 + apud) —

1 1 dZ)\v,
®) — 31 rhkls(p)s(q)g(f)ala'la’l — 3! de’

1 3 .0,k
) 1 r_ q P _q P 9
asir) — 5 Tnifiplig(dras + aza: + asar) —

P

1 5 .0k,
p q " b q r q 7
— 33 Thii(p)b(@i(r)(@10: 02 + 01020, -+ Aa010:) —

1 a 1 aw
— 1 Fhklms(p)g(q)s(r)g(z)aqalalal._. 11 g

- . . . . . . . . . . .

le (8), come si riconosce senza difficolth, sono riconducibili a rela-
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zioni la cui forma & la seguente:
Tyl .
alg("‘) = )‘1)

Trt k2
azg(,r) = é )\1 3

9) .
a;zz'r‘) = 3—! )"2 ’
. 1 .
a:izr) = il )\:: y

ove A, Xz, g .., al pari di X, sono da riguardare come vettori noti.

Dalle (9) segue cosi che il contatto di ordine k con C impone
k condizioni per la giacitura tangente alla V, la quale risulta
pertanto - in generale - determinata. Lia giacitura a k dimensioni
tangente alla V, ora considerata, la diremo: k& - giacitura oscula-
trice alla C nel punto P. (%)

La giacitura suddetta pud dunque ritenersi individuata dal
vettore tangente A\* e dai vettori Xf, )\Z, ')\g,... aventi le espressioni
che si deducono da ciascuna delle (8) eliminando, a norma di quelle
che la precedono, le quantitd a;%(). o

Del significato delle espressioni di A, Az, X ... ¢i occuperemo
al n. successivo; a conclusione del presente numero osserviamo
soltanto che la k - giacitura osculatrice a C (in P) viene a coinci-
dere, per k=2, con la giacitura principale di BoMPTANI relativa all’E,
di C (di centro P) ed all’E, di autoparallela tangente. (3

N
3. Indichiamo con: 1()17 4l vettore derivato lungo la curva C -

rispetto alla connessione I’ - del vetlore tangente ), ossia il vettore
seguente :

DX dx
at T at

(10) = Th\r

() La giacitura per cui sono soddisfatte le (9), in casi particolari, pud

presentare dimensione < k; cosi ad es., se A, non & linearmente indipen-

dente rispetto a A%, iy, imponendo che il comtatto in questione sia del

3° ordine, risulta determinata soltanto una 2 - giacitura la quale va riguar-
data come 2 - giacitura osculatrice stazionaria: i punti di C in corrispon-
denza ai quali si verifica un tale fatto sono 1’analogo degli ordinari punti
planari di una curva.

(8) Cfr.: 1. c. (2). Note I, V.
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D7
at
procedimento ricorrente) derivato di ordine n (rispetto a I') di A*
lungo la stessa curva C.

Per il vettore derivato del 2° ordine di X' si deduce 1’espres-

D
sione che segue (si utilizzi la (10) per introdurre i
daiy
dt )

1)

e con: indichiamo pit generalmente il vettore (ottenuto con

in luogo di

D')\‘ da D+
GE = aE+ Fhkl)\")\")\‘ + 3Fh,¢ ai AR,

Se si tengono presenti le (8), (9), si riconosce che é&:

Dxi
)\1_ at’
(12)
D!)v,
=g

per cui si pud anzitutto precisare quanto segue:
la 2 - giacitura osculatrice alla curva C (in P) & determinata dal

; Dxi
vettore tangente N e dal suo derivato (lungo C rispetio a T) e la
D? 1
3 - giacitura osculatrice, dai vettori precedenti e dal vetlore ar ®
Veniamo ora all’esame della 4 - giacitura osculatrice attraverso
I’ analisi dell’ espressione di }g.
I’ espressione in questione risulta:

d3)\i

(18) % = et

Thamd™ ™ & 6 Thah ™V -+ BTHAAL + 4Tl 5

per il vettore derivato 3° di X* otteniamo (temendo conto delle (10),
(11), (12)):

D3)\t daAz
(14) W ar -+ Fhklm)\h)\")\l)\’" -+ 3I‘hk1)\ )\ A+
+ BTN L STE Y - arh M
¢ 28
(9) Se A7, %, % non sono linearmente indipendenti, la 2-giacitura

osculatrice & stazionaria (cfr. n. (7)).
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essendo
. 1 X
(15) Thit =3 (Ahax + Alnk)
e
) aThz R ,
(15') Ahtk = — 7 — CromTik — ThmDhi

Se si procede al confronto delle (13), (14), segue la relazione:

D3N ] »
ars 3(F;1kl — F;lkl))\h)\f)\l .

(16) A=
Poiche:
F;.zkl = é (Aizk + A;;hz -+ Alikh),
ed inoltre
Ak = Alan
si deduce:

| =

TChicg — Thia = 6 (2Alkh — Ak — Akni) -

D’ altronde, introducendo il tensore di curvatura, si ha (cfr.
(15%; -

i i i
Aikn — Ak = Bhr,

i i i
Ayen — Axni = Bikn
e di conseguenza

. . 1 .
3(Thit — Chig) = 5 (Bhit + Bixkn).

Alla (16) si pud pertanto dare la forma  seguente ben piu
espressiva:

; D3\ .
(16 X =g -+ Bl ™
Da quanto precede si possono trarre senz’altro le seguenti
conclusioni :
. D\ . D
poiché il vettore N3 differisce da ar @ pin generalmente : A, == ar
DXt DE—1)¢

per h=3, la giacitura dei vettori X%, - E Ty

é k - giaci-
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tura osculatrice a C soltanto per k << 3 e cid @ meno che sia :
i
Bhrxi=10

nel qual caso la connessione I' & euclidea ; percio :

soltanto se T & una connessione euclidea, ¢ wvettori derivati succes-
sivi del vettore tangente (calcolati lungo C e rispetto a I') conducono
a k - giaciture osculatrici anche per k> 3.

In quest’ultimo caso, introdotte delle coordinate cartesiane, la
derivazione lungo C si riduce alla derivazione ordinaria.

In definitiva quindi, quando k& assume i valori 2 e 3, le k - gia-
citure osculatrici sono immediatamente determinabili per mezzo
della derivazione lungo la curva considerata, ossia con un proce-
dimento che & la pil naturale estensione agli spazi in questione
di quello valido nel caso di uno spazio ordinario.

4. Una volta stabilita la nozione di %k - giacitura osculatrice
ad una curva C di X, , & possibile pervenire alla nozione di giacs-
tura k - osculatrice ad una varieta V, di X, (2<<m<n) cosl come,
nel caso dell’ordinario spazio proiettivo S,, dagli S, osculatori
alle curve di una varietdh uscenti da un suo punto, si giunge allo
spazio k - osculatore alla variethd stessa (nel punto).

Nel presente numero ci occuperemo in particolare delle giaci-
ture 2 - osculatrici ovvero dell’analogo (in X,) degli spazi 2 - oscu-
latori ad una V, di S,.

Siano dunque

17) xt = xi(u', u?, ... u")

le coordinate del punto P che descrive la V,, di X, e C una gene-
rica curva (di V,) uscente da P.
Poniamo

i ) .ot
(18) winy = 0, (9 =55)
di guisa che

f 2 [3 I3 '3
(18) B)s  2)s  H(3)s - H(m)

siano i vettori che individuano la giacitura tangente (in generale
di dimensione m) alla V,,. Indicando ancora cou X' il vettore tan-
gente alla curva C che supporremo di equazioni:

x = xi(u'(f), w’(t), ... u"(t)),
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si ha:

” PR du”
(18) M == wim —gr

successivamente

Dy ¢ du" du’ i dut

(19) ar TN g ap M g

avendo posto:

. . a?mi
¢ i ? i —
(19') W(rs) = 0, + Fhka,.whasmk (a,.sx - 'a—M%)
. o i Dyir) . .
ossia: avendo indicato con p(rsy il vettore S derivato (rispetio

alla connessione T') lungo la linea (su cui varia) vs, del vetiore tan-
gente alla u".

In base alla (19) e in virth di quanto si & stabilito al n. prece-
deénte, si ha subito che:

le 2 - giaciture osculatrici alle curve della V, aventi in P una
d h
stessa tangente (determmata da %), descrivono la (m + 1) - giaci-

tura individuata dalla giacitura tangente (@ V,) e dal vettore

i du" du®
(20) P-?rS) at at’

la giacitura in questione la diremo: giacitura (2, 1) — osculatrice
alla V,, secondo la direzione considerata. (%)

Se la direzione considerata si fa variare (nell: giacitura tan-
gente), il veftore (20) variera a sua volta restando perd nella gia-
citura dei vettori:

(21) P'frsﬁ (r, s=1, 2, ... m)

la giacitura dei vettori (18'), (21) la diremo: giacitura 2 - oscula-
trice alla V, ; la sua dimensione N risulta, in generale, data da:

m(m + 3)

N= 5

gempre che sia: N<Cn.

(19) Cfr., per la terminologia usata, 1. e. (2), nota 1II, pag. 85.
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Ed ancora:

le giaciture (2, 1) - osculatrici alle curve di V,, uscenti da P, descri-
vono un cono di dimensione 2m e di ordine 2m —1 che & Uanalogo
del «cono di Del Pezzo generalizzato».

Per m — 2 la giacitura 2 - osculatrice ha, in generale, dimen-
sione 5 e il cono comnsiderato & 1’analogo del cono V, di D=L
Pxrzzo. (1)

5. Da quanto si & detto al n. precedente si possono dedurre
immediatamente alcune conseguenze circa la dimensione della gia-
citura 2 - osculatrice alla V,, considerata; infatti, se ira i vettori
che individuano la giacitura in questione sussistono ¢ relazioni
lineari:

(22) Moy + Mipin=0 (1=1,2..¢; 7, s=1,...m)

(M7°, M7 sono delle assegnate funzioni di u!, u?, .. u™), allora la
corrispondente dimensione anziché N risulta essere N —gq. (')
Avuto riguardo alle espressioni effetfive (cfr. (18), (19%)) dei
vettori che fignrano melle (22), si vede che le (22) stesse rappre-
sentano ¢ sistemi di » equazioni (ciascuno) alle derivate parziali
in » funzioni incognite (di m variabili), lineari nelle derivate 2¢

(1) La nozione di giacitura 2 - osculatrice (ad una V,, di X,), al pari
della nozione di 2 - giacitura osculatrice ad una curva, ha un fondamento
di natura topologica : essa pud invero dedursi dalla nozione di giacitura
principale relativa a due calotte o2, (del 2° ordine) tangenti ed apparte-
nenti ad uno spazio topologico 7,; con sviluppi che generalizzano il pro-
cedimento seguito dal Bompiant (1. c¢. (z), nota IIL) per il caso di due
calotte superficiali, si pud provare che: le calotte o,_, che contengono
due calotte <%, di T, tra loro tangenti, risultano tutie tangenti ad una
giacitura fissa la cui dimensione é:

m (m + 3)
T2

(N<<m).

La nozione di giacitura 2 - osculatrice deriva da quella precedente
supponendo che le due calotte appartengano ad X, e che una di esse sia
formata dalle autoparallele tangenti all’altra nel centro. Pure di natura

topologica viene, di conseguenza, ad essere 1’analogo del cono di DEL
Przzo (generalizzato o mno).

(12) qf(mg—l)—l nell’ipotesi che la dimensione della giacitura tan-

gente alla V,, sia: m.

10
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e di 2° grado melle derivate 1¢; quindi :

la giacitura 2 - osculatrice ad una varieta V,, ha dimensione N —q
se la varieta & soluzione di q sistemi del tipo (22). E wviceversa : se
la giacilura in questione ha dimensione N — q anziche N, la V,,
& soluzione di q sistemi del tipo comsiderato. ’

Nel caso particolare g=1, le varietd che si ottengono sono
soluzioni di un solo sistema di tipo (22), il quale assume 1’ aspetto
seguente (sopprimendo l'indice inferiore nei coefficienti):

(229 Ms(2,.x° + I‘zka,.:x:"a,x") + M3,0' =03

le V,, in questione risultano, come ora vedremo, di natura tale
da rendere soddisfatte proprietdh che sono le analoghe di altre ben
note relative a varietd dello spazio ordinario S, soluzioni di un’e-
quazione di Laplace. '

Cercando di mantenere piti stretta possibile 1’analogia con il
caso dello spazio proiettivo, facciamo ricorso ad una calotta ch_1
(del 2° ordine) di una V,_, di X,, utilizzando per essa la rappre-
sentazione che segue :

(23) a'ixi = apn?zxplxpz + (pl y Pe= 19 2’ o '"'}

valida nell’ipotesi che I’origine delle coordinate (che supponiamo
corrispondere ad #'—#®=...u4™ —=0) coincida con il ceuntro della
calotta o5_, (i puntini stanno al posto dei termini di grado =3
nelle x?). - .

Poiché alla V,, considerata si possono attribuire gli sviluppi
che seguomno:
24 xt == 3, dur +;12-B,.sm"du"dw + (ry s =1, 2, ... m)

per avere la V, _, intersezione della V,_, con la V,_, basta sosti-
tuire nella (23), ovvero imporre che sia:

1
(25) a8, du? + 5 2, xidudu’ + ...) = ap p,0, 2P0 xP2du" dut + ...);

fatta Iipotesi che la giacitura tangente alla V,_, contenga la giaci-
tura tangente alla V.., si ha anzitutto

ad,2i =0
per cui con 1 equazione:

a0, )du du’ = 0

1
(26) (appo0.apipar: — 5
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si viene a rappresentare, entro la m-giacitura tangente alla V,,,
il cono V3,_; delle direzioni tangenti, nel punto considerato, alla
V-, intersezione.

Se si suppone che la V,_, sia formata dalle autoparallele uscenti
dal punto considerato, dalle (23), utilizzando le (5), oltre alla con-
dizione

afm =0
si deducono facilmente le:
1 i
Opip, = — 75 @;Upyp, 5

Y equazione (26) viene cosi ad assumere la forma (usando k e k in
luogo di p|, p,):

(26) a3, + F;ﬁcha,m"a‘x")du"du’ =0

od anche, in termini di vettori derivati lungo le linee parametriche

(cfr. (19), (19"):
(26") @, (redudus = 0 ()

Se, come vogliamo supporre, la V,, & soluzione del sistema
(22'), ossia se &:

(22") Mrpirey + Mruiry =0
segue subito:
(27) M pirsy) = 0 (@i = 0)

la (27) & la nota condizione di apolarita tra il cono di equazione
(26”) ed il cono - inviluppo (di (m — 1) — giaciture) seguente:

(28’ Mrs.qrns — 0 ;

quindi: ¢ coni rappresentanti le direzioni tangenti alla sezione della
V,, con le V,_, formate da autoparallele e tangenti alla V, stessa
(nel punto considerato), formano un sistema apolare al cono (fisso)
di equazione (28).

(*3) Si noti che la (26") & anche la condizione che deve essere verifi-
cata dalle tangenti alle curve di V,, (uscenti da P) affinche la relativa 2
- giacitura osculatrice appartenga alla giacitura ax?=0: basta invero
imporre che sia (cfr. (19)):

Da¢

it =0

a

e tenere conto delle anf,, =0.
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I1 cono di equazione (28) pud pertanto dirsi: cono caratteri- -
stico. (*)

Nel caso di V,, soluzioni di g sistemi del tipo comsiderato, si
otterranno g coni caratteristici ed altrettante condizioni di apolarita.

Per il valore massimo di q (cfr. n. (12)) il cono di equazione (26”)
& fisso e, per i fatti che si vedranno al n. successivo, esso si pud

chiamare in tal caso cono asintotico della V.

6. Ulteriori deduzioni si possono fare allorche la V,, & soluzione
dei sistemi (22).
Riprendiamo in considerazione le ¢ condizioni (22) ed indichiamo
m + 1 i
con N,:( : ;_ ) il mumero dei vettori p.(t,,s)(qu, — 1): poiche si
suppone che i coefficienti M;" non verifichino particolari condi-
zioni, posto q, = N, — ¢, dalle (22) stesse risulta possibile esprimere
q vettori t(rs) Per mezzo dei ¢, rimanenti; alle (22) possono quindi
essere sostituite relazioni del tipo:
i rs 4
(29) iy = Qratiirs) + o

)25 !
ove:

rs indica uno generico dei g accoppiamenti di indici corris-
spondenti ai vettori rispetto cui si risolvono le (22);

rs uno generico degli accoppiamenti residui ed i puntini i

termini formati con i vettori p(.
Con Y uso delle (29), la (27) si scrive:

(30) ai!‘-?(:ﬁ)( Q;:d'lidu? -+ du”duﬁ) =0;

la (30) rappresenta un sistema di oco®—1 coni; se g,<<m —1(g=N,—
— m + 1) si hanno, in generale, direzioni comuni ai ¢, coni di
equazioni :

(31) Q- dwdw + durdus =0

e quindi a tutti i coni del sistema (30).
D’ altronde la (19), in virtu delle (29), fornisce:
DX

(32) 7 = (@ ;dwdw + A AU Nsrs) +- oo

ove mon si sono scritti i termini nelle p(y).

('4) Anche la nozione di cono caratteristico pud essere considerata di
pertinenza degli spazi topologici (cfr. n. (11)).
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Le (31) sono dunque condizioni necessarie e sufficienti affinche

Dxi
nelle (32) non figurino i vettori p(,«s), ossia affinche TP sia combi-

nazione lineare dei vettori yn(,a) unicamente ; quindi :

le direzioni comuni ai coni rappresentati con le (31), sono diresioni
tangenti a curve (della V) la cui giacitura osculaivice appartiene
alla giacitura tangente alla V,, : per questo le direzioni in questione
possono dirsi direzioni asintotiche e le curve aventi in ogni loro
punto come direzione tangente una direzioni asintotica, curve
quasi-asintotiche v, . (semplicemente asinfotiche quando m —=2).

Se ¢, =1, si ottiene un cono di direzione asintotiche ossia il
cono asintotico gidh nominato al termine del n. precedente.

. ( . : . . .
OSSERVAZIONE. Sia v uno degli n —m vettori covarianti (li-

nearmente indipendenti) pseudo-ortogonali alla V,,; allora & :

(33) vPuby =0; (p=1, 2....n—m;r:1, 2, ...m)
per derivazione (rispetto a T') lungo la curva C (di V), dalla (33)
si ottiene :

(@ d () i dw
V'pf at P(r) + Vg l*(rs) ar —

"

da cui, moltiplicando per G © sommando, segue :

P dat dx’ (py i du" du*

ViigE ag TV e g g = 0

(34)
Dalla (34) si deduce, in particolare, che le direzioni per cui:

(p) doct da’?

5) YOI aE At

sono anche tali da rendere soddisfatte le

(@ i du" dw
(36) WPy o 5 ar =0

e viceversa.
Ma le (36), se valgono le (29), possono scriversi come segue:

' ) i rs du” olus du” @)_
(36°) v W”’(Qn at at T dt di
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¢ dunque chiaro che le eventuali direzioni asintotiche (cfr. (31),
(36")) della V,, sono anche date dal sistema (35) (p=1, 2,..n—m);
d’altronde le (35) complessivamente dicono che: la giacitura otte-
nuta derivando (rispetto a I') la (n—m)-giacitura pseudo-ortogonale
alla V,, lungo la curva C, é pseudo-ortogonale alla curva stessa se
e soltanto se C & una quasi-asintotica vi,2.

Se, in particolare, &: m=—mn — 1(p =1). le equazioni (35) si
riducono ad una soltanto; se poi si aggiunge ’ipotesi che X, sia
una. varietd a connessione affine, I’equazione in questione viene
a coincidere con quella utilizzata da EISENHART per rappresentare
le «asintotiche » di un’ipersuperficie: la proprieta, della quale lo
E1SENHART 8i serve per introdurre le curve che egli chiama
« asintotiche », & appunto quella della « pseudo-ortogonalita » ora
messa in evidenza. ('°)

7. Aggiungiamo ancora qualche considerazione relativamente
al caso m — 2; mutando per comoditd alcune notazioni, il sistema
(22) (con ¢ = 1) pud essere scritto come segue:

37) Ap(u + 2BpGia) + Cplan) + M'p(ay+ Ml =0
od anche:
37) AP, @ + Uhid,@9,2%) 4+ 2B(3,,° + Tnid,a"d,a%) +

+ C(azzxi -+ Fi}zkathazxk) —+ M’alxi + Mzazxi —0:

le superficie soluzioni del sistema (37) (o (37')) risultano ovviamente
Y analogo delle superficie della specie ® di C. Segre, (}°) e per tal
motivo si potranno chiamare superficie ¢ di X, .

I luogo (28) rappresenta ora la coppia di direzioni (della gia-
citura tangente) che corrispondono alle soluzioni dell’equazione:

(28) Cldu')* — 2Bdu'dw® + A(du?)t =0
per cui, nell’ipotesi: B* — AC==0:

le coppie di direzioni tangenli alle sezioni di una superficie ® con
le varieta V,_, formate da autoparallele e tangenti alla ®, sono
coniugate in wn involuzione avente per direzioni doppie quelle date
dalla (28').

(15) Cfr. L. c. (5), pp. 150-163. Si noti che su una V,, assegnata esistono
quasi - asintotiche v, , se:
m—+1<<n<<2m —1.
(46) Cfr. 1 c. (4).
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Le direzioni fornite dalla (28") si diranno: direzioni caratteri-
stiche della superficie ® di X,; il doppio sistema formato dalle
linee integrali della (28') sard, di conseguenza, 4l doppio sistema
di linee caratteristiche. (*)

Scelte le linee caratteristiche come linee parametriche, alle
equazioni del sistema (37) si pud dare la forma canonica seguente :

(38) bl = Mpa) + M iy 5 (%)

in base alla (38) si ha pure la seguente caratterizzazione delle
linee caratteristiche:

4l (vettore) derivato, rispetto a T, del vettore tangente ad una linea
caraltteristica lungo U alira linea caratieristica (passante per il punto
considerato), appartiene alla giacitura tangente alla superficie.

Se poi la superficie soddisfa a due sistemi del tipo considerato
(g =12}, le direzioni tangenti alle curve sezioni della superficie con
le V,_, prima considerate sono fisse e, conformemente ad una
precedente affermazione, trattasi delle direzioni asintotiche; scelte
come linee parametriche le linee asintotiche, le equazioni dei due
sistemi assumono la forma:

(89) pan = Miwr, o= Mpn;

le {39) pongono bene in évidenza che la 2 - giacitura osculatrice
alle linee asintotiche coincide con la giacitura tangente alla super-
ficie: & cosl confermata, nel caso in questione, la proprieth gia
stabilita al n. precedente ed utilizzata dal BoMPIANT per introdurre
le asintotiche delle superficie di X;. (*9)

(*7) Se B*— A0 =0 i due sistemi vengono a coincidere in un unico
sistema di asintotiche.

(*8) M~ sono degli invarianti della (88); se M2=0 si ha che il vettore
pf tangente alla linea u! viene trasportato parallelamente (per mezzo della
connessione T) lungo la linea u?: analogamente se Mi{=20.

Se M!=M?—=0 il trasporto per parallelismo (di cui si & detto)
avviene sia lungo la u! che lungo la u?: in tal caso, se sifa l’ipotesi che
X, sia uno spazio Riemanniano la cui connessione sia la T, le linee wut,
u® risultano coniugate nel senso di BompPi1aNI (cfr.: Surfaces de transla-
tion et surfaces minima dans les espaces courbes. « Comptes rendus», vol.
169, (1919), pp. 840-843).

(19 I sistemi (39), considerati in X;, sono quelli gia incontrati da E.
Bompiani (l. ¢. (1), nota V) ed utilizzati per estendere, con ricorso a sistemi
assiali di curve, le applicabilita proiettive di FuBINI.



140 FRANCO FAVA

8. Per introdurre la giacitura 3 - osculatrice alla variety V

m

(utilizzando 3 - giaciture osculatrici alle curve della V,, uscenti

da un suo punto), associamo alle (18”), (19), I’espressione che da il

%%

X
vettore ar derivato 2° (lungo la curva C e rispetto a T') del vet-
tore 3’ tangente a C; abbiamo :
D¢ i adu" dut du' ;i du dw i ddur
@OV G =ween g gr ap * e G @r e g

(r, s, 1=1, 2, ...m)
essendo

i
D prs)

i . ( i _ ui )
U(rsl) — ol W(rsl) = Y(srl)

il vettore derivato di w(rs) lungo la linea wu', ossia il vettore che
risulta cosl espresso:

41 piirst) == 0,51~ (8,Thic ~ TUpm D)0, 2"8,26"8,07 +
) » p »
+ Thid,x"dg2* + Thid,a"s,,0* + Thida"s, o ;

il vettore w(rs, oltre ad essere sitametrico rispetto ai primi due
indici, & tale da rendere soddisfatta la seguente relazione :

42) !J-erl) — }‘-:rls) = B;ip;c 0,x"0:278,*

come risulta applicando la (41).
In base alla (42) possiamo rilevare che si ha:

i
M(rsl) = K(rls)
se

i
Bhpk =0
per cui: condizione necessaria e sufficiente affinché U operazione di

. . . k] .
derivazione (lungo linee della V,) espressa da prsy mon dipenda
dalla successione degli indici, & che U sia una connessione euclidea.

Posto ora:

R 1 R .
. i
(43) V(rsl) — 3 (&‘-erl) -+ M(tlrs) -+ %L:slr))

ed osservato che i vettori V(im) risultano in totale : (m 3 '>, pos-
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siamo procedere senz’ altro, in base alla (40), all’enunciazione dei
fatti seguenti:

le 3 ~ giaciture osculatrici alle curve della V,, uscenti da un punio
P, variano nella giacitura dei vettori (43) e di tutts quelli che inter-
vengono nella determinazione della giacitura 2 - osculatrice; la
dimensione della giacitura cosi ottenuta, da dirsi giacitura 3 — oscu-
3
latrice alla V,, in P, &, in generale : (m;- )—— 1.
Le 3 - giaciture osculatrici alle curve di V,, aventi una stessa

m{m + 3
tangente (in P), variano nella giacitura di dimensione ( 5 3 +1

individuata dai vettori:

i ) ¢ du” du® du’
W(r), M(rs)s V('rsl)m W m

ed al variare della tangente, le giaciture suddette danno luogo ad
un cono (di dimensione 3m) avente come « giacitura wvertice» la
giacitura 2 - osculatrice.

Naturalmente la dimensione della giacitura 3 - osculatrice non
presenta il valore (massimo) dianzi precisato, se tra i vettori che
la individuano intercedono delle relazioni lineari del tipo seguente :

(44) N"(psty + M"*uirs) + Mrutry =0

essendo N, Mr, M" dei coefficienti funzioni di w', u% ... w™: in
tal caso la V, risulta soluzione di tanti sistemi di equazioni dif-
ferenziali quante sono le relazioni (44), e di altrettante unith avviene
la riduzione della dimensione della relativa giacitura 3 -~ oscula-
trice (in un suo punto generico).

I sistemi del tipo (44) possono essere facilmente scritti per
disteso (usando le derivate parziali delle xf) per mezzo delle (18),
19", (41), (48).

Quando m =2 e le relazioni del tipo (44) sono una soltanto, si
ottengono superficie soluzioni di un sistema al quale conviene
dare la forma (i puntini indicano termini nelle p(rs), ) :

(45) Av(11y + 3Bv(11z) + 3Cv(azz) + Dv{zag) + . = 0.

Al riguardo si ha che:

le superficie soluzioni del sistema (45) posseggono tre sistems di linee
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caratteristiche ; esse sono le linee integrali dell’ equazione differen-
ziale seguente:

(46) A(du?)® — 3B(du?)du’ + 3C(du')dut — D(du') = 0;

infatti, sfruttando ancora il procedimento gia seguito al n. 5 e adat-
tandolo al caso che interessa (che da luogo soltanto a maggiori
complicazioni nei calcoli sui quali, del resto, non intendiamo soffer-
marci) (*°), si pud provare che:

le tre direzioni tangenti alla curva sezione della superficie V, con
una qualsiasi V,_, formata da autoparallele e tangente ad una
(n — 1) - géacitura contenente la giacitura 2 - osculatrice alla V,,
sono date da:

(467) avrsydudusdut = 0

che, quando la superficie & soluzione del sistema (45), risultano
apolari alla terna determinata dalla (46).

E quindi ovvio che con particolari scelte delle linee coordinate
si possono conseguire delle semplificazioni nella forma del sistema
(45).

OssERVAZIONE. Lo studio degli intorni del 2° e del 3° ordine
(dei punti di una varietd di X,) si pud dunque agevolmente con-
durre sfruttando il procedimento di derivazione lungo linee della
V,. in modo da conservare, come provano gli sviluppi precedenti,
una stretta analogia, anche formale, nei confronti di quanto avviene
in uno spazio proiettivo ordinario.

Naturalmente uno studio degli intorni di ordine superiore al
3° — studio del quale qui non ci occuperemo — porta inevitabilmen-
tead una minor analogia tra gli sviluppi relativi al caso attuale e
quelli che si hanno nel caso ordinario e cid a causa della consta-
tata mecessitdh di fare ricorso — per individuare giaciture oscula-
trici di dimensione >3 — a vettori non completamente e diretta-
mente determinabili attraverso il solito procedimento di deriva-
zione (lungo linee). (*')

9. Diamo infine un saggio circa il modo di utilizzare gli enti
introdotti nella trattazione (in uno spazio proiettivo curve) di un
altro gruppo di questioni proprie della geometria differenziale di
uno S, proiettivo.

(*°) Si tenga anche presente il contenuto della nota (13) e, per avere
la (43'), lo si estenda al caso delle 3 - giaciture osculatrici aggiungendo,
alle a,M¢,,—0 le condizioni: a;M?, =0 di evidente significato geometrico.

(24) Cfr. n. 3
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Supponiamo » =25, m — 2 e procediamo alla determinazione
dell’equazione differenziale di quei sistemi di linee che (per ana-
logia con il caso ordinario) chiameremo «linee principali> di
una superficie di X;. 7

Indichiamo, come di consueto, con C la curva descritta dal
punto xi(f) e con ) il vettore tangente a C; detto a'(f) un generico
vettore funzione del parametro #, consideriamo la seguente funzione:

A7) fidt) = | @t + df) — 2 N(E) ai(t) N(t + db) ailt + db) |

e definiamo :

ordine di dipendenza lineare (lungo C) della 2 - giacitura determi-
nate da X(t + dt), a'(t + di), rispetto a quella dei wvettori (i), a'(f),
Uordine di infinitesimo della fidt) ailorché dt e consideralo quale
infinitesimo principale.

Se si fa riferimento alle cose dette ai nn. 2, 3, si riconosce tosto
che, a meno di infinitesimi di ordine superiore al 1°, al 2° ed al
3° rispettivamente, valgono le

) ] Dai
48) 0t + at) = ai(t) + - dt,

; ; DX 1 D¢
(49) Nt 4 dt) = Nl + - db 4 5 g A

i i) — )i 1 D¥ 1 D¢ 5.
(50) @it + dt) — 2(t) = Ndt + 5 —7 At + 37 o B

trascurando gli infinitesimi di ordine > 5, la (47) per effetto delle
48), (49), (60), da luogo alla

. DN D% Das

at ae ¥ @ |

e fldh =5

si trova cosl che I’ordine di dipendenza lineare per le giaciture
considerate & generalmente 5. (%)

Esistono perd curve per le quali la dipendenza lineare in ques-
tione si presenta di ordine superiore al B: si tratta delle curve
per cui & v
;DM D'w Dot

(22) Se nella (47) in luogo di A? si introduce un generico vettore bi(t),
il corrispondente ordine di dipendenza lineare risulta generalmente 3.
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Si supponga la cuva C tracciata su una superficie di X;; val-
gono allora le (18”), (19), (40) con m = 2, » = 5; se inoltre si pone:

. i Da? i dus :
o = py, = s g (s=1, 2)

la 2 - giacitura dei vettori af, A%, risulta tangente alla superficie
e la (51) conduce immediatamente alla:

P o 6 4 dw ;o dw i du du dw’ .
G2 Jew v koo gy B gr e g gy qr | = O

In base alla (52) si vede cosi che:

per ogni punto di una superficie di X, si hanno 5 curve tali da
rendere superiore a 5 I’ordine di dipendenza lineare relativo a gia-
citure tangenti alla superficie in due puniti « successivi » di ciascuna
di esse.

Le linee integrali dell’equazione differenziale (52) sono le linee
principali cercale esistenti su una generica superficie di X, .

Attraverso 1’equazione delle linee principali, in virtu del con-
tenuto dei nn. precedenti, appare immediata la validith dei fatti
seguenti i quali fanno riscontro ad altri ben noti validi nel caso
di uno spazio proiettivo S;: )

1) ogni curva di una superficie di X, avente in ogni suo punto
giacitura osculatrice stazionaria, ¢ una linea principale ;

2) le linee caratteristiche di una superficie o di X, sono linee
principali ;

3) ogni superficie di X, che sia soluzione di due sistemi di
equazioni differenziali di tipo (39), ha linee principali indeterminate.

Da notare infine che 1’ equazione (52) potrebbe farsi derivare
da considerazioni ispirate a concetti di minor generalita: con un
procedimento analogo a quello classico si potrebbe infatti intro-
durre la nozione di « direzione tacnodale » e, suo tramite, raggiun-
gere facilmente lo scopo.



