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Geometria delle Vm in uno spazio proiettivo curvo.

Nota di FRANCO FAVA (a Torino) (*)

S lint o. É contenuto nel n. 1.

1. L'estensione dell'ordinaria geometria differenziale a varietà
Vm di uno spazio proiettivo curvo Xn (1), puö essere fondata sulla con-
siderazione di certe « giaciture », che chiameremo osculatrici, alle
quali è possibile pervenire tramite elementi differenziali di con-
venienti ordini degli enti interessati (siano essi curve, superficie,
varietà): alcune ricerchedi E. BOMPIANI lasciano del resto chiara-
mente intravedere i fondamenti di una taie possibilità. (2)

II punto di partenza della presente indngine rivolta appunto
alF accennata estensione ed a porre, nello stesso tem po, alcuni
fondamenti per ulteriori sviluppi (3), è da vedersi nella nozione
(che fornisce l'analogo delFordinario Sk osculatore) di h - gia-
citura osculatrice ad una curva C di Xn : alla giacitura in questione
si giunge (n. 2) con V ausilio della Vh formata da autoparallele
(uscenti dal punto considerato) ed avente un contatto di ordine h
con C.

Per i valori 2 e 3 di k, il procedimento di calcolo che si rivela
particolarmente idoneo per la determinazione delle giaciture oscu-

(*) Pervenuta alla Segreteria dell'TI. M. I. il 12 giugno 1931.
(*) Ossia uno spazio numerico in cui siano date Ie autoparallele di una

connessione ; cf'r. : E. BOMPIANI. Topoïogia differenziale. Nota V. «Rend.
Ace. Naz. Lincei», S. VIII. Vol. VIII, fase. 4 (I9o0).

(2) I I BOMPIANI estende infatti alle superficie di X3 1'ordinaria teoria
de i r applicabilità proiettiva di F Ü B I N I sfruttr.rido la nozione di giacitura
principale (cfr. 1. c. (1)).

Tenere inoltre presenti le note I . I I . I I I . IV . di E. BOMPIANI degli
stessi « Rend. » citati in (1), fase. 1, 2, 3.

(3) Alcune delle questioni che sono a fondamento del presente lavoro
furono trattate - perö da un punto di vista differente da quello attuale -
in una mia comunicazione dal titolo : Geometria delle varietà in uno spazio
a connessione affine, tenuta ad Innsbruck in occasione del « V Österreic-
hischer Mathematiker kongress und internationales Mathematikertreffen »,
12-17 settembre, 1960.
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latrici (corrispondenti ai pfecisati valori di k) risulta essere, come
appare dal contenuto del n. 3, il procedimento di derivazione di
un. vettore lungo una linea quando, il detto procedimento, lo si
applichi ripetutamente ed in modo adeguato a partire dal vettore
tangente.

Immediato si présenta, di conseguenza, il passaggio dalle gia-
citure osculatrici, relative a curve uscenti da uno stesso punto ed
apparteneuti ad una varietà Vm(2 < m <C n), alle giaciture che (per
ragioni di analogia con quanto avviene in un ordinario Sn proiet-
tivo) sono qui dette k - osculatrid (n. 4) ; i casi a cui danno luogo
i valori 2 e 3 di k si prestano per di piu ad essere trattati con
sviluppi formali aventi V aspetto tipico di quelli ordinari (nn. 4 e 8).

Gou 1' ausilio poi degli enti testé menzionati da noi introdotti,
riesce agevole la caratterizzazione di classi di varietà Vm di Xn

e su di esse di particolari sistemi di curve, in modo da ottenere,
tra l'altro, l'estensione agli spazi in questione di alcune ben note
classi di superficie e varietà considerate da C. SEGRE (nn. 5... 9) (4).

Tra i sistemi di curve esistenti su varietà di un ordinario spazio
proiettivo che qui vengono estesi a spazi (proiettivi) curvi, figurano :

a) i sistemi di quasi - asintotiche YXI2 (n. 6);

b) i sistemi di Unes caratteristiche (di una superficie <I> di Sn)
(n. 7)j

c) i sistemi di linee prtncipali esistenti su ogni superficie di
S5 (n. 9).

Attraverso Ie estensioni suddette si vede in particolare che Ie
« asintotiche » di una Vn^l di uno spazio a connessione affine,
introdotte ordinariamente per altra via. rientrano nei sistemi di
quasi - asintotiche y1>2 da noi considerati.

2. Sia Xtl uno spazio proiettivo curvo nel quale sono date Ie
autoparallele con lê equazioni (5)

dxh dxh

0

(4) C. SBORE : Su, una classe di superficie degli iperspazi.... « Att i Ace.
S c , Torino». Vol. X L I I , 1906-07.

(5) Pe r notazioni e terminologia da noi utilizzate tenere presente, oltre
il lavoro citato in (1), il seguente trattato : L. P. EISENHART. Non Rieman-
nian Geometry. « Am. Math. Soc , Colloquium publ. », vol. V I I I , (TTew
York, 1927) ed anche : G. VRANCEANU. Leçons de Géométrie différentielle.
(Bucarest, 1947).
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e sia F la connessione simmetrica - che diremo associata ad Xn

- avente corne componenti le T%hk (6).
Assegnata in Xn la curya C di equazioni :

(2) x< = x<(t),

indicMamo con Vk la varietà formata dalle autoparallele uscenti
da JP(x*) ed avente con C un contatto di ordine k.
Supponiamo che P sia l'origine délie coordinate : quali equazioni
dell'autoparallela (per P) tangente al vettore ll si hanno notoria-
mente (cfr. EISENHART, 1. c. in (5), pag. 58) le seguenti :

(3) x* = Fa - \ rijers* - ~ riwï^PÇV - ^y rUunWï^s* - ... ;

diamo al vettore Ç* Pespressione che segue (formata con i k vettori

S' = e'Ç(ri, ( r = l , 2,...fc)

e di essa teniamo conto per sostituire nella (3) ; seguono cosl le :

(4) «* = &>s's - \ rikiïP)tïq}sw - ~ t ^ f ^

Al variare délie &*", le (4) vengono a rappresentare tutte le auto-
parallele tangenti ai vettori délia giacitura a k dimensioni indi-
viduata da k\r)( r = 1, 2...k)\ introducendo perciö i parametri ur

attrayerso le relazioni :

ur = srs

e sostituendo nelle (4), si ottengono le :

( 5 ) Xi = \\r)Ur — ^ ^ l f ^ q l ^ U

(6) Cxli indici dei quali si fa uso assumono i valori da 1 ad n ogni
qualvolta non figura alcuna precisazione al riguardo.
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quali equazioni délia varietà formata dalle autoparallele tangenti
alla giacitura dei k vettori £(r).

Cerchiamo ora di imporre che la varietà rappresentata con Ie
(5) abbia uu contatto di ordine k con la G ; utilizziamo per la C
gli sviluppi

e per ur = ur(t) i seguenti :

(7) ur = alt +• a > +• alt3 •+- al^4 -+-... (r = 1, 2, ... k)

essendo Ie a ,̂ ar
2j al,... tali che Ie fuuzioni definite dalle (7) siano

quelle con cui si realizza il contatto richiesto.
Dalle (5), ove si siano sostituite Ie espressioni (7), per confronto

con Ie (6), si deducono Ie condizioni :

fc , p q

(8)

l ^ i y h yfc t p a p

k rl , p q r p a r p

O A*

dt*

Ie (8), corne si riconosce senza difficoltà, sono riconducibili a rela-
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zioni la cui forma è la seguente :

rri _ 1 ̂ *

(9)

ove \l9 X2, A3 ..., al pari di X*, sono da riguardare corne vettori notL
Dalle (9) segue cosï che il contatto di ordine k con C impone

k condizioni per la giacitura tangente alla V* la quale risulta
pertanto - in generale - determinata. La giacitura a k dimensioni
tangente alla Vh ora considerata, la diremo : k - giacitura oscula-
trice alla C nel punto P . (7)

La giacitura suddetta puö dunque ritenersi individuata dal
vettore tangente X* e dai vettori XÎ, Xg, Xg,... aventi le espressioni
che si deducono da ciascuna délie (8) eliminando, a norma di quelle
che la precedono, le quantità a\l\r).

Del significato délie espressioni di X*, X2j Xj ... ci occuperemo
al n. successivo ; a conclusione del presente numero osserviamo
soltanto che la k - giacitura osculatrice a C (in P) viene a coinci-
dere, per &—2, con la giacitura principale di BOMPTANI relativa ü\YEt

di C (di centro P) ed &1VE% di autoparallela tangente. (8)

DX*
3. Indichiamo con : -rr il vettore derivato lungo la curva C -

rispetto alla connessione F - del vettore tangente X*, ossia il vettore
seguente :

(7) La giacitura per cui sono soddisfatte le (9), in casi particolari, puo
presentare dimensions < k ; cosï ad es., se A* non è linearmente indipen-
dente rispetto a A*, A*, imponendo che il contatto in questione sia del
3° ordine, risulta determinata soltanto una 2 - giacitura la quale v a riguar-
data corne 2 - giacitura osculatrice stazionaria : i punti di C in corrispon-
denza ai quali si verifica un taie fatto sono l 'analogo degli ordinari punti

planari di una curva.

(8) Cfr. : 1. c. (2). N o t e I , V.
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Z)WX*
e con : ,,n indichiamo più gênerai mente il vettore (ottenuto con
procedimento ricorrente) derivato di ordine n (rispetto a F) di X*
lungo la stessa curva 0.

Per il vettore derivato del 2° ordine di X* si deduce Tespres-
DX*

sione che segue (si utilizzi la (10) per introdurre ~TT in luogo di

~dt ) :

Se si tengono presenti Ie (8), (9), si riconosce che è:

(12)

*• —"Si5"

per cui si puö anzitutto precisare quanto segue :

la 2 - giadtura osculatrice alla curva C (in P) è determinata dal

vettore tangente Xi e dal suo derivato (lungo C rispetto a F) -=7- ; la

DX
3 - giadtura osculatrice, dai vettori precedenti e dal vettore -^-. (9)

Yeniamo ora all' esame della 4 - giacitura osculatrice attraverso
P analisi delFespressione di X3.

L'espressione in questione risulta :

(is) \i =

per il vettore derivato 3° di X* otteniamo (tenendo conto delle (10),
(11), (12)):

(14)

(9) Se X*j —— , non sono linearmente indipendenti, la 2-giacitura

osculatrice è stazionaria (cfr. n. (7)).
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essendo

(A

ooc

Se si procède al confronto délie (13), (14), segae la relazione :

(16) \ \ ,

Poichè :

A<**
"3

ed inoltre

si deduce :

i —i 1 , o * i i

D'altronde, introdacendo il tensore di curvatura, si ha (cfr.
(15')):

Mkh — AAZ/C = Bhkl ,

e di conseguenza

Alla (16) si puö partant o dare la forma seguente ben più
espressiva :

(lo ) A3 =-373 -

Da quanto précède si possono trarre senz'altro le seguenti
conclusioni :

Z)3V • D\*
poichè il vettore il differisce da - ^ e, più gêneralmente :'kh =^= —ÏT/T

J ^ > 3 ^ /a giacitura dei vettori l\ - , r , ... ,, fc_1 è k - giad-



GEOMETRIA DEIXE V'm IN UNO SPAZIO PBOIETTIVO CURVO 131

tura osculatrice a C soltanto per fe<3 e ciö a meno che sia :

nel qual caso la connessione F è euclidea ; perdö :

soltanto se T è una connessione euclidea, i vettori derivati succes-
sivi del vettore tangente (calcolati lungo C e rispetto a V) conducono
a k - giaciture osculatrici anche per fe> 3.

In quest'ultimo caso, introdotte delle coordinate cartèsiane, la
derivazione lungo G si riducé alla derivazione ordinaria.

In definitiva quindi, quando k assume i valori 2 e 3, le k - gia-
citure osculatrici sono immediatamente determinabili per mezzo
della derivazione lungo la curva considerata, ossia con un proce-
dimento che è la più naturale estensione agli spazi in questione
di quello valido nel caso di uno spazio ordinario.

4. Una volta stabilita la nozione di k - giacitura osculatrice
ad una curva G di Xn, è possibile pervenire alla nozione di giaci-
tura k - oscuïatrice ad una varietà Vtn di Xn(2<Çm<Cn) cosï come,
nel caso dell' ordinario spazio proiettivo Sn, dagli Sk osculatori
alle curve di una varietà uscenti da un suo punto, si giunge allo
spazio k - osculatore alla varietà stessa (nel punto).

Nel presente numero ei occuperemo in particolare delle giaci-
ture 2 - osculatricL ovvero dell'analogo (in Xn) degli spazi 2 - oscu-
latori ad una Vm di Sn.

Siano dunque

(17) xi~x\u\ u\ ... um)

Ie coordinate del punto P che descrive la Ym di Xn e C una gene-
rica curva (di Vm) uscente da P.

Poniamo

(18)

di guisa che

( 1 8 ' ) ,"-(1), R2) ,

siano i vetfcori che individuano la giacitura tangente (in generale
di dimensione m) alla Vm. Indicando ancora cou V il vettore tan-
gente alla curva G che supporremo di equazioni :

xi — x^u^t), u?(t), ... um(t)),
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si ha :

(18") X< = ^ > ^

e successivamente

D\l i dur dus

avendo posto :

(19') (*(•„,

osBia : avendo indicato' con ^\rS) il vettore ~rT~ ? àerivato (rispetto

alla connessione T) lungo la linea (su cui varia) us, del vettore tan-
gente alla u*\

In base alla (19) e in virtù di quanto si è stabilito al n. précé-
dente, si ha subito che :

le 2 - giadture osctilatrid alle curve délia Ym aventi in P una
I duh\

stessa tangente determinata da ~-rr , descrivono la (nu- 1) - giaci-
\ dt f

tura individuata dalla giacitura tangente (a YM) e dal vettore
i dur dus

< 2 0 }

la giacitura in questione la diremo : giacitura (2, 1) - osculatrice
alla Vm secondo la direzione considerata. (\°)

Se la direzione considerata si fa variare (nell * giacitura tan-
gente), il vettore (20) variera a sua volta restando perö nella gia-
citura dei vettori :

(21) fVs) ; {r, s = 1, 2, ... m)

la giacitura dei vettori (18'), (21) la diremo : giacitura 2 - oscula-
trice alla Vm ; la sua dimensione N risulta, in generale, data da :

m{m -+- 3)
' ~ 2

sempre che sia: N-^n.

(10) Cfr.? per la terminologia usata, 1. c. (2), nota III, pag. 85.
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Ed ancora :

Ie giadture (2, 1) - osculatrici alle curve di Ym uscenti da P , descri-
vono un cono di dimensione 2m e di ordifie 2m — 1 che è Vanalogo
del « cono di Del Fezzo generalizzaïo ».

Per m = 2 la giacitura 2 - osculatrice ha, in generale, dimen-
sione 5 e il cono considerato è Tanalogo del cono V4* di D E L
PEZZO. (n)

5. Da quanto si è detto al n. précédente si possono dedurre
immediatamente alcûne conseguenze circa la dimensione della gia-
citura 2 - osculatrice alla Ym considerata; infatti, se tra i vettori
che individuano la giacitura in questione sussistono q relazioni
lineari :

(22) Mis\4rs) -hMii^r)— 0 (1=1,2... q; r, s ~ l , ...m)

{Mi8, Mi sono delle assegnate funzioni di u1, u2, ... um), allora la
corrispondente dimensione anzichè N risulta essere N—q. (u)

Avuto riguardo alle espressioni effettiye (cfr. (18), (19')) dei
vettori che figurano nelle (22), si vede che Ie (22) stesse rappre-
sentano q sistemi di n equazioni (ciascuno) alle deriyate parziali
in n funzioni incognite (di m variabili), lineari nelle derivate 2e

(u) La nozione di giacitura 2 - osculatrice (ad una Vm di Xn), al pari
della nozione di 2 - giacitura osculatrice ad una curva, ha un fondamento
di natura topologica : essa puo invero dedursi dalla nozione di giacitura
principale relativa a due calotte o2

m (del 2° ordine) tangenti ed apparte-
nenti ad uno spazio topologico Tn\ con sviluppi che generalizzano il pro-
cedimento seguito dal BOMPIANI (1. c. (*2)t nota III.) per il caso di due
calotte superficialij si puö provare clie : le calotte o2

M_i che contewgono
due calotte o2

m di Tn tra loro tangenti, risultano tutte tangenti ad una
giacitura fissa la cui dimensione è:

IJSL nozione di giacitura 2 - osculatrice dériva da quella précédente
supponendo che le due calotte appartengano ad Xn e che una di esse sia
formata dalle autoparallele tangenti all'altra nel centro. Pure di natura
topologica viene, di conseguenza, ad essere l'anaiogo del cono di DEL
PEZZÜ (generalizzato o no),

(12) q^( p ] — 1 nell'ipotesi che la dimensione della giacitura tan-

gente alla Vm sia: m.

10
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e di 2° grado nelle derivate Ie ; quindi :

la giadtura 2 - osculatrice ad una varietà Ym ha dimensione N —q
se la varietà è soluzione di q sistemi del tipo (22). E viceversa : se
la giadtura in questione ha dimensione N — q anziche N, la Ym

è soluzione di q sistemi del tipo considerato.

Nel caso particolare q = 1, le varietà che si ottengono sono
soluzioni di un solo sistema di tipo (22), il quale assume l'aspetto
seguente (sopprimendo l'indice inferiore nei coefficienti) :

(22') J H " M -+- r\acdrX%xh) -+- M^x* — 0 ;

le Vm in questione risultano, corne ora vedremo, di natura taie
da rendere soddisfatte proprietà che sono le analoghe di altre ben
note relative a varietà dello spazio ordinario Sn soluzioni di un1 e-
quazione di Laplace.

Cercando di mantenere più stretta possibile l'analogia con il
caso dello spazio proiettivo, facciamo ricorso ad una calotfca o-̂—i
(del 2° ordine) di una Vn_i di Xn, utilizzando per essa la rappre-
sentazione che segue :

(23) aftf = aPlP2xPixPz -H ... (pl, pt = 1, 2, ... n)

valida nell'ipotesi che l'origine délie coordinate (che supponiamo
corrispondere ad ul — u2 — ... um = 0) coïncida con il centro délia
calotta o"n_i (i puntini stanno al posto dei termini di grado ;> 3
nelle xp).

Poichè alla Vm considerata si possono attribuire gli sviluppi
che seguono:

(24) xi = dpx
idup -+- •^drsx

idurdus -+- ... , (r, s = 1, 2, ... m)

per avere la 7 m - 1 intersezione délia Vn^.l con la Vm, basta sosti-
taire nella (23), ovvero imporre che sia :

(25) akdypPdu* H- ~ drsx
{durdus -+- ...) = aPlP2(drxP^dsxP^durdus -+-...) ;

fatta l'ipotesi che la giacitura tangente alla l„_j contenga la giaci-
tura tangente alla Vm, si ha anzitutto

afipX1 — 0

per cui con l'equazione :

(26) {aPlP2drxpidsxP* — g afi^^dv/rdu9 = 0
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si viene a rappresentare, entro la m-giacitura tangente alla Vm,
il cono Vm—i delle direzioni tangenti, nel punto considerato, alla
Vm_i intersezione.

Se si suppone che la VM__j sia formata dalle autoparallele uscenti
dal punto considerato, dalle (23), utilizzando Ie (5), oltre alla con-
dizione

a&lr) = 0
si deducono facilmente Ie :

apiP2 = — g aFviP* '

P equazione (26) viene cosï ad assumere la forma (usando h e k in
luogo di p\, p%) :

(26') aiidrgX* -H Tl
khdrx

hdsx
K)durdus = 0

od anche, in termini di vettori derivati lungo Ie linee parametriche
(cfr. (19), (19')):

(26") °a^lrs)dwdus — 0 (I3)

Se, come vogliamo supporre, la VM è soluzione del sistema
(22'), ossia se è :

(22") W\Hrs) +• Jtf>(r) = 0

segue subito :

(27) Mn(<*i\Hrs)) = 0 ï (OiVtr) = 0)

la (27) è la nota condizione di apolarità tra il cono di equazione
(26") ed il cono - inviluppo (di (m — 1) - giaciture) seguente :

(28) Mrsrirrf = 0 ;

quindi : i coni rappresentanti le direzioni tangenti alla sezione délia
Ym con le Yfl_j formate da autoparallele e tangenti alla Vm stessa
(nel punto considerato), formano un sistema apolare al cono (fisso)
di equazione (28).

(13) Si noti che la (26") è anche la condizione che deve essere verifi-
cata dalle tangenti alle curve di Vm (uscenti da P) affinchè la relativa 2
- giacitura osculatrice appartenga alla giacitura â ac* := 0 : basta invero
imporre che sia (cfr. (19)) :

o —-0

e tenere conto delle atu*f&1 = 0.
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II cono di equazione (28) puö pertanto dirsi : cono caratteri*
stico. H

Nel caso di Vm soluzioni di q sistemi del tipo considerato, si
otterranno q coni caratteristici ed altrettante condizioni di apolarità.

Per il valore massimo di q (cfr. n. (12)) il cono di equazione (26")
è fisso e, per i fatti che si vedranno al n. successivo, esso si puö
chiamare in tal caso cono asintotico délia Vm.

6. Ulteriori deduzioni si possono fare allorchè la Vm è soluzione
dei sistemi (22).

Riprendiamo in considerazione le q condizioni (22) ed indichiamo

iVj = ( o 1 il numero dei vettori f̂ r3)(q ^ Nx — 1) : poichè si

suppone che i coefficient! M.T non verifichino particolari condi-
zioni, posto q1 = N.x — g, dalle (22) stesse risulta possibile esprimere
q vettori f/.*r9) per mezzo dei qx rimanenti ; alle (22) possono quindi
essere sostituite relazioni del tipo :

(29) S - k ^ C E w " ) - - -
ove :

rs indica uno generico dei q accoppiamenti di indici corris-
spondenti ai vettori rispetto cui si risolvono le (22) ;

rs uno generico degli accoppiamenti residui ed i puntini i

termini formati con i vettori p.(r).
Con Tuso délie (29), la (27) si scrive :

(30) a^iQ^d^du7 + durdus) = 0 ;

la (30) rappresenta un sistema di ooQi—* coni ; se q^m —l{q>N1—
— m -+- 1) si hanno, in generale, direzioni comuni ai qx coni di
equazioni :

(31) Qr
rldu7d^ H- dwdu* = 0

e quindi a tutti i coni del sistema (30).
D'altronde la (19), in virtù délie (29), fornisce :

(32) ^ = ($£dMrdu* H- durdu%\r8) H- ...

ove nou si sono scritti i termini nelle [/.(ry.

( u) Anche la nozione di cono caratteristico puö essere considerata di
pertinenza degli spazi topologici (cfr. n. (11)).



GEOMETBIA DEI/LE Vm IN UNO SPAZIO PEOIETTIVO CURVO 137

Le (31) sono dunque condizioni necessarie e sufficienti affinchè

'• . . £>K

nelle (32) non figurino i vettori \*-(rs), ossia affinchè —TT sia combi-

nazione lineare dei vettori u.(r) unicamente ; quindi :

Ie direzioni comuni ai coni rappresentati con Ie (31), sono direzioni
tangenti a curve {della Ym) la cui giacitura osculairice appartienne
alla giacitura tangente alla ~Vm : per questo Ie direzioni in questione
possono dirsi direzioni asintotiche e 1« curve aventi in ogni loro
punto come direzione tangente una direzioni asintotica, curve
quasi-asintotiche yi, 2 (semplicemente asintotiche quando wt==2).

Se qx •=. 1, si ottiene un cono di direzione asintotiche ossia il
cono asintotico già nominato al termine del n. précédente.

OSSERVAZIOÏSTE. Sia v / uno degli n — m vettori covarianti (li-
nearmente indipendenti) pseudo-ortogonali alla Vm ; allora è :

(33) v?V(r) = 0 ; (p = 1, 2,... n — m ; r = 1, 2,... m)

per derivazione (rispetto a F) lungo la curva C (di Vm), dalla (33)
si ottiene :

(p)dxf i (p) i dus

da oui, moltiplicando per —=7- e sommando, segue :

(P)dxi dxj (p) i dur dus

V i i - l ü + Vi ^ H H = Q

Dalla (34) si deduce, in particolare, ehe Ie direzioni per cui :

Vl'> dt dt - ü '

sono anche tali da rendere soddisfatte Ie

,„„. (p) i dW dus

(36) v, W r s ) — ^ = 0

e viceversa.
Ma Ie (36), se valgono Ie (29), possono scriversi come segue :

(P) i (nrsdur dus dur dus

(36) vf^Q-—. — +—
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è dunque chiaro che le eventuali direzioni asintotiche (cfr. (31),
(36')) délia Vm sono anche date dal sistema (35) (p=l, 2,... n—m) ;
d'altronde le (35) complessivamente dicono che: la giacitura otte-
nuta deritando (rispetto a T) la (n—m)-giacitura pseudo-ortogonale
alla Ym lungo la curva G, è pseudo-ortogonale alla curva stessa se
e soltanto se G è una quasi-asintoiica yi,2-

Se, in particolare, è : m — n — l(p = 1), le equazioni (35) si
riducono ad una soltanto; se poi si aggiunge Pipotesi che Xn sia
una varietà a connessione affine, Pequazione in questione viene
a coincidere con quella utilizzata da EISEKHART per rappresentare
le «asintotiche» di un'ipersuperficie : la proprietà, délia quale lo
EISENHABT si serve per introdurre le curve che egli chiama
«asintotiche», è appunto quella délia « pseudo-ortogonalità » ora
messa in evidenza. (15)

7. Aggiungiamo ancora qualche considerazione relativamente
al caso m = 2 ; mutando per comodità alcune notazioni, il sistema
(22) (con q = 1) puö essere scritto corne segue :

(37) ^(11).-+- 2BR'it) + C|x|aa) H- Myl ) H- Jlf V(2) = 0

od anche:

(37') A{dixx
l -+- rtHkdlx?ldlx

k) H- 2B(dlftx

(i2 %
hd%xh) -+- M^^ -+- M%x* = 0 :

le superficie soluzioni del sistema (37) (o (37')) risultano owiamente
Panalogo délie superficie délia specie <J> di C. Segre, (16) e per tal
motivo si potranno chiamare superficie <î> di X n .

I l luogo (28) rappresenta ora la coppia di direzioni (délia gia-
citura tangente) che corrispondono aile soluzioni delP equazione :

(28') C{dulY - 2Bduldu*

per cui, nelPipotesi: Bl—• AC=\=0:

le coppie di direzioni tangenii aile sezioni di una superficie * con
le varietà Y„_, formate da autoparallele e tangenti alla <î>, sono
coniugate in un1 involuzione avente per direzioni doppie quelle date
dalla (28').

(45) Cfr. 1. c. (5), pp. 150-163. Si noti che su una Vm assegnata esistono
quasi - asintotiche YI, 2 s e :

m -h 1 < n < 2m — 1.

(«) Cfr. 1 c. (4).
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Le direzioni fornite dalla (28') si diranno : direzioni caratteri-
stiche délia superficie 4> di Xn ; il doppio sistema formato dalle
linee integrali della (28') sarà, di conseguenza, il doppio sistema
di linee caratteristiche. (17)

Scelte Ie linee caratteristiche come linee parametriche, alle
equazioni del sistema (37) si pu6 dare la forma canonica seguen'te :

(38) ri™=MVw + MyW;n
in base alla (38) si ha pure la seguente caratterizzazione delle
linee caratteristiche :

il (vettore) derivato, rispetto a r, del vettore tangente ad una linea
caratteristica lungo V altra linea caratteristica (passante per il punto
considerato\ appartiene alla giacitura tangente alla superficie.

Se poi la superficie soddisfa a due sistemi del tipo considerato
(q = 2), le direzioni tangenti alle curve sezioni della superficie con
le Y,,_i prima considerate sono fisse e, conformemente ad una
précédente affermazione, trattasi delle direzioni asintotiche; scelte
come linee parametriche le linee asintotiche^ le equazioni dei due
sistemi assumono la forma :

le (39) pongono bene in évidenza che la 2 - giacitura osculatrice
aile linee asintotiche coincide con la giacitura tangente alla super-
ficie : è cosï confermata, nel caso in questione, la propriété già
stabilita al n. précédente ed utilizzata dal BOMPIANI per introdurre
le asintotiche delle superficie di X3. (

19)

(17) Se JB2 — AG = 0 i due sistemi vengono a coincidere in u n unico
sistema di asintotiche.

(18) Mr sono degli invar iant i della (38); se M2 = 0 si ha che il vet tore
\i^ tangente alla l inea w1 viene traspoz^tato paral lelamente (per mezzo della
connessione T) lungo la linea u2 : analogamente se M1 = 0.

Se Mi = M2 = 0 il trasporto per parallelismo (di cui si è detto)
avviene sia lungo la ul che lungo la u2 : in tal caso, se si fa l ' ipotes i che
Xn sia uno spazio Riemanniano la cui connessione sia la T, le l inee u1.
u2 r isultano coniugate nel senso di B O M P I A N I (cfr. : Surfaces de transla-
tion et surfaces minima dans les espaces courbes. « Comptes r e n d u s », vol.
169, (1919), pp. 840-843).

(19) I sistemi (39), considerati in Xz, sono quelli già incontrat i da E .
B O M P I A N I (L c. (1), nota Vi ed utilizzati per estendere, con ricorso a sistemi
assiali di curve, le applicabilità proiett ive di F U B I N I .
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8. Per introdurre la giacitura 3 - osculatrice alla varietà Vtn

(utilizzando 3 - giaciture osculatrici alle curve della Vm uscenti
da un suo punto), associamo alle (18"), (19), l'espressione che dà il

vettore - ^ derivato 2° (lungo la curva C e rispetto a T) del vet-

tore >* tangente a C ; abbiamo :

. . . . DfX* i dur dus du1 * d'ur du" i d3ur

(40) ~w=^rsl) 'at ifdt^ s^rs) -wm* ^{r) HF
(r, s, l — l, 2, ...m)

essendo

^(r8l) ~ du1 ^ ( r s Z ) fA(sW)^

il vettore derivato di p(rs) lungo la linea ul, ossia il vettore che
risulta cosï espresso :

(41) \4rsl) = a , . , ! » * • + • ( t p T l k - H T p ^

H - T%
hjcdrx

hdslx
K - h T h k d s x h d l r x

il vettore ^\rsih oltre ad essere siiametrico rispetto ai primi due
indici, è taie da rendere soddisfatta la seguente relazione :

(42) \J,lrSl) — \4rls) = Bhpkdt.X%Xï>dlX
h

corne risulta applicando la (41).
In base alla (42) possiamo rilevare che si ha :

M-(rsï) ~

se

per cui : condizione necessaria e sufflziente affînchè V operazione di
derivazione {lungo linee délia Ym) espressa da \j»(rsi) non dipenda
dalla successions degli indic% è che V sia una connessione euclidea.

Posto ora :

(43) g

ed osservato che i vettori v/rsi) risültano in totale: Q , pos-
\ ó I
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siamo procedere senz'altro, in base alla (40), all'enunciazione dei
fatti seguenti :

Ie 3 - giaciture osculatrici alle curve della Vm uscenti da un punto
P, variano nella giacitura dei vettori (43) e di tutti quelli che inter-
vengono nella determinazione della giacitura 2 - osculatrice ; la
dimensione della giacitura cosï ottenuta, da dirsi giacitura 3 - oscu-
latrice alla Ym in P, è, in generale ; I „ J •— 1.

Le 3 - giaciture osculatrici alle curve di Vm aventi una stessa

tangente (in P), variano nella giacitura di dimensione -+ 1

individuata dai vettori :

{ i i dw dus du1

ed al variare della tangente, le giaciture suddette danno luogo ad
un cono {di dimensione 3m) avente come « giacitura vertice » la
giacitura 2 - osculatrice.

Naturalmente la dimensione della giacitura 3 - osculatrice non
présenta il valore (massimo) dianzi precisato, se tra i vettori che
la individuano intercedono delle relazioni lineari del tipo seguente :

(44) N'^Ui) -*-• M^trs) -+- M-(4r) = 0

essendo Nrs\ Mrs, Mr dei coefficienti funzioni di w1, u1, ... um : in
tal caso.la Vm risulta soluzione di tanti sistemi di equazioni dif-
ferenziali quante sono Ie relazioni (44), e di altrettante unità avviene
la riduzione della dimeusione della relativa giacitura 3 - oscula-
trice (in un suo punto generico).

I sistemi del tipo (44) possono essere facilmente scritti per
disteso (usando Ie derivate parziali delle x{) per mezzo delle (18),
(19'), (41), (43).

Qaando m = 2 e Ie relazioni del tipo (44) sono una soltanto, si
ottengono superficie soluzioni di un sistema al quale conviene
dare la forma (i puntini indicano termini nelle ^\rS), \£r))'

(45) -Av*!!!) -+- 3Sv*112) -+- 3Cv(122) H- Dv(222) -+- ». = 0.

Al riguardo si ha che :

le superficie soluzioni del sistema (45) posseggono tre sistemi di linee
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caratteristiche ; esse sono le linee intégrait delV equazione differen-
ziale seguente :

(46) A(duy — SBiduJdu1 -+- SCidu'ydu* — D(dulf = 0 ;

infatti, sfruttando ancora il procedimento già seguito al n. 5 e adat-
tandolo al caso che intéressa (che dà luogo soltanto a maggiori
çomplicazioni nei calcoli sui quali, del resto, non intendiamo soffer-
marci) (20), si puö provare che :

le tre direzioni tangenti alla curva sezione délia superficie Y2 con
una qualsiasi YM_j formata da autoparallele e tangente ad una
(n — 1) - giacitura contenente la giadtura 2 - osculatrice alla Y, ,
sono date da:

(46') aivlr8i)durdusdul = 0

che, quando la superficie è soluzione * del sistema (45), risultano
apolari alla terna determinata dalla (46).

É quindi ovvio che con particolari scelte délie linee coordinate
si possono conseguire délie semplificazioni nella forma del sistema
(45).

OSSERVAZIOÜÏTE. Lo studio degli intorni del 2° e del 3° ordine
(dei punti di una varietà di X,) si puö dunque agevolmente con-
durre sfruttando il procedimento di derivazione lungo linee délia
Vm in modo da conservare, corne provano gli sviluppi precedenti,
una stretta analogia, anche formale, nei confronti di quanto ayyiene
in uno spazio proiettivo ordinario.

Naturalmente uno studio degli intorni di ordine 'superiore al
3° — studio del quale qui non ci occuperemo — porta inevitabilmen-
tead una minor analogia tra gli sviluppi relativi al caso attuale e
quelli che si hanno nel caso ordinario e ciö a causa délia consta-
tata nécessita di fare ricorso — per individuare giaciture oscula-
trici di dimensione > 3 — a vettori non completamente e diretta-
mente determinabili attraverso il solito procedimento di deriva-
zione (lungo linee). (21)

9. Diamo infine un saggio circa il modo di utilizzare gli enti
introdotti nella trattazione (in uno spazio proiettivo curvo) di un
altro gruppo di questioni proprie délia geometria differenziale di
uno Sn proiettivo.

(20) Si tenga anche presente il contenuto deîla nota (13) e, per avere
la (43'), lo si estenda al caso délie 3 - giaciture osculatrici aggiungendo,
aile aiM

i
(r)=^0 le condizioni: aiM

i
{rs)-=Q di evidente significato geometrico.

(21) Cfr. n. 3
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Supponiamo n = 5, m — 2 e procediamo alla determinazione
dell'equazione differenziale di quei sistemi di linee che (per ana-
logia con il caso ordinario) chiameremo « linee principali » di
una superficie di X5.

Indichiamo, come di consueto, con C la curva descritta dal
punto x4(t) e con X* il vettore tangente a C; detto a\t) un generico
vettore funzione del parametro t, consideriamo laseguente funzione:

(47) f{dt) = | x\t •+- dt) — ̂  V(i) a\t) V(t +- dQ ac(* •+- * ) |

e definiamo :

ordine di dipendenza lineare (lungo C) déüa 2 - giacitura determi-
nata da X{(t •+- dt), a\t •+- d^), rispetto a quella dei veitori l{(t), a'(^),
l}ordine di infinitesimo della f{dt) ailorchè dt è considerato qnale
infinitesimo principale.

Se si fa riferimento alle cose dette ai nn. 2, 3, si riconosce tosto
ene, a meno di infinitesimi di ordine superiore al 1°, al 2° ed al
3° rispettivamente, valgono Ie

Dai

(48) a\t -+- dt) ~ a\t) -f- -^ dt,

(49) \\t -f- di) = XW + ^ d i + ̂  ~ ^ cW»,

(50) ajl'(* -+• di) - »'(*) = Xdt -+- ̂  - ^ ' di2 -+- ̂  -^p- di3 ;

trascurando gli infinitesimi di ordine > 5, la (47) per effetto delle
(48), (49), (50), dà luogo alla

(47') A

di1 w dt
dt5;

si trova cosï che l'ordine di dipendenza lineare per le giaciture
considerate è generalmente 5. (î2)

Bsistono perö curve per le quali la dipendenza lineare in ques*
tione si présenta di ordine superiore al 5°: si tratta delle curve
per cui è

. DX* D'À1 . Bai

(51) a1
dt df " dt

= 0.

(22) Se nella (47) in luogo di X» si introducé un 'generico vettore
il corrispondente ordine di dipendenza lineare risulta gensralmente 3.
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Si supponga la cuva C tracciata su una superficie di X5 ; val-
gono allora Ie (18"), (19), (40) con m = 2i n = 5 ; se inoltre si pone :

i Da* i du*
at O/t

la 2 - giacitura dei vettori a\ A% risulta tangente alla superficie
e la (51) conduce immediatamente alla :

\ i i i du$ i dus i dur dus du1

(ö2) I (/.(x) (A ( 2 ) (*(] s ) - s :

In base alla (52) si vede cosï che :

per ogni punto di una superficie di X5 si hanno 5 curve talî da
rendere superiore a 5 V or aine di dipendenza lineare relative* a gia-
citure tangenti alla superficie in due punti « successivi » di ciascuna
di esse.

Le liuee iutegrali dell' equazione differenziale (52) sono le linee
principali cercate esistenti su una generica superficie di X5.

Attraverso Pequazione délie linee principali, in virtù del con-
tenuto dei nn. précèdent!, appare immediata la validità dei fatti
seguenti i quali fanno riscontro ad altri ben nofci validi nel caso
di uno spazio proiettivo S5 :

1) ogni curva di una superficie di X5 avente in ogni suo punto
giacitura osculatrice stazionaria, è una linea principale ;

2) le linee caratteristiche di una superficie 4> di ~K9-sono linee
principali ;

3) ogni superficie di X5 che sia soluzione di due sistemi di
equazioni differenziali di tipo (39), ha linee principali indeierminaie.

Da notare infine che l'equazione (52) potrebbe farsi derivare.
da considerazioni ispirate a concetti di minor generalità: con un
procedimento analogo a quello classico si potrebbe infatti intro-
durre la nozione di « direzione tacnodale » e, suo tramite, raggiun-
gere facilmente lo scopo.


