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Una particolare soluzione stazionaria della magnetoflnidodi-
namica, relativa ad una massa fluida cilindrica indefinita
uniformemente rotante e soggetta alla propria gravitazione.

Nota di Grorcio FERRERO (a Torino) (¥)

Sunto. - In questo lavoro si considera una soluzione pariticolare delle equa-
zioni della magnetofluidodinamica relativa ad una massa fluida cilin-
drica circolare indefinita, di elevata conduttivita elettrica (da poterla
ritenere infinita), soggetia alla propria gravitazione e rotante intorno
ad un asse, soluzione che puo interessare la cosmogonia. Gli elementi
che intervengono si ritengono indipendenti dal tempo.

Supponendo che il campo magnetico sia diretto assialmente, la que-
stione viene ridotta alla determinazione della densild, con la condizione
che si annulli in superficie (ove finisce la massa fluida) ed essa risulia
espressa mediante la funzione di BESSEL di 1* specie di ordine zero.

Dopo cid il campo magnetico viene determinato con una quadraturae.

1. Trattandosi di un fluido di alta conduttivitad elettrica, che
si comporta come un fluido perfetto, cio® la sua viscosith si pud
ritenere nulla, le equazioni da considerare, col ben noto significato
dei simboli, nel caso in cui gli elementi che intervengono non
dipendono dal tempo, ma solo dalla posizione, sono:

(1) rot (H \ v) =0

@) div H=0

3) rot?/\?—iﬁ—(}rotﬁ/\ ﬁ+%gradp + grad (%v?— U).—_()
(4) div (pv) = 0

() p = Cp".

In particolare i & la permeabilith magnetica, ¢ rappresenta la
densita delle particelle fluide, U il potenziale delle forze d’attra-

(*) Pervenuta alla segreteria dell’ U.M.I. il 23 febbraio 1961.
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zione che si esercitano fra esse; C e v sono due costanti di cui la
seconda rappresenta il rapporto fra il calore specifico a pressione
ed a volume costante ed & < di 2.

Essendo il fluido dotato di un moto di rotazione uniforme in-
torno ad un asse, che scegliamo come asse z, di versore K. con
velocita angolare costante wK, in riferimento a coordinate cilin-
driche 7, ¢, 2, si verifica facilmente che Ila velocitd » di una sua
particella P & data da:

(6) V= wr? grad o.

Se inoltre supponiamo che il campo magnetico sia diretto secondo
Vasse z, sia cioé:

—— —

{(7) H=HK,
l’equazione (1), in base a note proprietd del rotore, diventa

grad H A\ grad r = 0,
da cui, segue che

oH oH
5;:0 e a_(P:O

Quindi Yintensith H del campo magnetico & funzione solo di r;
di conseguenza la (2) & identicamente soddisfatta.

Dalla (6), in base alle proprieta della divergenza (espressa in
coordinate cilindriche) si ha poi che

divo = 0,

e quindi Vequazione di continuithy (4), porge
— .. op
grad p <X v =20, cwe@:O.

Percid la densith p e quindi, per la (5), anche la pressione p,
¢ indipendente dall’anomalia 9.
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Rimane da considerare 1’equazione (3).
Ricordate la (6) e la (7), in base alle proprieta del rotore, risulta
ora:

—_— — —_— -— 1.
rotv \ v = — w® grad r, rotH/\H:—égradH’;
e lequazione (3) del moto diventa:

1 H? 1
8) ‘ggrad (P-STE + p) — grad (é wir? + U) =0.

Poicheé Vintensita H del campo magnetico e la densitd p somo
indipendenti da o, segue dalla (8) che anche il potenziale U delle
forze di mutua attrazione delle particelle fluide & indipendente
da ¢. Se in oltre supponiamo, per semplicita, I indipendente da z,
allora, essendo H soltanto funzione di r, tutte le grandezze che
figurano nella (8) dipendono solo da 7.

Consideriamo la divergenza di ambo i membri della (8); in tal
modo, poiché per l'equazione di Porsson é:

divgrad U=A, U= — 4xfp

dove f & la costante di gravitazione universale, si elimina il poten-
ziale U.

Inoltre, poiché tutti i termini della (8) dipendono solo da #, per
note proprietd del gradiente e della divergenza, si ha che

|1 wH? _ld|rd (uH? 2 __
div L; grad( 8 +p)]—rd'r pd_r(&r +p)] ed essendo A, —4,
la (8) porge:

1d|radpH®
e

che & un’equazione in cui figurano come incognite la densita o e
Pintensith H del campo magnetico.
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2. Se cerchiamo di soddisfare la (9) ponendo

6 LA H VL L
(10) o dr\ 8 +p)_(’”+a’dr'
con a® costante, si ricava I’equazione:

1d/ dp .

in cui VYunica incognita & la densith o.

Determinata la densitd p con la condizione che essa si annulli
sulla superficie del cilindro, cio#é per » = R, la (10) fornisce suc-
cessivamente l'intensita H del campo magnetico con una quadra-
tura.

La (11) & Vequazione differenziale delle funzioni di BesseL di
ordine zero, per cui

(12 P :PoJa(VTRfGT),

ove J, & la funzione di Bessgu di prima specie di ordine zero,
mentre p, & una costanie da deferminare.

Poiche la densith p deve annullarsi sulla superficie del cilindro
fluido, cio® per r = R, se indichiamo con §&; il primo zero (noto-
riamente positivo) della J, avremo VirfaR =%, e quindi la costante
a risnlta deferminata dalla relazione:

»

S0
Si ha percid (%)
D) 1‘
(13) e = 04/, (Eo E) .

(1) Poiché in tutto lintervallo (O, 'R) la densitd p deve ovviamente
risultare positiva ed annullarsi per * = R (ove finisce la massa fluida),
si considera solo il primo zero della funzione J,, perché & noto che la
funzione Jy(§) nell’intervallo compreso fra £=0 e il suo primo zero &
sS4 1‘
positiva e decrescente e per la funzione J, (50 —R) tale intervallo & (0, R).

S'intende che pure la costante p, deve essere positiva.



72 G1ORG10 FERRERO

Rimane da determinare la costante g,, il cui significato fisico
¢ di rappresentare la densitd dei punti dell’asse di rotazione;
invero per r =0, dalla (13) si ricava che

pP=1Pp-
Se ora indichiamo con m la massa del cilindro relativa all’unita

di lunghezza di esso, si ha

B B
m = 2x /prd'r = 2np, /Jo <E

0 0

o%) rdr.

Ponendo E:Eo%poiché dalle formule ricorrenti delle funzioni

di BEssEL si ha che

aJ i,
sk =8 ro =2,
si ottiene
(14) m= M ().

Per cui fissati m ed R, mediante tale relazione rimane deter-
minata la costante p, ed & ovviamente positiva perche J,(,) & > O.
Percid la (13) definisce pienamente la densitd .

3. Determiniamo infine lintensith H del campo magnetico.
Posto per semplicita

dalla (10) si ha
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da cui integrando, ricordando il valore di P e la (5), si oftiene

" 1
(15) g H+ Gl = 5qif’ w’/rpdr + cost.

Ma

/rpdr: fo [TJ,, (E R) dr~lzs-0 rJ, (Eo%) ;

per cui la (15) diventa:

1 o'R
(16) M —H:+ Co'= o7 L : POVJ, (50 1%) -+ cost.
0

Il campo magnetico in superficie (ove p =10) abbia intensita
costante ed eguale al valore H, del campo esterno.
Allora dalla (16) per r = R e p =0 si ricava

2R20
cost = o Rl - A E 2T (E).

Per cui in definitiva la (16) diventa:

2Rp,

1
(17)  go UL — Hyf) =056 — O +

[ v, (Eo 1’"—3) — RJE,)

che fornisce il valore dell’intensita H.
Se deriviamo la (16) rispetto ad » ed osserviamo che

=1rJ, (20 = ) = % ¢, si ottiene

(18) w dH? do [Ca?y o ] N 0w2Rr

gﬁr=—$abﬂ 5,

=0

Poiché per 0 <1< R la densith ¢ & decrescente, ma positiva,
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il secondo termine del secondo membro della (18) & positivo.

1
Siccome & y <2, ;2_? & una funzione crescente in (0, R) che

. . 1
per v =0 assame il valore minimo Py Percido se

Po
2
(19) %21, cio@ ricordato il valore di «, se
Vo
19’ < (& =
(19 Po = 4nfR? ’

allora pure il primo termine del secondo membro della (18) &
positivo e quindi H? & crescente in (0, R); ciog, quando ci si
allontana dall’asse di rotazione, l’intensitd del campo magnetico
aumenta. Percid si pud ritenere che, avvicinandosi alla superficie
della massa, ’azione del campo magnefico esterno sia pil sensibile.
Naturalmente questo si verifica quando & soddisfatta per o, la
limitazione (19°); precisamente se il raggio R della massa fluida
cilindrica & «piccolo», praticamente ¢, nmon ha limitazione; se
viceversa R & molto «grande», p,, soddisfacente la (19'), & prossi-
ma a zero e quindi la densith ¢ & molto « piccola» e cioé la massa
& molto rarefatta.

In conclusione, in masse fluide cilindriche sottili o molto rare-
fatte (caso di maggior interesse), il campo magunetico cui & soggetto
il fluido, a mano a mano che si avvicina alla superficie, cresce;
per cui si pud ritenere che, in prossimitad della superficie di tali
masse, sia pill sensibile ’azione del campo magnetico esterno.



