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Dn a particolare soluzione stazionaria della magnetofluidodi-
namica, relativa ad una massa fluida cilindrica indéfini ta
uniformeraente rotante e soggetta alla propria gravitazione.

Nota di GUORGIO FEKRERO (a Torino) (*)

Sunto. - In questo lavoro si considéra una soluzione particolare delle equa-
zioni della magnetofluidodinamica relativa ad una massa fluida cilin-
drica circolare indefinita, di elevata conduttività elettrica (da poterla
ritenere inflnita), soggetta alla propria gravitazione e rotante intorno
ad un asse, soluzione che pub interessare la cosmogonia. Qli elementi
che intervengono si ritengono indipendenti dal tempo.

Supponendo che il campo magnetico sta diretto assialmente. la que-
stione viene ridotta alla determinazione della densiia* con la condizione
che si annulli in superficie (ove ftniace la massa fluida) ed essa risulta
espressa mediante la funzione di BBSSBL di 1* specie di ordine zero.

Dopo ciö il campo magnetico viene determinato con una quadratura.

1. Trattandosi di un fluido di alta conduttività elettrica, che
si comporta corne un fluido perfetto, cioè ia sua viscosità si puö
ritenere nulla, Ie equazioni da considerare, col ben noto significato
dei simboli, nel caso in cui gli elementi che intervengono non
dipendono dal tempo, ma solo dalla posizione, sono:

(1) Tot[Hf\':ü) = 0

(2) divïf=0

(3) rot v /\ v — j — rot H /\ H +• - grad p -+- grad f ̂  v* — Uj = 0

(4) div(ptïj"= 0

(5) p = Op?.

I n part icolare f/, è la permeabilità magnetica, p rappresenta la
densità delle particelle fluide, Z7 il potenziale delle forze d'attra-

(*> Pervenuta alla segreteria dell' U. M. I. il 23 febbraio 1961.
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zione che si esercitano fra esse; C e y sono due costanti di cui la
seconda rappresenta il rapporto fra il calore specifico a pressione
ed a volume costante ed è < di 2.

Essendo il fluido dotato di un moto di rotazione uniforme in-
torn o ad un asse, che scegliamo come asse zy di versore K* con
velocità angolare costante MK, in riferimento a coordinate cilin-
driche r, <p, &, si verifica facilmente che la velocità v di una sua
particella P è data da:

(6) v = ojr2 grad cp.

Se inoltre suppoiiiamo che il campo magnetico sia diretto secondo
Fasse 0, sia cioè:

(7) Ïf

Pequazione (1), in base a note propriété del rotore, diventa

grad H f\ grad r = 0,

da cui, segue che

dB dH

Qaindi Tintensità H del campo magnetico è funzione solo d i r ;
di conseguenza la (2) è identicamente soddisfatta.

Dalla (6), in base alle proprietà della divergenza (espressa in
coordinate cilindriche) si ha poi che

diw z= 0,

e quindi Pequazione di continuità (4), porge

—- do
grad p x u = 0, cioè 7- = 0.

9<p

Perc iö la densi tà p e quindi , per la (5), anche la press ione
è indipendente dalPanomal ia cp.
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Rimane da considerare Tequazione (3).
Ricordate la (6) e la (7), in base aile propriété del rotore, risulta

ora :

rot v /\v= — w' grad rx, rot H f\ H = — ~ grad H*;

e l'equazione (3) del moto diventa :

(8) - grad I -Q— -+- p ) — grad I ^ o>*r2 H- Ü 1 = 0.

Poichè l'intensità H del campo magnetico e la densità p sono
indipendenti da <p, segue dalla (8) che anche il potenziale U délie
forze di mutua attrazione délie particelle fluide è indipendente
da cp. Se in oltre supponiamo, per semplicità, ET indipendente da z,
allora, essendo H soltanto funzione di r, tutte le grandezze che
figurano nella (8) dipendono solo da r.

Consideriamo la dirergenza di ambo i membri délia (8); in tal
modo> poichè per Pequazione di POISSON è :

div grad £7= As U = — &"xfp

dove f è la costante di gravitazione universale, si élimina il poten-
ziale U*

Inoltre, poichè tutti i termini délia (8) dipendono solo da r, per
note proprietà del gradiente e délia divergenza, si ha che

i l , |VH2 \1 i d
- grad -5— -+- p ]\ = --j-[p & \ 8TC

 r)\ rdr
r d (pH ..
~ T~ ~ s — •+• P\\ e& e s s e n d o A s r 2 = 4 ,
p dr \ 8TT * ' 1 * '

la (8) porge:

r dr

che è un'equazione in cui figurano corne incognite la densità p e
V intensità H del campo magnetico.
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2. Se cerchiamo di soddisfare la (9) ponendo

1 d1 d (pH* \ 1 dp
y } p dr \ 8TT ^ / a- dr

con a* costante, si ricava Fequazione:

ia cui Tunica incogaita è la densità p.
DetermLnata la densità p cou la condizione che essa si annulli

sulla superficie del cilindro, cioè per r = R, la (10) fornisce suc-
cessivamenfce l'intensità H del campo magaetico con una quadra-
tura.

La (11) è Fequazione differenziale delle funzioni di BESSEL di
ordine zei-o, per cui

(12) P = poj;(V47Tfar),

ore Jo è la fuuzione di BESSEL di prima specie di ordine zero,
mentre p0 è una costante da deterininare.

Poichè la densità p deve annullarsi sulla superficie del cilindro
fluido, cioè per r = R, se iudichiamo con £0 il primo zero (noto-
riamente positivo) della J"o avremo \/4:7ifaR = ç0 e quindi la costante
a risulta determinata dalla relazione:

Si ha perciö (])

(13)

(l) Poichè in tatto Vintervallo (O, *R) la densità p deve ovriaraente
risultare positiva ed annullarsi per r = R (ove finisce la massa fluida),
ai considéra solo il primo zero della funzione / 0 , perche è noto che la
funzione Jo(̂ ) nelPintervallo compreso fra g -O e il suo primo zero è

/ r\
positiva e decrescente e per la funzione J0(g0^ltale intervallo è (O, R)*
S'intende che pure la costante p0 deve essere positiva.
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Rimane da determinare la costante p0, il cui significato fisico
è di rappresentare la densità dei punti delPasse di rotazione;
invero per r = 0, dalla (13) si ricara che

Se ora indichiamo con m la massa del cilindro relativa alTunità
di hinghezza di esso, si ha

R R

m :

o

£1 £1

- = 2TI ƒ prdr = 27up0 / Jo ( ̂ 0-^j rdr.

Ponendo \ = Ço -= poichè dalle formule ricorrenti délie funzioni

di BESSEL si ha che

si ottiene

Per cui fissati m ed JR, mediante taie relazione rimane deter-
minata la costante p0 ed è ovyiamente positiya perche J^IQ) è > 0.

Perciö la (13) definisce pienamente la densità p.

3. Determiniamo infine Finteusita H del campo magnetico.
Posto per semplicità

dalla (10) si ha
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da cui integrando, ricordando il valore di P e la (5), si ottiene

(15) £ H2 +- Cpf = - ^ p2 -+- «« frpdr -+- cost.

Ma

per cui la (15) direnta:

(16) Ê^+CP^

II campo magnetico in superficie (ove p = 0) abbia intensità
costante ed eguale al valore Hn del campo esterno.

Allora dalla (16) per r cz iJ e p = 0 si ricava

Per cui in definitiva la (16) diventa:

(17) 8 ^ (H> - H,*) = ^f- Cpï H-

che fornisce il valore dell'intensita H.
Se deriviamo la (16) rispetto ad r ed osserviamo che

K ^ S)] J (? STr K ̂  S)] = rJe (?° S = PP'
t* dJEP

Poichè per 0 < r <£, B la densità p è decrescente, ma positiva,
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il secondo termine del secondo membro délia (18| è positivo.

Siccome è y < 2 , - 2 _ - è una funzione crescente in (0, R) che

per r=^0 assume il valore minimo 2_ « Perciö se
Po *

(19) ; T > 1? cioè ricordato il valore di a, se

allora pure il primo termine del secondo membro délia (18) è
positivo e quindi H2 è crescente in (0, i2); cioè, quando ci si
allontana dalFasse di rotazione, Fintensità del campo magnetico
aamenta. Perciö si puö ritenere che, avvicinandosi alla superficie
délia massa, Pazione del campo magnetico esterno sia pià sensibile.
Naturalmente questo si verifica quando è aoddisfatta per p0 la
limitazione (19'); precisamente se il raggio R délia massa fiuida
cilindrica è «piccolo», praticamente p0 non ha liinitazione; se
viceversa R è molto «grande», p0, soddisfacente la (19'), è prossi-
ma a zero e quindi la densità p è molto « piccola» e cioè la massa
è molto rare flatta.

In conclusione, in masse fluide cilindriche sottili o molto rare-
fatte (caso di maggior interesse), il campo magnetico cui è soggetto
il fluîdo, a mano a mano che si avvicina alla superficie, cresce;
per cui si puö ritenere che, in prossimità délia superficie di tali
masse, sia più sensibile Tazione del campo magnetico esterno.


