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Sur le critére d’intégrabilité de ’équation
différentielle généralisée de Liénard.

Nota di Ivaw BANDIé (a Belgrado) (%)

Résumé. - Dans le présent travail le critére d'intégrabilité de Uéqualion
non-linéaire (1) est déterminé de la condition d’intégrabilité de Véquation
d’Abel de forme (13). De cette fagon-ci on arrive aux conditions (19)
et (3.3). Les résultats obtenus sont appliqués, dans les paragraphes
(2.3) et (24) aux équations (2) et (3), qui apparaissent em mécanique.
dans la théorie des oscillations et la théorie de Uelasticité.

Il s’agit de Véquation différentielle non-linéaire

” /2 ! = = dvy
(1) Yy’ + Uyly” +slyly’ + fly) =0, (y(v) - dx“)

dont les formes spéciales apparaissent en mécanique, dans la théorie
des oscillation, dans la théorie de 1’élasticité etc.

Ainsi, pour Y(y) =0 de (1) on obtient I’équation générale de
LIiENARD

2) y" +9y)y + fly) = 0.

A (1) se réduit également I’équation non-linéaire de forme

(3) Y’ + Ply) + yQy) =0,
laquelle, en supposant que Qy’) =1, est aussi réduite & I’équation
(4) y'+ Ply) +y=0,

connue de la théorie des oscillations.

Dans le présent travail, la détermination du critére d’intégra-
bilité de ’équation (1), et par cela méme aussi de celui des autres
équations citées, se réduit & V’examen de Iintegrabilité d’une
équation différentielle spéciale du premier ordre d’ABEL.

(*) Pervenuta alla Segreteria dell’ U, M. I. il 14 febbraio 1961.
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1° Si 'on considére, dans (1), x comme fonction inconnue et y
comme variable indépendante, on obtient

5= Al + sy’ + Yy (=%

d’oli, par voie de substitution

dx

(5) @y

:Z,

ol z=12(y) est la nouvelle fonction inconnue, on arrive a l’équa-
tion du premier ordre du type d’ABEL

!
(6) ¢ = fly)e® + oly)e® + Yyl (=2

En introduisant la nouvelle fonction inconnue w = w(y) par la
substitution

) 5= mwexp [ 4 (4)dy

on trouve, en vertu de (6),

® W' = Slyhw? + ot
ol
©) Sty) = fig) exp 2 [lude; ol = sty exp [ i)y,

Soit w = w(y, c¢,) Vintégrale générale de I'équation (8). Dans ce
cas—ci, 'intégrale générale de I'équation (8) est obtenue de (5)

(10) ft wly, ¢,) exp [q/(y)dy ldy =2 + c,.
TeEOREME. - I/équation différentielle non-linéaire

(11) Y+ Uyy? + 9y’ + fly =0
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est résolue an moyen des quadratures si

(12)  fly) =Sly) exp (—2 [Uydy); sl) = Ofy) exp(— [ Hly)dy),
ot &(y) et ¢(y) sont des coefficients de ’équation intégrable d’ABEL
’ P 7 dw
(13) W' = Sy’ + Dy, (v =%)
Y
dont Vintégrale générale est w = w(y, ¢,).

L’intégrale générale de l'équation (11) est donnée, dans ce
cas—-ci, par la relation

“.4) j : 'VU(?] cl) exp] 'Jf‘y)dy [dy =X + C,.

2° Il résulte de ce théoréme qu’a chaque équation intégrable
d’ABEL de forme (13) correspond V'éguation intégrable {(11), ce qui
veut dire qu’il existe de trés vastes possibilités pour déterminer
le critére d’intégrabilité de ’equation (11) (*).

Dans ce paragraphe on résout les problémes suivants:
(@). On établit D’intégrabilité de 1’équation (11) par l’application

d’une proposition de CHIELLINI & (13).

(b). L’équation d’ABEL (13), ef par céla méme aussi ’équation (11),
sont mises an rapport avec une classe d’équations algébriques, de
sorte qu’'a chaque solution de n’importe quelle équation apparte-
nant & cette classe, il correspond une équation intégrable (11).

{(¢) Les résultats de deux problémes précédent s’appliquent aux
équations spéciales (2) et (3).

(2.1). La proposition susmentionnée de CHIELLINI, [1], est congue
en termes suivants:

S’il est possible de déterminer la constante k de telle fagon
qu’entre les coeefficients de 1’équation d’ABEL

(15) y’ - a'o?f + a’lyz’ (av - av(m))

() E Kamke, Differentialgleichungen I, pp. 24-28, Leipzig, 1943,
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il existe l’identité
(16) (&) = ke,

alors (15), par la substitution

a

(17) Y=g (n = ()

est transformé en l’équation

2
(18) 7} :%—' (7% + 7% + ks),
0

dans laquelle les variables sont séparées.

(2.1.1). De (16) on trouve, en prenant en considération (12) et (13)

f exp / Yy | = oly) exp f (9)dy,

et de la
__ .. 9*®) 2y)
(19) Y =12 4 Al{ m],

oir Popérateur A\, désigne la dérivée relative de M. PETROVICI, [2].
W. FRAGNER, [3], trouve un cas spécial de la condition (19).

L’intégrale générale de I’équation (11), dans laquelle est satis-
faite la condition (19), peut étre trouvé de (14), o, en vertu de
(17) et (18), w = w(y, c,) est donné par le systéme d’équations

9¥(y) o ()
s "=Fy

(20) W= nexp(— (n® + n* + kn).

(2.2). En introduisant ’hypothése

Sy =vyoy); OSy)=B8-+0y), (B=const.)
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ot O(y) est la fonction arbitraire, ou bien, en vertu de (12)

f(y) = ybly)®

1) oly) = (8 + Bly)e |’

e = exp(— j ¥ (y)dy)

on obtient de (13)

(22) W' = yow? + (f+ Oz, (6= 6(y))

La condition (16) devient maintenant

by’ = (B + O)[R(B + b} — 6],

d’ota
(23) Je= =i

et ot

\24) 0, = — B; eﬁ,s—_—%ﬂu_%pi V1—4kp).

De (23), il s’ensuit
(28) (0 — 0,2V P+(0 — 61— VD (9 — 0;)=2=VD, (By) >V D (D=1 — 4kp).

En introduisant, au lieu de k, la nouvelle constante A par la
substitution

Wh — 1)
= =2
les relations (24) deviennent
A—1 A

27 ﬂl:——p, B, =28 T 93:{3)\—_—_—1,
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et I’équation (25)

. 6—621__1_6—61
(28) ke““es) _@ye—-—ﬁs'

Finalment, apres avoir introduit également la nouvelle fonction
inconnue ¥ = (y) par la sobstitution

8, — 0,
(29) =T
Iéquation (28) devient
(30 3ysr =2y + (1 — ).

De (27) et (29) on trouve & présent

T
S=bi =9

ou S représente upe solution de P'équation (31).
TeEOREME. — La fonction différentielle non-linéaire
(32) Y’ + Uyy? + oyl + fly) =0

est résolue au moyen des quadratures si

fly) = yb(y)e*

B3 s uige = exp (= [Hwdn) (= const,
ol

A — 1) — e
(34) 8(y) = B X((T#——:) , (A = const.)

S =3(y) y représentant une solution de I’équation elgébrique

(35) By =25 + (1 — )
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L’intégrale génerale de l’équation (32) est donnée, dans ce
cas-ci, par la relation

1
36) |, endy ==+ e,

et on trouve w = w(y, c,) en éliminant v des équations

o B0 B, A0—])
=T NS Ty TR RS g )

ot O(y) est donné par les égalités (34) et (3D).

ExeMpLE. - Soit B =1, A= — L. Dans ce cas-ci I’équation (35)
s’exprime par

82 — 2% + y =0,

dont une solution est

Par la substition de cette valeur en (33) on obtient

yB—V1i —y)
fly)= Tovioyg e .
o e=exp(- ] Uy)dy),
3+ Vi—y
(?(y)=ﬁ €
et de (37)
_ 3+\/'1——7,_ o 3+ VLI —yp 2

= —=7; 1 = — —— (7)3+“f.?’+—1|.)
Y8 — V1 — y) 2y VI — 93— V1 —9) 9

(2.3). Les résultats obtenus s’appliquent directement & ’équation
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de LIENARD (2). Notamment, de (2.1.1) il résulte que (2) est inte-
grable si, en vertu de (19)

De la, f(y) et «(y) peuvent &tre exprimes de fagon suivante

fly) = 0 A \(0), oly) = o* N\,(v),
ol w = u(y) est la fonction arbifraire.
(2.3.1). Les formes intégrables de 1’équation (2) peuvent &tre

constituées également en vertu du théoréme de (2.2).
Compte tenu que maintenant ¢ =1 on obtient de (33)

fy)=yoy);  oly) =B =+ b{y),

ol Von trouve 6(y) de la facon démontrée en (34) et (35).
(2.4). Si I'on différentie {3) selon x on arrive a Véquation
1’ d'P‘ ,) " r ’ r ’ ’ ’ 4
(38) v +—dyg~y + QY — y"ly" + Ply) A, 1@y =0

laguelle, par la suvbstitution

(39)

(};; —= 2z,
est transformée en Véquation de forme (1)
(40) &+ b,12)2" + o) + file) = O,

ou

W) b= — o000k, sE@=0, 00 HEl=s0e.

(2.4.1). En vertu des résultats de (2.1.1) i1 s’ensuit que l’équation
(3) est intégrable si, d’apreés (10)

— e 2#)
v =k%g + o7,
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d’otr, en vertu de (41)

(42) Plo)= Qz) (2 J Q%) dz)m , (z — %’-c) :

(24.2). Eu appliquant la condition (33) & I'équation (40) et en
tenant compte de (41), on odtient

Plz) = %z) (82 -+ j 8(2)dz)
1
Qz) = 8z)

d’olt Von trouve, par ’élimination de 6(2)

d
(13) Pl) = Qleife + [ ) (b = const,
oll, en vertu de (34) et (35), Q2z) est donné par les relations

ML — ML —
) 0) = gyt —eay;

pesr = Ay + (1 —12), (A = conmst.).
Par conséquent, P'équation (3) est intégrable si entre les coef-
d
ficients P(z) et ¢(z), ou z:d—g , il existe le rapport (43), Q(z) étant

déterminé par les relations (44).
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