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Sur le critère d'intégrabilité de l'équation
différentielle généralisée de Liénard.

Nota di IVAN BANDIC (a Belgrado) (*)

Résumé. - Dans le présent travail le critère d'intégrabilité de l'équation
non-linéaire (1) est déterminé de la condition d'intégrabilité de Véquation
d'Abel de forme (13). De cette façon-ci on arrive aux conditions (19j
et (3.3). Les résultats obtenus sont appliqués, dans les paragraphes
(2.3) et (2.4) aux équations (2) et (3), qui apparaissent en mécanique,
dans la théorie des oscillations et la théorie de Vélasticité.

Il s'agit de l'équation différentielle non-linéaire

(i) y" •+• WyW2 •+• <tW -*- f(y) = o,

dont les formes spéciales apparaissent en mécanique, dans la théorie
des oscillation, dans la théorie de Pélasticité etc.

Ainsi, pour ù(y) ̂ 0 de (1) on obtient l'équation générale de
LIÉNARD

(2) y" -h V(y)y' -+- f(y) - 0.

A (1) se réduit également l'équation non-linéaire de forme

(3) y" + P(y') + yQiy') = o>

laquelle, en supposant que Q(y') = 1, est aussi réduite h l'équation

(4) y" + P(y') + 0 = 0,

connue de la théorie des oscillations.
Dans le présent travail, la détermination du critère d'intégra-

bilité de l'équation (1), et par cela même aussi de celui des autres
équations citées, se réduit à l'examen de l'integrabilité d'une
équation différentielle spéciale du premier ordre d'ABEL.

(*) Pervenuta alla Segreteria dell'IL M. I. il 14 febbraio 1961.
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1° Si l'on considère, dans (1), x comme fonction inconnue et y
comme variable indépendante, on obtient

x" = f(y)x" -+- *(y)x'>-

d'où, par voie de substitution

où z=zz{y) est la nouvelle fonction inconnue, on arrive à l'équa-
tion du premier ordre du type d'ABEL

/ dz\
(6) z' = f(y)2* + o(y)e* H- tyyfr, [*' = -1) .

En introduisant la nouvelle fonction inconnue w = w(y) par la
substitution

(7) z = w exp J ty (y)dy

on trouve, en vertu de (6),

(8) w' =

où

(9) % ) = ƒ(?/) exp 2 J &(y)dx ; <D(t/) = <p(y) exp j $

Soit w = w{y, c^ l'intégrale générale de l'équation (8). Dans ce
cas-ci, l'intégrale générale de l'équation (8) est obtenue de (5)

(10) J\ w{y, cx) exp J ̂ {y)dy \dy = x + c%.

THÉORÈME. - L'équation différentielle non-linéaire

(il) y" + my'2 + <t(yW + f(y) = o
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est résolue au moyen des quadratures si

(12) f(y) = % ) exp ( - 2J % ) % ) ; y(y) = <%)exp(-J ']%)<%),

où <̂ (j/) et <&(y) sont des coefficients de l'équation intégrable d'ABEL

(13) w' =

dont l'intégrale générale est w = w(j/, c,).
L'intégrale générale de l'équation (11) est donnée, dans ce

cas-ci, par la relation

(14) j ! w(y. c,) exp / ù

2° II résulte de ce théorème qu'à chaque équation intégrable
d'ABELf de forme (13) correspond l'équation intégrable (11), ce qui
yeut dire qu'il existe de très vastes possibilités pour déterminer
le critère d'intégrabilité de l'équation (11) (l).

Dans ce paragraphe on résout les problèmes suivants:

(a). On établit l'intégrabilité de l'équation (11) par l'application
d'une proposition de CHIBLLINI à (13).

(6). L'équation d'ABEL (13), et par cela même aussi l'équation (11),
sont mises an rapport avec une classe d'équations algébriques, de
sorte qu'à chaque solution de n'importe quelle équation apparte-
nant à cette classe, il correspond une équation intégrable (11).

(c) Les résultats de deux problèmes précédent s'appliquent aux
équations spéciales (2) et (3).

(2.1). La proposition susmentionnée de CHIBLLINI, [1], est conçue
en termes suivants :

S'il est possible de déterminer la constante k de telle façon
qu'entre les coeefficients de l'équation d'ABEL

(15) y' = aoy* + aYy\ (av — av{x))

(4) E KAMKEJ Differentialgleichungen I, pp. 24-28) Leipzig, 194H.
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il existe Tidentité

(16) (*) '=*,„

alors (15), par la substitution

(17) y = —yj, (T\ ;

est transformé en l'équation

dans laquelle les variables sont séparées.

(2.1.1). De (16) on trouve, en prenant en considération (12) et (13)

exp / a

et de là

(19)

f / f
1 ù(y)*y [ = ky(y) exj) I d

où l'opérateur Ai désigne la dérivée relative de M. PETROVIC, f2j.
W. FKAGNBR, [3J, trouve un cas spécial de ]a condition (19)*
1/ intégrale générale de l'équation (11), dans laquelle est satis-

faite la condition (19), peut être trouvé de (14), où, en vertu de
(17) et (18), w = w(y, c,) est donné par le système d'équations

(2.2). En introduisant l'hypothèse

(P =
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où §(y) est la fonction arbitraire, ou bien, en vertu de (12)

on obtient de (13)

(22) w' = y§w* -»-$•+• 6)w^ (6

La condition (16) devient maintenant

d'où

( 2 3 )

et où

.24) 8I = - p ; 82,3

De (23), il s'ensuit

(25) (9 - 8,)Wö.(8 - 92)i-

Ba introduisant, au lieu de fc, la nouvelle constante l par la
substitution

(26) fc :

les relations (24) deviennent

l / 1 PJ ^S
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et Téquatioa (25)

Finalment, après avoir introduit également la nouvelle fonction
inconnue Sr = ^s(y) par la sobstitution

(29)

l'équation (28) devient

(30) 3y& = te •+- (1 — l).

De (27) et (29) on trouve à présent

où ^ représente une solution de l'équation (31).

THÉORÈME. - La fonction différentielle non-linéaire

(32) y" -H My\y« -H <?(y)y' + f(y) = 0

est résolue au moyeu des quadratures si

= exP (" ƒ "
OÙ

Sr =: %(y) j représentant une solution de l'équation elgébrique

(35) fopi = lu -H (1 - 1)
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L'intégrale génerale de l'équation (32) est donnée, dans ce
cas-ci, par la relation

{36) \-w[y, cjdy = x + ct,

et on trouve w — w{y^ Cj) en éliminant y\ des équations

—ax«)

où 6(i/) est donné par les égalités (34) et (35).

EXEMPLE. - Soit B = 1, X = — 1. Dans ce cas-ci l'équation (35)
s'exprime par

y = 0,

dont une solution est

| = 1 H- V'1 —y.

Par la substition de cette valeur en (33) on obtient

s = exp ( -

et de (37)

w = •
2
9 :

(2.3), Les résultats obtenus s'appliquent directement à l'équation
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de LiÉNARD (2). Notamment, de (2.1.1) il résulte que (2) est inte-
grable si, en vertu de (19)

t{y) = 0.
f (y) *-

De là, f(y) et v(y) peuvent être exprimes de façon suivante

f(y) = w * A iH, <p(») = w* A i H

où oj =: o)(y) est la fonction arbitraire.
(2.3.1). Les formes intégrables de l'équation (2) peuvent être

constituées également en vertu du théorème de (2.2).
Compte tenu que maintenant s = 1 on obtient de (33)

où Ton trouve 6(j/) de la façon démontrée en (34), et (35).
(2.4). Si Ton differentie (3) selon x on arrive à Inéquation

(38) y'" H- ^ p y" + Q(y')y' - y"(y" + P(y')) A l [Q(y'j]y' = 0.

laquelle, par la substitution

est transformée en l'équation de forme (1)

(40) z" 4- i iv^y* + ©,(0)3' -f- ^(s) = o,

ou

(41)

(2.4.1). En vertu des résultats de (2.1.1) il s'ensuit que l'équation
(3) est intégrable si, d'après (10)
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d'où, en vertu de (41)

m **>=*,& £*)", (.=2)
(2.4.2). Bu appliquant la condition (33) à l'équation (40) et en
tenant compte de (41), on odtient

d'où Ton trouve, par l'élimination de 6(0)

(43) P[e) = Q{z){p -+• j ~ ) , (P = const.)

où. en vertu de (34) et (35), Q\z) est donné par les relations

( 4 4 ) Q[z)=

Par conséquent, Péquation (3) est intégrable si entre les coef-
dy

ficients P{z) et Q(&), où z = -^~, il existe le rapport (43), Q(s) étant

déterminé par les relations (44).
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