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Sul vortice cilindrico in un mezzo gassoso,
altamente conduttore dell’elettricita,
che riempie un semispazio.

Nota di Tino ZrvL1 (a Torino) (¥)

Sunto. - B contenuto nel n. 1.

1. Utilizzando alcuni risultati del prof. AcosTINELLI (}) relativi
all’equilibrio magnetodinamico di una massa gassosa in rotazione
non uniforme, si determinano in modo esplicito le caratteristiche
dinamiche e magnetfiche di un vortice cilindrico circolare che si
pud formare in seno ad un mezzo gassoso altamente conduttore
dell’elettricitha, che riempie un semispazio, caso che pud inferes-
sare, ad es., lo studio della formazione delle macchie solari.

2. Consideriamo senz’altro le equazioni dell’equilibrio adiabatico
magnetodinamico, supponendo che le forze di massa siano trascu-
rabili e che la velocitdh angolare di rotazione sia non uniforme.
Ci serviremo, al solito, di coordinate cilindriche r, ¢, 2, essendo
=0 il piano che delimita il semispazio e l'asse z l’asse del
vortice cilindrico, di raggio E. Supporremo nullo il campo magne-
tico trasversale e data la componente assiale H, del campo magnetico
H sul piano z2=0 e per 0 <<r << R.

Se, al solito, V{r,2) & la funzione del campo magnetico —FI,
legata ad esso dalle relazioni

19V 12V
1) Hy:—;a_zn sz;ﬂ"

¢ la permabilith magnetica (costante), p la densitd, C e y costanti

(*) Pervenuta alla Segreteria dell’U.M.I. il 30 gennaio 1961.

(1) C. AcosTINELLI, Sull’equilibrio adiabatico magnetodinamico di una
massa fluida gassosa gravitante, in rotazione non uniforme, <Rendiconti
dell’Accademia Nazionale dei Linecei», serie VIII, vol. XXVIII, fase. 3
Marzo 1960.
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caratteristiche del mezzo, v,, «,, §, costanti e se \/, & I'operatore
differenziale associato al A, di LLaPLACE, con che

2) V,V:r—a<

137\ @V_ 2V 13V 2V
or 22 o ror

== - -+
r or 22 r: ror oz2’

le equazioni fondamentali per l'equilibrio magnetodinamico della
massa fluida sono ('):

4 1
VeV + f'rgp ('2'0‘07'2 - ABO): 0,

3) )
Clv + yu — 5wt + B V = cost.,
2
4) 0! =0l + o, V=a, ((’;—0 —+ V> ,
0
essendo
1 -
(5) % = pr1, v=rTT e quindi p = w.

Se vogliamo che per r = R sia v — 0 dovrha essere

02
V=— —, per r = R;
a'()
indicando inoltre con %, il valore di # per r = R, dalla 2* delle

(8) seguira
2
Clv + 1yu, — B, 20— Gost.
%o
e la 2% delle (3) diventa

1. w,?
Clv + 1)u —u,) — g0t + {SO(V+?>:0.

[}

Da questa ricaviamo

u=1u, +

ogrt — 28, (%j
200+ ) \o + V)

%o
cioe, ponendo

2

(6) W:V+(;—°, con W=0, per r=2R,
0
si ha
t -2
) U =u, + ;ig—(v—_'_—f‘; w ed w =, W.
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Sostituendo nella 1* delle (3) si ha I'equazione in W

® VoW 20t (Gaort = by o+ S W .

20 + 1)

Se supponiamo le costanti «,, 8,, sufficientemente piccole da poter
trascurare i termini di ordine superiore al 1° rispetto ad esse si ha

—2

o l'equazione precedente diventa

, . 2= . ot — 2B
(8) Ve W+ m reeer® — 2Bo) uy + vu ‘_%OC(TPT)O Wi=0
ciog
2n -
9 V. W+ mn wyvrt(ogrt — 28)) = 0.

Poniamo ora

(10) W= W* 4+ o, W, + B, W,

sostituendo si ha

2
9) VoW 5T, W, -+ BTy W, + w0 2%agr® — 280) =0

’
)

che si verifica con

(91’) VQW* =

2n
9, V. W, + m u rt = 0,
9;) VW, — 4?1: u,'r? = 0.

La (9)) scritta per esteso risulta

L0 (LoWy B W
ar( ar) R

che ammette 1a soluzione

W#*= ArJ (Ar)e—,
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con A e A costanti. Se vogliamo che W* si annulli per r=R,

dobbiamo porre AR = x,,, essendo x,,, uno zero positivo della J,(x).
Si ha quindi la soluzione generale

@€
Wi=3, AmrJ,(xlmI%) e R ",

Supponendo poi W, e W, indipendenti da 2z, poiche della va-
riabilitd di 2z si & tenuto conto nella W#* si ha

d (1dW 2n

(%" T dr (;» drl> + L wrt =0,
d (1dW 4r

@) ranlrar) — =0,

da cui, a meno di costanti additive, si ha

e quindi, ponendo
1 ’
5 (%yCy + B,Cy) = C,

con C, ancora costante arbitraria, si ha

@
00 r _Am ©
(10) W= §m A,rJ, (xm 7?/) ¢ B — 1—;«0%1“7"‘ + % Bow,vrt + C'r?,

ma per r = R deve essere W =0, quindi
O = o o "R‘*ifi u,vR*
- 12}“ 071 2!"' 0"
e percio

im

(10,) W — =m Am'rJl (xlm ‘;_B) e R +

~143

ki

+ g i (R — 1Y) — 68, — 1)
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Segue che, a meno di termini del 2° ordine in o, e B,, si ha [v.(7)]

x
im
—_m,

(11) _uOZ A4,7J, (w,,n%)e E

e per r =R si ha v = 0.

Le componenti assiale H, e radiale H. del campo magnetico
sono ora date da

10V 12W blas 1d A7,
—_—— — = — = p— R~
(12) Hz r 9 r or Z‘m Am,r d?" [TJ) <xlm R)] €
w 2
5;“0"'1‘)"' “+ — Byur? + 20,
19V 1 oW 2 A, x ry S,
5 -_— - ol — 5] " m e R
(18)  H =—7% roe R " (”'m R)e

£ . 2r . ,
— ﬁ%”n"" + m Bouyr® + 20" = H(r),

dove H(r), (0 <<r<R) & la componente assiale del campo magne-
tico sul cerchio terminale del cilindro, appartenente al piano z =0,
(0 <<r < R). Bssa & una funzione di r che supponiamo assegnata.

Per r = R si ha poi H,=0.
Dalle formule ricorrenti delle funzioni di BESSEL si ha

1 d ¥ wlm 1‘_
,',.d [TJ (xlm R)} R J (xlm R)’

quindi segue

mim.

T 4% -5 ¢

r
(12) Hz:%‘m R JO (wlm R)e —

T vt 4 2 8 4 90
2},_“0 s " Bou vr® + ’
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e si ha che H, si mantiene finito per z — oo ed 0 <<r << R.
Per la determinazione delle costanti A4,, abbiamo l’equazione

© A x,, r n ,

?,,, le Jy (xm -R) Hir) + 50 oc(,u, rt— — Burt — ac,

v

il cui secondo membro & una funzione nota di ». Indicandola con
f(r) segue

A,x r

Blm JO (xlm E) = f('l’)

che si pud scrivere anche

® 1d
?m Am r d’)" lTJ (xlm_;)] :f(’n)'

oo
2,
1

Si ricava cosi

® d
%1 4, — ar [rJ (azlmR)] == rflr)

Z AmJ (wlm R) frf('r)d'r

0o

Se poniamo 7/R —=FE, si ha
= R[ :
S, A, (@l = % | RO = g0
0
Ora sussistono le relazioni di ortogonalith
[ 1) el = 0, per nm,
0
quindi
4 f T, il = f 9Ty, e = R / T unb)E f R
si ha inoltre

1

1 1
[ng(xlmg)zdg =3 I 41 ) = 5} J ()
0
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e percid
1 £
2R j T, ) j fREEdE

(14) 4, = 2
I (®1m)

e le costanti 4, risultano cosl determinate.

Problema esterno.

3. Allesterno si deve avere equilibrio magnetostatico.

Ponendo V=0, v =0, equazione rot(—'{J/\'ﬁ):O ¢ identica-
mente soddisfatta.

Deve essere al solito div H® = 0, quindi

(15) H(e) L 1 aV(e) . 1 aV(e)
r 07 )

I’equazione di equilibrio in assenza di forze di massa diventa ora

grad p — ;:T rotﬁ/\ﬁ ;

ma si ha

{e)

rot H® /\—FI.“” = — grad V),

quindi

Va

grad p@ + 1 grad Ve =0.

Per l'integrabilith deve essere

vsV(e)

o — funzione di V.

se poniamo

(16) =a, (=cost) T, VO = a2
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si ha

grad (p"’ + 4% aoV“’) =
e quindi
(17) P + Ziuf,l a, V' = cost.

Dalla (16) si ricava

1 o0 Y — -lmz
(18) Ve — 3 ao'r4 + Byr® + 12,,, B,rd, (xxm 1_.3) e E
da cui
13V 1 "’° 1 r —MZ
(19) H (&) — ; o éa r: 4+ 2B —l—..J Bm TJ Ly R) e R

in cui, essendo H.® finito per r — oo, deve essere @, =—=0. Doven-
dovi poi essere continuita attraverso la superficie cilindrica r=R,
cioé

H'© —=H"Y per r—=R,
si avra
2B, = ﬁou VR — 3u. AN T A B,=—=A4,,
Si ha inoltre
1oVe = o, “Dim
(&) — __.
H - r oz ?m Ame R J (wlm R)

e risulta H,©® —=0 per r == R. Anche questa componente & conti-
nua attraverso la superficie cilindrica.

L’integrale della pressione da all’esterno p‘® = cost. e quindi
g = cost., cioe la densith e la pressione sono uniformi.

Il problema considerato pud essere utile per spiegare il mec-
canismo delle macchie solari poiché il vortice cilindrico qui
considerato pud in prima approssimazione raffigurare un tubo
vorticoso affiorante sulla superficie del Sole, che da luogo ad una
macchia solare.



