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Considerazioüi ener^etiche intorno alla
magneto-fluido-dinamica relativistica.

Nota di CARMELO TOTARO (a Messina) (*)

- Si dà forma lagrangiana al teorema delV energia della magneto-
fluido-dinamica relativistica. Il successivo passaggio alla forma integrale
permette di illustrare meglio il significato fisico dei vari termini ener-
getici. Infine si discutono alcune semplifica&ioni che spesso sono compa-
tibili con la realtà fisica.

Summary. - The author gives IJAGRANGE'S form to the energy theorem of
the relativistical magnetic-fluid-dynamic. The successive passage to the
intégral form allows to explain better the phisical meaning of the va-
rions energetic terms. Some simplifications, which are often compatible
with the phisical reality, are finally discussed.

1. In un précédente lavoro (1), abbiamo posto a fondamento
della magneto-fluido-dinamica (= m.f.d.) relativistica il seguente
sistema di equazioni

B= — CTOIE,

D -+- I -+• pev = c rot /ƒ, div D = pe,

V I - B

" (m) __ __ 5 i v fini) + gr(e) gr f8 — -

f • ^9K d dth

[ {^ 8 t
ore

essendo E il campo elettrico, D lo spostamento elettrico^ ƒ la
densità di corrente elettrica, ƒƒ il campo magnetico, B V induzione

magnetica, ^(<r) = peE* -+- - ƒ /\ B la densità di forza di LOREKTZ, pe

c
la densità di carica elettrica, s la costante dielettrica, JJL la perinea-

(*) Pervenuta alla Segreteria dell'U. M. I. il 17 ottobre 1960.
(4) C. TOTARO, Boll. U. M. I., n, 3, pag. 867 (1960).
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bilità magnetica, er la conducibilità, g la densità d'impulso, $M
una densità di forza esterna di massa, v la velocità délia generica
particella materiale, c la velocità délia luce nel vuoto, p la densità di
materia, p la pressione, tlm) il tensore délie tensioni relative (*). La
F(p* p) = 0 è l'equazione complementare, cioè il fluido si suppone
barotropico. Con gli indici (e) ed (m), posti in alto ai simboli, distin-
guiamo gli enti elettromagnetici dai corrispondenti enti meccanici.

Per il sistema (I), partendo dalPequazione dell'impulso nella
forma di EULERO

(2) - ^ - = - Siv p{m) -f- &* + &M,

abbiamo dedotto (3) il teorema dell'energia délia m.f.d. dei fluidi
perfetti sotto la seguente forma euleriana

(3) W+ div 5 -+-ƒ.£*+- v • f~ S - glA ~A +

ove W = â{JE ' D -+- H ' B) è la densità d'energia elettromagnetica,.

S=cE I\H il vettore di PcroTTiNa, gr<*> = - D f\ B la densità

W(m f p \
d'impuleo elettromagnetico, p = —j— 11 -+- ^im) 1 la densità dima-

1
teria e si pone A = ~ [(3 f\ D • (p A £)* — (P- A ö)" • p A E -+- p A fi" •

Abbiamo, inoltre, sottolineato che neppure nel caso dei fluidi
perfetti il tensore pim) si riduce ad uno scalare relativisticamente
invariante come avviene, invece, per il tensore dellè tensioni
relative tffi =pffl — S^V *

Qui vogliamo mostrare, per prima, come dall'equazione eule-
riana (3) si puö passare ad una forma lagrangiana del teorema
dell'energia.

Dopo, considereremo il caso dei fluidi viscosi e, passando alla
forma integrale, avremo modo di illustrare più chiaramente il
significato fisico dei vari termini energetici.

(2) M. v. LAUEJ Die Belativitàtstheorie, Bd. X, pag. 162, F. Vieweg
und Sohn, Braunsch-weig, 6 Auflage, 1955.
(3) C. TOTARO, L e
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Infine, il passaggio ad una forma adimensionale del teorema
delFenergia ci permetterà di introdurre alcune semplificazioni che
frequentemente sono permesse dalla realtà fisica.

2. Per la trasformazione di (3) in forma lagrangiana introdu-
ciamo (4) la « corrente relativa d'energia» :

(4) Z^S-Wv.

Dopo ciö, si puö scrivere

(5) W -f- div 5 = W •+- div Z,

poichè W = W+ div{Wv).

Osserviamo pure che, nel caso di un fluido perfetto, le sole
componenti di p(m\ diverse da zero, sono quelle délia diagonale
principale (5)

Tenendo presente chö W(m) = (W° + Pfl>oii)/(1 — P*)> con trasfor-
mazioni del tutto elementari (6), si trova

(7) Pn= P*n+ ?*>*'

Quindi

(8) v • Sivp(w) = v — iAi + v ~ pv\

Poichè gli assi cartesiani sono stati scelti in modo da potere
applicare la trasformazione speciale di LORENTZ, il primo di que-
sti due termini si puö scrivere ancora, sotto forma vettoriale r

(*) M. v. IJAUE, 1. c, pag. 162.
(5) M. Tu IJAUE, 1. c , pag. 148. Con l'indice ° si indicano Ie grandezze

rispetto al riferimento proprio.

(6) Pii = 1 ^ 2 (P'ii • ^
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nel seguente modo

(9) VfaP\i = v

•essendo ormai p =p°il=ztll uno scalare relativisticamente inva-
riante (PLANCK).

La somma del secondo termine di (8) con gli ultimi due ter-
mini del primo membro di (3) dà

come si riconosce facilmente usando l'equazione di continuità
Premesso ciö, possiamo senz'altro scrivere la (3) sotto la

guente forma lagrangiana

(11) W -f- div Z+- ƒ • E* •+• v -(-tS - g

-+- T -+- v ' grad p = ÏÏM - v-

Bvidentemente, si puö giungere alla (11), partendo dalla {I8),
senza passare attraverso l'equazione (3).

Quest'equazione (11), testé trovata, si puö semplificare, trascu-
rando Ie potenze di p di ordine superiore (7) e quindi si puö gene-
ralizzare, introducendo i termini provenienti dalla viscosità del
fluido. Operando in questo senso, con metodo classicamente noto (s)
troviamo

(12) W-H d iTZn- ƒ • E* •+• v . (~ 5

gradp — ^ (ö gr^d div i; •+- A

ove [A è il coefficiente di viscosità.
Per una piu cMara interpretazione fisica dei vari termini

energetici conviene moltiplicare ambo i membri per SY ed inte-
grare, estendendo V integrazione ad un volume finito V di super-

(7) In tal caso, si semplifica pure l'espressione délia densità di materia.
(8j BOA-TEH-CHU, «The Phys. of Muids», 2 (1959).
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ficie 2. Coii l'aiuto del teorema della divergenza, otteniamo

-H 4 f T5F-+- fÜ • gr&dpbV - p f(l grad div v-*-àv)- vhV =at J J J \ó /
V V V

J M

V

ove n è il versore della normale esterna a 2.
Il primo termine di (13) esprime la variazione, per unità di

tempo, dell'energia elettromagnetica contenuta in V; il secondo
termine l'energia elettromagnetica che fluisce attraverso il con-
torno 2,; il terzo termine l'energia che, per effetto Joule, si tras-
forma in calore ; il quarto termine è di mutua azione meccanica-
elettromagnetica ; come vedremo, dal punto di vista quantitativo,
è spesso di scarsa importanza.

I termini rimanenti sono di natura meccanica. Il quinto esprime
la variazione, per unità di tempo, dell'energia cinetica; il sestp
lo trasformiamo (9) cosï

(14) fv • gradpSV = fpv • nd 2 — jp div vbV.
V • S , V

L'intégrale superficiale, cambiato di segno, è la potenza delle

forze agenti sul contorno 2. Il successivo integrale jp div v§V è
v"

la potenza esplicata dalle forze interne nella variazione di volume
del fluido. Resta il termine dipendente dalla viscosità \x che
possiamo scrivere cosi

(15) [I / (ö grad div v -t-Ai;] • v8V =
v'

~ c\ 4 i - r/4 \
— — ^ Z (roti;)2 H~ö(divi ;)2 \hV — ^ U V d iv v — rot v A V] d 2 .

J l ó J J \ó In

(9) B. FiNZij Le&ioni di Aerodinamica, cap. V, Ed. Tamburini, Milano,
1960.

34
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Se iunnaginiamo 2 talmente grande in maniera che essa non
incontri il flnido in movimento, avviene che F integrale superfi-
ciale è nullo. Poichè il primo integrale di volume è sempre nega-
tivo, troviamo, com'è naturale, che Feffetto délia viscosità è essen-
zialmente dissipativo. Infine, il termine del secondo membro di
(13) esprime la potenza della forza di massa cF̂ f.

Bitorniamo, adesso, alla (12) che ei proponiamo di scrivere in
forma adimensionale. A taie scopo, poniamo

(16)

f E=E6E*, ecc,

ove con F indice 0 si indicano grandezze caratteristiche associabili
ai fenomeni e con Fasterisco enti adimensionali. Introduciamo
pure questi altri rapporti

(17) « I = f ! , « f=g?

Per brevità, poniamo Df/Dt = df/dt -+- div (fv) e con Df/Dt* in-
dichiamo la corrispondente derivata adimensionale. Poniamo pure
V = d/dr.

Dopo ciö, scriviamo la (12) cosï

AD* •+• H* • B*)v*\ + ~ / * • (E* +• |° v*

1 d f d \ d* "I
3 ^r* \ör* / dr*2 J

Notiamo che y è il rapporto di due energie, energia magnetica
ed energia cinetica. Per avere fenomeni di pertinenza della m.f.d.
occorre che queste due forme d'energia siano comparabili, cioè y
non puö essere nè molto piccolo nè molto grande. Nel caso y = 1
si paria (10) di equipartizione delFenergia. Se invece il rapporta

(i0) W. M. ELSASSER, Magnetohydrodynamics, Edited by R.K.M. Land-
shoff, Stanford University Press, Stanford, California, 1960.
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Y fosse grandissimo avremmo fenomeBi dinamici irrilevanti in
confronte ai fenomeni elettromagnetici associati.

Passiamo ora a fare un'ipotesi che è frequentemente compati-
bile con la realtà fisica, cioè supponiamo (u) i campi elettrici pro-
dotti soltanto da effetti unipolari :

(19) \B\$>\V\.\E\, \H\>\p\-\D\.

Ciö équivale ad ammettere

(20) Po*i = O, Po*i = O-

Poichè abbiamo già supposto p(,
2 = 0 vediamo che ax ed oc2 de-

vono ritenersi dell'ordine di p«. In altri termini, possiamo affer-
mare che le dette ipotesi equivalgono a supporre l'energia magne-
tica molto più grande dell'energia elettrica :

(21) a ^ ^ O .

Supponiamo, inoltre. la corrente di spostamento caratteristica
piccola rispetto alla corrente di conduzione caratteristica in modo
da poter ritenere a1at/a3 =j= 0.

Con Ie ipotesi indicate la (18) dà luogo a questa più semplice
equazione lagrangiana dell'energia

(22) Wm9 -4- diT (5 - WmgV) +• I.. £ * H-

+ T + V' grad p — jl L grad div v -+ -At; * v = $M • ü,

oye con Wmg si indica la densità d'energia magnetica.
La corrispondente equazione euleriana ridotta è

(23) Wmg -H div 5 -»-ƒ•£* H-

+ 2 • ft'v2 -•- it l ? v 2 + v • 5 i v * ( " r t = W M - V -
E importante notare che, con Ie ipotesi fatte, sparisce, f ra

Paltro, il termine dipendente da v e dalle grandezze elettroma-
gnetiche che è l'unico termine energetico di accoppiamento.

[Pervenuta alla Segreteria dell'TJ.M.1. il 17-X-1960].

(41) E. RICHTER, « Z. Katurforschg. ». lia, 901-912 (1956).


