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Sui moti magnetofliiidodinamici stazionari in due coordinate.

Nota di CATALDO AGOSTINELLI (a Torino)

Sunto. - Come nel n. 1»

lm Mentre in alcuni lavori precedenti (]) mi sono occupato dei
moti magnetodinamici stazionari di masse fluide compressibili,
altamente conduttrici delP elettricità, rotanti e a simmetria assiale
in questa nota considero invece il caso in cui gli elementi del
moto e del campo magnetico dipendono soltanto dalle coordinate
piane x, y. Dopo arer stabilito Ie condizioni clie devono essere
verificate perché tali moti siano possibili, segnalo alcuni casi par-
ticolari notevoli in cui quelle condizioni sono soddisfatte, casi che
possono essere la base di ulteriori ricerche e in particolare dello
studio dei vortici cilindrici fluidomagnetici.

2. Le equazioni da considerare, col solito significato dei sim-
boli, sono:

(1) rot (H/\v) = 0, (2) div H = 0

(3) TotvAv-£--rotH/\H= gradftr — ̂ v*)— - grad p

(4) div(pü) = 0, (5) p= CPY.

Con riferimento a un sistema di coordinate cartesiane ortogonali
{xyz), se supponiamo gli elementi del campo e del moto indipen-
denti dalla coordinata z, V equazione (2) diventa

dx dy

(*) C. AGOSTINELLI, Sulle equazioni delV equilibrio adiabatico magnéto-
dinamico di una massa fluida gassosa uniformémente rotante e gravitante,
« Eendiconti dell'Accademia lYazionale dei Lincei»« serie VIII, vol. XXVI,
fase. 5, maggio 1959. IDEM, SUU' equilibrio adiabatico magneto-dinamico di
una massa flutda gassosa gravitante, in rotasione non uniforme, «Rendi-
conti dell'Accad. JN"az. dei Lincei », serie VIII, vol. XXV1IT, fase. 3>
marzo 1960.
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dalla quale segue che dovrà esistere una funzione V{x, y) per cui
si puö porre

Se K è il versore delPasse z avremo allora

(7) H

La (1) dà luogo alle seguenti equazioni scalari

(8) ± {H*vv - Hyvm) = O, _ {Hrv, - Hyvx) = 0,
dx dy

dx dy

Ie prime due delle quali porgonö (2)

Hœvv-Hvvcc=0

oioè per Ie (6)

mentre la terza della (8), in virtù della (2') e delle (6) si puö scrivere

(10) 1 (Hzvx) + 1 ( ^ , ) + ÎT ^ - S-I *? = 0.
^ ; axv ' dy z v1 dx cy dy dx

Passando ora alPequazione (4) di continuité, essa diventa

(

(2) Allo stesso risultato si perviene osservando che dalla (1) si ha che
deve esistere una funzione $>[x, y]t tale che H f\v = grad <t» ; proiettando
sull'asse z si ha proprio la (9).
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Esisterà pertanto un' altra f unzione W(x, y) tale che

1 dW 1 dW

e quindi

(12) v = - grad
P

Le condizioni (9) e (10) diventano ora

(13) a_73_w_a_Faw=
dx dy dy dx

(14) A ^ \ ^
3oî \ p ) dy d y \ p ) d x dx dy dy dx

Per trasformare ora l'equazione (3) del moto, osserviamo che
dalla (12) si ricava

rot v = — div | - grad w\ • K •+- grad v2 /\ K

rot v f\ v = — div f- grad W). - grad W —
\P / P

grad W A grad VZX K - K— = grad «,*,
P ^

e dalla (7) si ha inoltre

r o t ü l = - A a y. JSC + g r a d ^ A K

rot ƒƒ A / / = — A2 V. grad 7-|grad FA gradiT, x #C- X"—- grad#/.
2

L'equazioae del moto, tenendo ancora conto della (5), diventa
quindi

(15) — (- Aj W H- grad - x grad w) - grad W — - grad W A
\P P / P P

A grad VZX K * K-*-^~ - (A 2 V • grad Y - H grad Y A grad H2 X

X A: K + \ grad fi3j = grad IV - A (grad W) - ^ T - pY-i
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cha dà luogo alle seguenti equazioni scalari

(16) - (- A2W -+- grad ~ X grad w\- — •+•
\P P / P 3 »

(17) — (- As W •+- grad - x grad w)~ —
\P " P / P 92/

dy 2 dy

(18) grad v2 f\ grad W X K -+- ̂— grad V A grad Hz X AT = O,

dove per semplieità si è posto

(19) H = - 9 L pr-i +. J_ (grad W)2 - £7.

Per P integrabilità delle equazioni (16) e (17) si lia la condizione

(20) L\±(**E+. grad- x grad w)} — —
^ L p V p P ) \ dy

a r i /A2w , i , TTAI^W'
\ —""*" g r a d - X grad W)\ \-

fiyLP v p p /J 3*B

2 \aj/ dx dx2 \aj/ dx dx dy j \

In definitiva il problema considerato richiede che siano veri-
ficate Ie condizioni (13), (14), (18) e (20).
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3. La (13) mostra che sarà V funzione di W. Ponendo allora
V' == dV/dW, Ie condizioüi (14), (18) e (20) diventano rispettivamente

dy dy\p

(22) grad (v, - ^ V'HZ \ A grad W xK=0

(23) 1 f ( ^ + grad -1 X grad w] - f 7 ' ^ ]

grad W) - f V>±nf ^ ^ g r a d x grad W) f V
92/Lp V P P / 4« p J

8TT \dy dx

e risulta

(24) ^ 7 = y ' A 2 W + Y"(grad Wf, [ V" —

Le (21) e (22) richiedono che sia

(25) ?*• — V'v9 =

con 4> e W funzioni arbitrarie di W. In tal modo ci si riduce a
dover considerare la condizione (23) e Ie equazioni (25).

4t* Esaminiamo ora alcuni casi particolari notevoli :

a) Se poniamo Hz = 0 e vs uguale a una funzione arbitraria
di W, Ie condizioni (21) e (22) sono automaticamente soddisfatte, e
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la (23) si riduce alla seguente

(26) — f- f- - -P V'A A2W -+- -grad - X grad W —

_ P FF'ferad W)«l ̂  - - f1 (~ - £ TT») A2 W H-

-h - grad - x grad W — £ FF'(grad W)21 ̂  = 0.

In questo caso, essendo F(W) una funzione arbitraria di W,

avremo

(27) ±(*L—VLV*\ A2W-h - g r a d - X grad ¥ -

e dalle (16) e (17) seguirà l'intégrale

(28) - ^ pr-i + i-f (grad W)* - Ï7= JP(W).

Assegnando allora Ie funzioni F(W) e V(W), nonchè il poten-
ziale Z7 delle forze di massa, Ie (27) e (28) vengono a costituire un
sistema di due equazioni differenziali parziali in cui sono inco-
gnite la densità p e la funzione di corrente W.

Se piii in particolare poniamo F — cost. si ha più semplicemente

(27') -(--'T- V'^àtW + -gvEid± X
P \ P 4TT ; p ö p

X grad W — £ F ' V" (grad Wf = 0

(28') - 2 L pr-i -H ̂ -2(grad Wf - Ï7= oost.,

il quale sistema si semplifica ancora nel caso in cui si supponga
V una funzione lmeare di W e quindi F — costante, V" =z 0.
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b) Se la densità p si suppone, come la V, funzione di W,
dalle (25) si ha che anche Hz e vz risultano funzioni di F e Ie
condizïoni (21) e (22) sono identicamente soddisfatte, mentre la
(23) diventa

(29) | (

Ponendo ora

ISO) 1 P - f F ^ A, W + 1 - 4 f1- - f y?) (grad Wf =x p \ p . 4TC / p ( i ¥ \ p 8 7 t / 0

si ha l ' intégrale

(31) - ^ ^ + i - 2 (grad W

Se è dato il potenziale U delle forze, Ie equazioüi (30) e (31)
risultano in generale incompatibili. Se perö scegliamo la funzione
V in modo che sia

(32) - — £ V'* = 0 e quindi (32') F = ±
p 4TC

la (30) diventa
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Questa dimostra che nel caso considerato sarà (grad Wf una
funzione di W. Se pertanto poniamo

(34) (grad Wf = K(W)

si ncava

(35)

e l'intégrale

(36) -

(31)

— l '

F = l
diventa

r

} p c£W

rAW) U

al
2J dW

oppure, calcolando gli integrali per parti,

(36')
r-lP 8u p S-JZJ Z dW 2J dW p

In questo caso abbiamo dunque: se si assegna la funzione di
corrente W(x,y) in modo che (grad W)2 sia uguale a una funzione
di W, e inoltre il potenziale U délie forze di massa è pure fun-
zione di W, o eventualmente nullo se esse sono trascurabili, la
(36) definisce la densità p in funzione di Wy supposto pure asse-
gnata Ht in funzione di W.

Derivando ambo i membri délia (36) rispetto a W si ha per la
densità p un'equazione differenziale ordinaria del 1° ordine.

Tenendo conto délia (32), le equazioni (25) risultano compatibili
e si riducono a una sola se si prende <ï> = — F' W. Si ottiene cosï

oppure

(37') fl, =

con vz e <\> funzioni arbitrarie di W,

28
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c) ISTelle ipotesi considerate in b), se nelle (30) e (31) poniamo
F = costante, esse porgono

(39) J L Pr- + £ (grad W)>-ü + £ ƒ Î ^ d W = cost.

Dalla (38) si ha che il rapporto A2W/(grad W)2 sara una fun-
zione di W. Se assegnamo allora la funzione W in modo che sia

con G(W) funzione nota di W, la (38) diventa

che stabilisée un legaine fra la densità p e la funzione Y', entram-
be dipendenti da W. Da essa si ricava

— [G{W)dW f Ç [G(W}dW

J V'*G(W)eJ
1 M i — [G{W)dW f Ç [G(W}dW ! \

(42) ± = ^ . J i r t + e J V'*G(W)eJ dff+CM

con Co costante arbitraria.
Se si fissa perciö la funzione V(W) si ha subito la densità p.
Assegnando inoltre in funzione di W la componente H2 del

campo magnetico, la (39) fornisce il potenziale U delle forze di
massa atte a generare il Yoluto moto magnetodinamico.

Se ad esempio definiamo la funzione W(x, y) médian te Tequa-
zione

*-'+_£ 1=0
W2 W 2

che per W^> c rappresenta dei cilindri ellittici omofocali, di seini-
distanza focale uguale a c, risulta

)2

con

M — X*

e quindi

g - à'w - w

(grad W)z W2 —



SIII AIOTI MAGNETOFLTJIDODI NAAI ICI STAZIONARI IN DTJE COOEDNATE 4 2 3

Si ottengono in questo caso dei moti in cui le superficie fluide
sono cilindri ellittici omofocali.

d) Consideriamo infine il caso in cui si suppone vx = 0,
vy — 0, e quindi W—cost., che conduce a risultati molto semplici.

Dalle (14) e (18) si ha ora che vz e Hz sono funzioni di V e
1' equazione del moto (15) diventa

Se poniamo pertanto

(44) A'y^âw=°
si ha l 'intégrale

(45) —3L pT-i — Ü— oost.

Fissando allora Hz in funzione di Y la (44) definisce la funzione
V{x9 y) da cui derivano le componenti Hx, Hv del campo magne-
tico. Essendo poi assegnato il potenziale U délie forze, dalla (45)
si ha senz'altro la densità p.

Se in particolare poniamo

(46) HZ = IV

con X costante si ha

(47) A sY-+-X2y=0,

e la funzione "V si otterrà tenendo conto di assegnate condizioni
ai limiti.

Se le forze di massa sono trascurabili (Z7= 0), si puö porre
ancora

con F funzione arbitraria di F, e la (43) porge l ' intégrale

(49) Cpr -f-^

Assegnando allora Hz ed F in funzione di V la (48) definisce
la funzione V(x, y) e la (49) dà la densità p in fimzione di V.


