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Sulla classe limite délia funzione e0n per z ~+ 0
lungo un areo regolare.

Nota di EKRICO RESEOOTTI (a Torino)

Sunto. - L'autore considéra le classi limiti délia funztone w — e2n (n
intero positivo) per z ^^ 0 lungo un arco regolare, e verifica che se si
fa tendere i a zero lungo una curva avente in s = 0 lo stesso En4.1 di
un arco di linea ] w ] = costante si ha una classe hmite dipendente
da taie Bn_j_1.

i

Summary. - The Author considers the limits classes of the function w = e*n

(n entire positive) when z —*- 0 along a regular arc, and vérifies that
if z approaches zero along a curve having in z = 0 the same ïïn+{

of a Une \ w \ = constant a limit class depending on this E n + 1 is
obtained.

1. G. YIVANTI (*) considéra una funzione w = f(z) di variabile
complessa, monogena, uniforme, avente nell' origine un punto sin-
golare essenziale isolato.

Posto z = x -H iy, fa 1' ipotesi che il modulo di w abbia la forma

n ' A, con F funzione uniforme e P e Q funzioni regolari

nell'intorno dell' origine e tali che le curve di equazione cartesiana:

(1) Q(œ, y)-cP(x, y) = 0

abbiano tangente fissa nell' origine.
Il VIVANTI osserva che, se si fa tendere z a zero lungo una

délie curye (1), la classe limite di w varia da curva a curva, dipen-
dendo, pertanto, dalla loro curvatura, e suffraga l'osservazione con

k
l'esempio délia funzione ro = ez.

Nella presente nota, riferendoci all'esempio più generale délia
i

funzione w — eza (n intero positivo), e operando il passaggio al limite
lungo un arco regolare uscente dall' origine, preciseremo che la classe
limite dipende ordinariamente dall' elemento del 1° ordine, mentre
dipende dall' elemento curvilineo di ordine n H- 1 solamente quando
questo appartiene pure ad una linea | w | = costante.

(*) Gr. VIVANTI, Osservazioni sui punti singolari essenziali, « Rendiconti
del Circolo Matematico di Palermo », Tomo III . Anno 1889. Pagg. 223-229.
Teoria délie funzioni analitiche, Hoepli. Milano, 1901. Pagg. 144-146.
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2. Posto

(2)

e

m
si ha:

ENRICO RESEGOTTI

z — p(cos cp -+- i sin

w = Re*®

(5) 6 = — -—^ .

Si consideri nel piano della variabile z una curva C regolare
uscente da z = 0 e di equazione polare :

(6) <p = cc0 -f- octf -+- asp2 -+- . . . .

Ci proponiamo di far tendere z a zero lungo C, ossia di far ten-
dere p a zero, essendo <p espresso dalla (6).

Esaminiamo anzitutto il caso più generale in cui cos na0 =}= 0.
In tal caso:

cos wo ( H-oo se coswa0>0
hm —jj-T —

p—*o p ^ — o o s e coswa0-<0,

corrispondentemente :

( -f- oo se cos n%^ > 0
lim R = ]
P - * o ( O s e cos noco <; 0 ;

il limite di 9 (che sarà generalmente dr oo) non intéressa più poichè
si puö già concludere che :

(oc se cos n \ >> 0
lim w = }
p-^o ^ 0 se c o s n a 0 < 0 .

Quindi se si divide 1' angolo giro in 2n parti eguali, il limite

di w è zero se a0 cade in uno degli intervalli f ^—, ̂ -~

/(4w — 3)TT (4n — l)?r\ V . . _. ., _
... , I —̂—s — j o — I j è invece mfinito se a0 cade in

37t Ö7r\ /77C 9TC \ /(4'W 1)7T 71 \

***J \ 2n ' 2n) '
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Si puö dunque intanto affermare che in generale il limite di
w dipende solo dall'elemento del 1° ordine délia curva C (e nem-
meno strettamente).

3. Passiamo ora ail' esame del caso in cui cos n&0 = 0.
Allo La oco puö avere uno dei valori:

corrispondenti aile semirette che delimitano i settori in cui il limite
di w è alternativamente zero e infinito.

In tal caso, se 0^4=0 si ha:

-+-OO se ocjSnmceo—(—l)h

, . cos nep T. — sin nep dep
l im — — 1 - = l im _ _ r - L _ I = = —oo se a1sinnoco=(—

(—l)ft"*"laj se n=l.

ISTe segue che se n > 1 il limite di R è ancora infinito o zero,
e cosï pure il limite di w.

Se otjZiO si puö riprendere il calcolo con successive deriva-
zioni e si trova che se 04 =. â  = ... = ar_, = 0 e a, =J=0 si ha:

-4- 00 se (— 1)

— 00 se (— 1)

(— H*+1^ocM s e
n"0-^0 P

Per r < n segue ancora che il limite di jR è infinito o zero, e
cosi pure il limite di w. Per r>n, ossia quando la curva (6) è
del tipo:

(7) <p = ao<»-i-aMp«-*-...,

si ha

lim R=:e(-Vk~rin*n (non escludendosi an = 0)
P — 0

lim 0=±oo
P — 0

e la classe limite è rappresentata sul piano w dai punti di una
circonferenza con centro nelP origine (e raggio dipendente da ocn).

Siccome d' altra parte le linee R = costante = ec sono rappre-
sentate dalFequazione:

(8) s in ^ — »<pJ = cpn
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ossia

o = a0
(ft) -+- arcsin cpn,

risulta che in un intorno sufficientemente piccolo dell 'origine
ciascuna linea B == ec si compone di 2n archi di equazioni (2):

(9) <p = ao<*> + {—-± p« + ... (fc = 0, 1, ..., 2n - 1).

( _ 1)*H1

Le curve (7) per cui aw = —̂— c risultano perciö caratteriz-
zate dalPayere nell 'origine lo stesso En^_l di uno degli archi (9)
di linea B = costante (3).

(2) Le linee (8) sono algebriche, di ordine 2n? con un punto n-plo nel-
1'origine: gli n rami lineari passanti per detto punto si ottengono accop-
piando gli archi (9) che corrispondono a valori different! di n di «0

 (A), ossia
a semirette tangenti opposte.

Per notizie sulle linee (8) cfr :
Gr LORIA, Spezielle algebraïsche und transcendente ebene Kurven. Theo-

rie und Geschichte, Teubner, Leipzig, 1902. Pagg. 394-403, passim.
(3j Si noti che due curve (6) aventi in comune oto, aAj a2, ..., %r hanno

un contatto di ordine (r -+- 1).
Lo si verifica, tenendo presenti Ie condizxoni di contatto di due curve

sotto la forma y — y(x), e in conseguenza delle seguenti relazioni, ottenute
mediante faciJi calcoli:

2a ,

8a{
2 sin a0 cos2 a0 -+- 6x2 cos a0 -+-12 ad

2 sin a0 , .

e analogamente

(dny\ ,


