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Un collegamento tra un teorema di K. Prachar e un teorema
di G. Ricci sulle differenze di numeri primi consecutivi.

Nota di Exrico BoMsIiERI (a Milano)

Sunto. - In questa nota si ricava, come corollario di un teorema di
G.. Riccr sulle differenze di numeri primi consecutivi, un significativo
risultato (Teorema A) complementare di uno di K. PRACHAR.

Summary. - In this short note, as corollary of a G. Riccr’s theorem on
the difference between conseculive prime numbers, we give an interesting
result (Theorem A) which is corresponding to one of K. PRACHAR.

1. Il problema.

Sia 2, 3,.., P,s Pps1s - la successione dei numeri primi. II
comportamento delle differenze p,,, — p,, tra numeri primi conse-
cutivi & stato oggetto di numerosi studi anche recenti; tra i vari
problemi che si presentano su questo argomento considereremo
in questa breve Nota il seguente :

PROBLEMA.

Determinare due fanzioni f,(x), f,() monotone non decrescenti
tali che:

(1) per «quasi tutte » le differenze di numeri primi consecutivi &

Il(pn) £p11+1 —p,= fi(pn)'

Con maggior precisione (tenendo conto del Primzahlsatz ): tali
che, posto d,=p,. ., —p,, © fissato 0 <3 < 1, sia

n

@) b oo 3 1 ~ 3N/log N.
Hilpn)<dn<fap,) (1—38) N<p,<N
(1—8)N=<p,<N

1 tuttavia pitt conveniente per la trattazione considerare in
luogo della prima somma in (2) un’altra analoga, e pertanto la
relazione asintotica seguente

3) b 1 =Dy f,, f,) = 3N[log N.
AN)<p,<fo(N)
(1—3)N<p,<N
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Infatti se le funzioni f(x) verificano le condizioni
fl(.p’l‘l) ~ rl(N) [Jel' (1 - S)NSPTL S N e N - + OO,

(e questo avviene se le f,(x) sono, ad es., dell’ordine di una potenza
finita di log«) & evidente che le (1), (2) e (3) sono equivalenti
tra loro.

2. I risultati.

TeoreEMA A: (G. Riccr [4], K. PRACHAR [3]):

Sia g(x) monotona, crescente a -+ oo (lentamente quanto si vuole) ;
allora per « quasi tutte»> le differenze p,,, — p, st ha:

logp,
9(p,)

(4) Spn—l—l _pnég(pn) logpn:

« quasi tutte » mel senso precisato dalla (2) e dalla (3).

La disuguaglianza a sinistra & un caso particolare di un teo-
rema di K. PRACHAR (vedi (3], Satz 6.1, pp. 163-164). Essa & espli-
citamente stabilita nell’opera citata nell’ osservazione a pag. 164.

Per dimostrare la disuguaglianza a destra usiamo il seguente

TeoreEMa B: (G. Ricor [4], Teorema VI oppure Teorema XIV):
Sia £ >0, 0 <<3<<1; allora per N =N, 3) risulia

(5) Ds (N; 0, %log N) = (1 — £)3N/log N.

Sia g(N) monotona, crescente a -+ oo, lentamente quanto si
vuole, e determiniamo il minimo N, =N (s, 8; g) tale che sia

N, =Ny, 3) e gV) =1
Allora per la (5) & a maggior ragione:
Dy(V; 0, g(N)log N)=(1 —<)3N/log N per N=N,.
Per I’arbitrarieth di ¢ ne segue

(6) Ds(N'; 0, g(N)log N)=3N/log N — o(8N/log N).
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Ma ora per il « Primzahlsatz » :
(7) Ds(N; 0, g(N)log N)<< Ds(V; 0, oo) = &Njlog N + o(3N/log N)
e dalla (6) e dalla (7) si ottiene

Ds(N ; 6, g(N)log N)~ 8Njlog N, cioe la (3).

3. Brevi richiami e osservazioni di inquadramento.

Del problema sopra indicato si sobo occupati anche altri autori
Per quanto riguarda la disuguaglianza a sinistra del teorema A
A. Wavrrisz [6] ha dimostrato:

Py — P, > log p,[(logloglog p,)?

per «quasi tutte » le differenze p,, ,—p,. Il risultato di K. PrRaACHAR
& tuttavia pit preciso.

Sulla disuguaglianza a destra del teorema A occorre ricordare
che: ammettendo la validitad dell ipotesi di RiEMANN, H. CRAMER [1]
ha dimostrato:

TEoREMA CO:

Se h =Ne(log N)B, 0 <<« <{1/2, =0, &:

X d, = O(Vlog® N/(hlog h))

dn>h
pasN

e A. SELBERG [5] ha migliorato questo risultato con:

(8) Z d,= O(Nlog®N/h)
dn<<h
PN

(sempre perd ammettendo I’ipotesi di RIEMANN).
Come corollario del teorema di A. SELBERG si ricava:

9) per « quasi tutte » le differenze p,,, —p, si ha
Doy — Py < g(pn) log’Pm

dove g(x) & monotona, crescente a —+ co (lentamente quantfo si
vuole), ma sempre.ammettendo Vipotesi di RIEMANN.
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Occorre tuttavia osservare che la (8) & una affermazione molto
pit forte del teorema A per cid che riguarda il numero delle
differenze « molto grandi»> e questo giustifica che si richieda
Vipotesi di RIEMANN nella dimostrazione del teorema di A. SEL-
BERG.

I1 teorema A sarebbe il « migliore possibile» se, per ogni
H>1 (grande a piacere) valesse:

(10) Dy(N; (1/H)log N, Hlog N) < ¢8N/log N,

con un p=p(H) <1 e ogni N= N,(H, 8); ma non siamo in grado
di decidere sulla validitd o meno della (10). Vale perd la pena di
ricordare, in questo ordine di idee, il seguente teorema:

TeorEMA D: (G. Ricor [4], Teorema X, osservazioni):

Siano v e A due costanti, 0 << <A << + oo, tali che
Ds(N; wlog N, Xlog N)~ 3Njlog N.
Allora mecessaritamente & :

u << 15/16, A=>p +1/8.
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