
BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Salvatore Russo

Un criterio di convergenza delle serie di
polinomi di Legendre.

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 3, Vol.
15 (1960), n.1, p. 20–24.
Zanichelli

<http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1960_3_15_1_20_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale è consentito libe-
ramente per motivi di ricerca e studio. Non è consentito l’utilizzo dello
stesso per motivi commerciali. Tutte le copie di questo documento
devono riportare questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)

SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/

http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1960_3_15_1_20_0
http://www.bdim.eu/


Un criterio di convergenza délie serie di polinomi di Legendre.
Nota di SALVATORE RTTSSO (a Catania)

Sunto. - Generalizzando un risultato précédente, si deduce la convergenza
oo

délia serie di polinomi di LEGENDRE S awPM(x), nel punto x = x0
tl=O

(— 1 < x0 < 1), dalla uniforme Umitatezza délie somme jparsiali délia
oo

serie di poten ze S antn in un opportuno arco délia circonferenza
n=o

111 = 1. Corne applicazione, si stabilisée la convergenza délia serie di
polinomi di LEGENDRE nel caso che la successione \ &n 1*1=0,1,2,... sia
ntonotona e limitata.

Sumioary. - A preceding resuit is generalized causing the convergency of
ex

the set of LEGENDRE" s polynomials S aMPn(x), in the point x —x0
n—0

(— 1 < x0 < 1). derived from the uniform limitation of the partial addi-
00

tions of the power-sets S ant« in an opportune arch of the circumfe-
n—o

rence | 11 = 1. As application, the set-convergency of LEGENDEE' S poly-
nomials is to be stated in the case the succession j aM |w=o, 1,2,... will be
monotonous and limited,

1. In un précédente lavoro (]) ho dimostrato, fra l'altro, il
seguente criterio di convergenza délie serie di polinomi di LE-
GENDRE :

TEOREMA 1°. - La serie di polinomi di Legendre :

(1) 2 anPn(x)
n=o

a coefflcienti an reali, dove si supponga

lim Vl~S

converge in ogni punto x0 interno alVintervallo (— 1, 1), per cui
sia convergente la serie

S an(a;0-f-»Vl-aî0 ')n.

(*) Cfr, S. Kusso, Sulla convergenza délie serie dei pohnomî di Legendre,
«Bull. Acad. royale de Belgique», serie 5% Tomo XXXVIII, 1952,
pp. 168-175.

{*•) Se p > 1, la serie (1) converge uniformément e nell'intervallo chiuso
(—1, 1); a proposito si veda loc. citato in (*).
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Inoltre, supposto x0 soddisfacente a questa ipotesi, la somma
délia (1) è data dalla formula :

ff'^>dt

dove t è una variabile complessa, y la circonferema | t j = 1, e
f(t, x0) la somma délia serie di poterne:

fit, * o ) = J o a M [ 2 T - ^

Mostrerö ora che si puô dare a questo teorema una maggiore
generalità. Più precisamente vale il

TEOBEMA 2°. - Se le somme parziali délia serie di potenze

(2) S aj\ (p-l/max lim VK~| = 1)

sono uniformemente limitate in un intorno deVjpunto t0—xo-hiVl—x0^
con x0 interno alVintervallo (— 1, 1), la serte (1) converge per
X —x0; se inoltre, t0 risulta interno al campo di esistenza délia
funzione analttica f(t) generata dalV elemento (2), la somma S(x0)
délia (1), neZ punto xOÎ è da£a daZZa formula : ' c

ï

y è ancora la circonferenza \ t | = 1.

DIM. - Osservùuno dapprima che essendo la (2) a coefficient!
reali, le sue somme parziali risultano limitate anche in un intorno
del punto t0 coniugato di t0.

Poniamo t = ç H- iirj, e fissato un numero e > 0 determiniamo
un S > 0 taie che : 1°) l'intervallo I s (as0 — S, o;0 ̂ - S) riesca cori-
tenuto in (—1, 1); 2°) i tratti L e L' délia circonferenza y:

che si proiettano in J, abbiano lunghezza minore di s ; 3°) quando
Ç varia in J, per i corrispondenti punti di y si abbia | v̂  | ( ^ h*
con h positivo.
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(3)

Si avrà allora per i punti t contenuti in y — L — L' :

t1 — 1
2(t - x,)

e per ££ Z, o t £L' :

f 8 y

:— 1 < 1, - as, | ^ fc.

Scegliendo e sufficientemente piccolo, si puö determinare, per
1' ipotesi fatta, un numero M taie che risulti :

(5) I SJt) | < M, n = 1, 2, 3,... ; Sn(t) = S a»<*,
fc—o

per t variabile in ognuno dei tratti L e L\
Ciö posto, tenendo presente ohe per la formula di SCHLAFLI,

si ha :

risulta :

m+p
S aKPn(o;0)

2-K

t1 - 1 1n

dt
2-K t —

-dt

L+L'

da cui, per Ie (3), (4) e (5), si deduce per m sufficientemente
grande :

2Mz 2M\

Quindi la serie S anPn(x^) è convergente.
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Se il punto £0 — x0-+-i V1 —xo* e interno al campo di esistenza
délia funzione f(t), anche t0 appartiene a questo campo (per aver
snpposto la (1) a coefficient! reali), e perciö scegliendo e sufficien-
temente piccolo ed M eventualmente piti grande, si ayrà per t
variabile in ciascuno dei tratti L e L' :

(6)

Si ha quindi :

f(f) | <: M.

L+Lf

donde per le (3), (4), (5) e (6) deduciamo per m sufficientemente
grande :

-K



SALVATORE BÜSSO

Dunque avremo :

oo

S a„P„(*0) =
t-x..

2. Come applicazione del criterio di convergenza sopra esposto
abbiamo il seguente

TEORBMA. 3°. - La serie di polinomi di Legendre :

(7) S anPJx)

è convergente per ogni x interno ail'iyitervallo (— 1, 1) se la suc-
cessione ! an |n=o,iï2,... è monotona limitata.

DIM. - Infatti, posto

sh = 1 -+- t -+-... H- th~\ k = 1, 2,...

risulta, per ogai ^ =|= 1 délia circonferenza | ^ | — 1 :

1 —
1 — t

Ne segue, supponendo che la | an («=0,1,2,... si& non decrescente :

2*e = | (a 0 - a^

pj
| 1 —

donde. per le ipotesi fatte e per il teorema 2a, segue la conver-
délia (7) in tutti i punti interni ail' intervallo ( —1, 1).


