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Iiisoluzione delle equazioni del tipo « Faltung » con la trasfor-
mata di Laplace, senza ipotesi sul comportamento all'infinito.

Nota di PIERAKITA RizzoNEL-Li (a Milano)

Sunto. - Si estendono dei teoremi di esistenza ed unidtà della soluzione
di equazioni del tipo « Faltung » senza condizioni asintotiche, per
t —•*• -+- oo, per Ie funzioni assegnate e per la soluzione. Si considéra
anche il caso d% equazioni concernenti composizioni secondo varietà
lineari.

Sumniary. - Some existence and uniqueness theorems of the solution of
équations of «Faltung» type are extended without imposing asymptotic
conditions^ for t —>- -h oo, on the data and on the solution, The case
of équations regarding compositions on linear manifolds is also consi-
dered.

r applicare il metodo della trasformazione di LAPLACE per
ottenere dei teoremi di esisteuza e unicità della soluzione di sistemi
di equazioni integro-differenziali del tipo « Faltung » (l) si fanno
delle ipotesi sul comportamento asintotico, per t —- H- oo, delle
funzioni che, con ulteriori considerazioni, si possono eliminare.

Taie eliminazione è Toggetto della presente nota. In essa mi
varrö di un accorgimento analogo a quello introdotto da L. AME-
Rio (2) per eliminare le ipotesi sul comportamento asintotico delle

(*) P. RIZZONELLI, Estensione del teorema del Bint sulle fun&ioni im-
plicite aile equazioni integro-differenziali del tipo « Faltung >, * Rendic.
dell'Istit. Lombardo di Scienze e HJettere, Classe di Scienze », Vol. 92
(1957), pp. 117-131.

(2) LJ. AMJBRIO, SulVapplicazione della trasformata di Laplace alVinte-
grasione di equazioni a dériva te parziali senza alcun vincolo sul compor-
tamento alVinfinito della soluzione, « Rendic. del Circolo Matematico di
Palermo», Tomo LXTII (1940-41).

Jj. AMERIO, Belazioni tra il metodo della trasformata multipla di
Laplace e il metodo di M. Biesz per Vintegrazione di equazioni di tipo
iperbolico, « Rendic. dell'Accademia ISTaz. dei Lincei », note I, I I G I I I ;
Yol Y fasc 6, Yol YI fasc. 1, Yol YI fasc. 2 (1948).

G-. DOETSCH, Handbuch der Laplace Transformation, Band III , Yer-
lag Birkhâuser Basel (1956), pp. 261-262.
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soluzioni di equazioni differenziali trattate con la trasformata di
LAPLACE.

1. Si consideri un sistema di m equazioni integrali

(1) f,(X(t), T(f)) = 0 (i = l, 2,..., m)

in cui X(t) è un vettore assegnato, X{t) — | Xx(t), X2(t),..., Xn(t)\, e
Y(£)=J Y,(£), Y2(0,, »., Ytt$) I è iPvettore incognito. Per Ie com-
ponenti XJJt) del vettore X(t) si fanno Ie ipotesi che siano integra-
bili secondo LEBESGTTE nell' interyallo limitato 0 < t < T, ed esi-
stano perciè Ie trasformate

T

(2) Xj{p) ̂  je-^X3{t)dt ij = l, 2,. . . , n).

La (1) si ottiene sostituendo i prodotti integrali ai prodotti
algebrici nel sistema

(3) fx(x, y) = 0 ( * = 1 , 2,..., m)

avendo indicato con f£x, y) m funzioni analitiche delle n -+- m
variabili x = j x1, x%,..., xn \ e y — j ̂ j ? yt,..., ^//;, !, nulle nel
punto x^=y — 0 e tali che risulti diverso da zero, nell'origine, il
déterminante jacobiano delle ft rispetto alle componenti yk del
vettore y, sia cioè

(4)

II sistema (3) è allora, come ben noto, univocamente risolubile
rispetto alle yh in un intorno della radice (0̂  0) e le m funzioni
analitiche che si ottengono gono rappresentate da m serie di potenze:

(3) ]N"ella (5) si è posto, con notazione consueta, x» per indicare i\ pro-
dotto a^vi-a^vs... SCKVW e v^= | v4, v2 , .„ , vM | è un vettore a componenti intere
non négative.
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Mostreremo che, nelle ipotesi enunciate, il sistema integrale (1)
ammette, per 0 <; t <ç T, una ed una sola soluzione Y(t) data dal
vettore di componenti

(6) Y4(0 = Sv6v(wX*v(«) (4) ( f c= l , 2,. . . , m).

Nella (6) i coefficienti hv
{h) sono gli stessi che compaiono nella (5)

e Ie serie convergono, quasi ovunque, nelVintervallo 01—I T.
Si prolunghi la definizione del vettore X(t) per t > T in modo

che Ie funzioni Xj(t) risultino assolutamente trasformabili secondo
, nell'intervallo 0 1— oo: possiamo ad esempio porre

ed indicheremo con X(0 = | X{(t), X2(0,—^ Xn0) | il nuovo vettore
definito in 0!—oo ed ovviamente trasformabile in valore assoluto.
Allora il sistema di equazioni integrali

fAX(l), T(0) = 0 (i = l, 2,..., m)

che si ottiene ancora dalla (3)̂  con Ie consuete sostituzioni, ammette
per un teorema già dimostrato (5), nell'intervallo 01—CXD, escluso al
piiL un insieme di misura nulla, una ed una sola soluzione Y(t) =
= ! Yi(0, Y2(0, .«, Tm(t)\ assolutamente trasformabile, di componenti

Yk(t) = Sv 6v<
wZ*v(0, (ft = 1, 2,..., m)

Ie serie essendo quasi ovunque convergenti in 0 1—oo.

È evidente che per t<T Ie funzioni Yk(f) e Yfc(£), queste ultime
definite dalla (6), (k = 1, 2,..., m) coincidono essendo X/t) ^ X,^}
y = l, 2,..., n).

Pertanto, per 0 < ^ ̂  T, twa soluzione del sistema (1) esiste
ed è data dalla (6).

Taie soluzione è anche unica.

(4) L a scri t tura X*v(£) ya iuterpretata nel modo seguente : X*v(t) =
= X, *vi * X2*

V2 * . . * Xn*
vn(t), con la convenzione di non sorivere quei

fattori cui competa esponente v? = 0.
(5) Yedi loc. citato in (A).
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Supponiamo infatti clie Y°(t) = \ YW), Y2
Q(t),..., YJ(t) \ sia

una ulteriore soluzione del sistema (1) per 0 <Ç t <; T. Prolunghiamo
per £> T Ie definizioni dei vettori X(t) e Y°(t) ponendo

X(t) = X(t) per 0 < t < oo

e inoltre

Y°(t) = 0 per t > T.

Avremo allora, quasi ovunque in 0 !~~ oo, per un teorema di
AMERIO (6),

essendo Ie TJt{t) delle funzioni assolutamente trasformabili, nulle
per 0 < t < T.

Le funzioni ƒ,(#> Ï/)—ttt=:4>t(a;, ̂ /, 'W), avendo posto u~\u19 u%,..., um\
sono ancora analitiche, nulle nell' origine ed inoltre risulta

Pertanto il sistema

4>X^ y, u) = 0 (̂  = 1, 2,..., m)

è univoeamente risolubile, rispetto alle componenti yh del Tettore
y, nelFintorno dell'origine ed ammette la soluzioue analitica

yk(x, tt)= S c<^nx
mun (A = l, 2,..., m).

»*, «

Ciascuna funzione yk(x, u) si puö anche scrivere come somma
di m + 1 funzioni analitiche : una dipendente solo dalle n varia-
bili I x19 xi9..., xn | = x e Ie altre funzioni delle n -+- m variabili
as, e | »,, f*,,..., ^ m I = M.s,

Si avrà allora

yk(x, u) = <pft(x) -+- St u,gt,k(x. u).

(6) L. AMERIOJ *SU alcune queshont relative alla trasformastone dt
Laplace, « Rendic. dell'Istit. Lombardo di Scienze e Lettere, Classe di
Scienze », Yol. LXXVI, 7° della serie III , fase I I (1942-43).
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Ma per tt —0 (cioè per ut — 0 (i^l, 2,..., m)) <Pt(x, y< 0) =
e pertanto Ie ^ ( x , 0) = cpfe(o;) (& = 1, 2,. . . , m) coincidono con Ie
funzioni yk(x) date dalla (5).

Sarà quindi
/ \ ^ tSk) V? VI n(*. *)

yk\X, 'M) = 2JV OV XV -f- 2; t Wt 2J p r / s iC't*5.
l r, s

In virtu di teoremi già dimostrati possiamo affermare che il
sistema di equazioni integrali

ACXXO, Y%t)) - Z7,(0 = 0 (* = 1, 2,..., m)

ammette nelFintervallo Ohoo una ed una sola soluzione assoluta-
mente trasformabile, di componenti

S (j(') "v "Vïfc *• TTïk ̂ / - / \

= y»(0-t-2, ff, * w„»(0.
l

Si osservi che, corne si è già notato, per 0 < t <: T, Yk(t) ^ Yk{t)
e inoltre Z7,(0 =̂  0. Perciö per 0 <; t < T risulta

S» Z7j * W(>^) = 0 quasi ovunque

e quindi

La tesi è cosï provata.
Per quanto riguarda i sistemi di equazioni integro-differen-

ziali, nella dimostrazione del teorema di esistenza e di unicità
della soluzione ei si riporta al caso di un sistema di equazioni
integrali. Pertanto quello che si è ora detto per questi sistemi
continua a valere anche nel caso di sistemi di equazioni integro-
differenziali.

2. Analizziamo ora Ie equazioni integrali, non lineari, del tipo
« Faltung » nelle quali si considerano composizioni secondo varietà
lineari (7).

(7) P. RIZZONELLJ, Sulla risoluzione delle equazioni integrali concernenti
composieioni secondo varietà lineari, « Bollettino TT. M. I, », Anno XIV,
n. 3, pp. 327-337 (1959).

Si tenga presente che nella nota qui citata, in accordo con una corre-
zione apportata in seguito, un vettore è detto positivo o negativo a seconda
che sia positiva o negativa la minima delle sue componenti.
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Per maggior chiarezza di esposizione ci riferiremo ad un'equa-
zione in cui le funzioni assegnate sono solamente due.

Sia X(-r\i,..., y\k) = X('i) una funzione definita nel dominio
rettangolare r (Q-<Lns < T5 ; j = 1, ..., k) dello spazio a a k dimen-
sioni e Y(tlf...1 tx) = Y(t) una funzione definita nel dominio
T(0 < tx < Ti, i = 1, ..., iV) dello spazio T ad iV dimensioni con

|*i 1 f̂ îil
k<CN. Con i ed 7] si sono indicati i vettori colonna t = * e v) = h .

Sia A^=[af.tS] una matrice reale dî ordine "[AT, 1É] a elementi
öt.5^0 e non avente colonne nulle. Fissato in x un punto t si
consideri la varietà lineare V, passante per t, e di equazione
vettoriale

avendo indicato con ; il vettore colonna l = •:

Le funzioni X(vj) e Y(t) siano integrabili secondo
rispettivamente nei domini F e T. Esisteranno perciö le trasfor-
mate (a dominio di integrazione limitato)

(7)
x(q) = j e-ffnZ(»i)dr =

r

avendo indicato con p il vettore riga complesso 2> = [ # , , » . , PN] e
con q il vettore riga q — pA.

Sia

(8) f(x, y, ë)= S Om, n, rxmyner (m ̂  O, n -h r > 1)

una funzione analitica délie variabili x, y, z, per la quale risulti
f(x, 0, 0 ) ^ 0 ed fs(0, 0, 0)4=0. Allora, per il teorema del DINI
sulle funzioni implicite, l'equazione

f(x, y, ») = 0

è univocamente risolubile, rispetto a #, in un intorno dell'origine
e si ha

(9) 8(x, «/) = S b^ vxPyv (|* > 0, v > 1) ;

risulta pertanto ^(x, 0) ss 0.
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Alla (8) associamo, in T, Pequazione integrale

(10) /(Z, Y, Z)(t)= 2 am,„,rl(Z*«)*(T*»)|*Z*'(t) = 0
m, n, r

nella funzione incognita Z(t). Nella (10) si è indicato con X*m

la m-esima potenza del prodotto integrale calcolata in T, con Y*n

la w-esima potenza del prodotto integrale calcolata in T e con

(X* Y)(t)=f X(ri)Y(t -

il prodotto di composizione secondo la varietà lineare V. Con F
si è poi indicato V insieme definito dalle limitazioni

(il) otztj-kwk, o<v,ft^r,.
i

Neïle ipotesi poste V equazione integrale (10) ammette, nel domi-
nio Tj una ed una sola soluzione data dalla funzione

La seHe (12) converge quasi ovunque in T e i coefficienti che
in essa compaiono sono gli stessi della (9).

Infatti si prolunghino Ie definizioni delle funzioni X('/]) e Y(£),
al di fuori dei domini r e T, per y\j>0 e ^ t ^ 0 (j = i,... . &;
i= 1, .„, iV), ponendo

e inoltre

0 per

0 p e r ^ T .

Le funzioni X(vj) e Y0) sono ovviamente assoltttamente trasfor-
mabili e risulta

= 2T( Y)

2(Z) = ƒ e-9-nZ(7i)dff = £ r(Z)

IV
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essendo T' e er' i domini illiinitati definiti rispettivamente dalle
limitazioni ^ ;> 0 (i= 1,..., N) e v^-^O (j = l,..., fc). Si è indicato
poi con F/ il dominio definito dalle limitazioni

(13) O^^.-S.a-/),.
i

È ovYiamente r /DF, , Segue inoltre dalle (11) e (13) Ff = F/nF
e quindi, essendo X(rf) = 0 per vj $ F, nell'integrale potrenio consi-
derare solo i panti 7) Ç F : risulterà allora _

(Z* TXO =fx(rï)Y(t -
r

Se poi è 2 Ç ï1, ed vj g rÉ, risulta ^ — AVÏ Ç T, e quindi

(Z* Y)(t) =

L' equazione

f(X, % Z)(j) = 0 ( tg T')

che si ottiene ancora dalla (8) con Ie consuete sostituzioni ammette,
in virtù di un teorema già dimostrato (8), una ed una sola soluzione

(14) Z(t)= S b^(X+%<J**)(t) (^>0, v>l)

assolutamente trasformabile e la serie (14) converge quasi ovunque
in T'.

Ma, per vj g r , è Zfo) « Z(vj) e per fçT è Y(t) = Y(0 ed inoltre
in T si ha, corne già osservato,

Perciö, per i Ç T le funzioni ~Z(t), data dalla (l4), e Z(t) definita
dalla (12) coincidono. Una soluzione dell' equazione (10) pertanto
esiste ed è data dalla (12).

(8) Vedi loc. citato in (7).
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La soluzione è inoltre unica.
Supponiamo infatti che sia Z°(t) un'ulteriore poluzione dell'e-

quazione (10) nel dominio T. Prolunghiamo ancora Ie definizioni
di X(ri) per y\$T e di Y(t) e Z\t) per t $ T ponendo

in a'

Y(t) = Y(t) in T'

Z°(£) = 0 per t$ T.

Sarà

f(X, Y, Z*)(t)=ü{t)

quasi ovunque in T', essendo Z7(0 una f unzione nulla (quasi ovun-
que) in T.

La funzione f(x, y, z) — u = <ï>(x, ^, z, u) è ancora analitica ;
risulta inoltre <*>(#, 0,0, Ö ) - O e <ï>2(0, 0, 0, 0) 4= 0.

Pertanto V equazione

<3>(x, y, z, u) = 0

è univocamente risolubile, rispetto a 0, nell'intorno dell'origine e
la soluzione, analitica, si puö porre nella forma

z(x, y, u) == -i>(x, 2f) + te I ̂ (a;, 2/, u) -h (̂a;) |

essendo <p, ̂ r, ed Ji funzioni analitiche ed inoltre gf(x, 0, 0) == 0.
Ma, per u = 0, è 4>(aj, f/, s, 0) — ƒ(», y, z) e quindi s(x, y, 0) s cp(̂ , «/)

coincide con la funzione s(x, y) data dalla (9).
Sarà allora

z(x, y, u) = S b

(v > 1, r -f- s > 1).

In virtù di un teorema già menzionato possiamo affermare che
1'equazione integrale

f(x, r, z°)(t) - u(t) = o
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ammette, in T', una ed una sola soluzione assolutamente trasfor-
mabile

Z\t)= 2 b^(l*v)*(Y**){t) + U* S Çp,r,.(X**)*(T*»

- £7* G(t) •+- (H*U)(t).

È facile constatare che per t € T si ha

Infatti, in T, Z(t) H= Z(£) e inoltre è, quasi ovunque, U(t) = 0.
Perciö risulta quasi ovunque in T

Ü * G(t) = 0

La tesi è pertanto dimostrata.

Nel caso di una generica equazione integrale o di sistemi di
equazioni integrali concernenti composizioni secondo varietà lineari,
si puö dimostrare che continuano a valere teoremi di esistenza e
di unicità per la soluzione pur prescindendo da condizioni asin-
totiche per Ie funzioni assegnate.

Ci riferiamo ora agli enunciati dei teoremi di cui ai paragrafi
2 e 3 del lavoro citato in (7) e supponiamo che Ie funzioni Xk(vi{h))
( f e ^ l , 2,..., l) e Yh(t) (h = l,..., m) che ivi compaiono siano defi-
nite rispettivamente nei domini Tk (A; = 1, ..., l) e T.

Con Vk si è indicato un dominio rettangolare appartenente
allo spazio ck ad &k dimensioni e definito dalle limitazioni :
0 < v ) l ^ r 7 o , (i •=. 1, 2,. . . , oĉ ). Con T si è indicato un dominio
rettangolare appartenente a r e definito dalle disuguaglianze
0<^^r, ( i = l, 2,..., N).

Inoltre si suppone che Ie funzioni Xk(-r\lk)) e Yh(t) siano integra-
bili, secondo LEBESGUE, rispettivamente nei domini limitati Tk e
T. Con procedimento del tutto analogo a quello sopra esposto si
dimostra che, nelle nuove ipotesi formulate, gli enunciati dei
paragrafi 2 e 3 del lavoro (7) sono ancora verificate e pertanto,
nel dominio T € T, esiste ed è unica la soluzione dell' equazione
integrale e del sistema di equazioni integrali ivi considerati.


