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Trasformate dî funzioni di ripartizione.

ISTota di ANGELO PISTOIA (a Milano)

Santo. - Si caratterizzano i nuclei K(x, t) per i quaïi K(cR.)fE@ essendo
<B} GR, K(ifc) Ie classi di funzioni definite nel § 1.

Summary. - The A. characterise the kernels T£(x, t) for which K(éït) C <S
where <3, §1, K(âR) are defined in § 1.

1. Consideriamo Ie classi @, cR- ed Ct definite nel modo seguente:

GR è la classe delle funzioni di ripartizione: cioè delle funzioni
F(f) mai decrescenti, continue a destra e per Ie quali F(— oo) = 0,

G = ©(IR) è la classe delle funzioni f(x), caratteristiche :

oo

f(x) = fe"*dF(t)
(1) —00

O è la classe delle funzioni î (5r, t), (con ÜL(0, ̂ ) == 1 per ogni
t Ç It), limitât e in JE ̂  (— oo < x, t < -+- oo), B-misurabiM come
funzioni di ^ per ogni asÇi^, continue come funzioni di #, nel-
l'intervallo 1 .̂, per ogni ^ÇI^ escluso, al più, un insieme <*t di
misura nulla su It.

Posto

t)dF(l)
(2)

consideriamo infine la classe X(cR) delle funzioni ^(x) trasformate,
secondo la (2), delle F€&.

(Per ogni F € SI, 1T Ç O, la (̂ar), definita dalla (2), è continua e
limitata in Ix .
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Infatti, dalla ipotesi \ K(x, t)\-<LM in E, segue, per ogni xçlx,

<-*O OO

I Ka) | «£ ƒ | K(x, t) | dF(t) ^M f dF(t) = M.
—oo —oo

Risulta poi, per ogni x^I^ (x),

oo oo

lim tyx) = lim [K(X, t)dF(t) = [K(XÙ9 t)dF(t) = +(»0)).
—oo —oo

2. Ciö preraesso dimostriamo il seguente TEOREMA.

ÇI <B se e solo se K(x, £)£<& per ogni ^ I f - ( 7 r

Se K(x, t)Ç © per ogni i^ Jt — aM allora risulta, per uu teorema
di BOCH^EB, (2),

(3) ïPiqK{xp-xq, t)upüq>0
i

(come di consueto z dénota il coniugato del numero complesso z)
per ogni t Ç It — <rt e qualunque siano l'intero n, i numeri reali xp,
i numeri complessi tip .

Ne segue, comunque si prenda F in B e per la scelta già pre-
cisata di n3 xp, up,

(4) Sp, s+(«P —
i

oo

= ƒI S
—oo

(1) Cfr.j ad es., CRAMÉR H.? Mathematical Methods of Statistics, Prin-
ceton Univ. Press, 1946, 67.

(2) Cfr., ad es., JJEVY P. , Théorie de Vaddition des variables aléatoires,
aautier-Villar, Paris, 1937, 39.
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Essendo poi |(0) — 1, dalla (4) e dal teorema di BOCHNER cui
si accennava a proposito délia (3), scende la tesi.

Supponiamo ora che K(3l) Ç Ö. Risulta allora, (3),

n _
(5) S , , q <l>(x0 - xq)upuq =

i
oo

= f)S„,,K(»„-*,, t)u„üq]dF(t)>Q
1

—oo

comunque si prenda F in GÜ e qualunque siano Pintero n, i nu-
meri reali xpi i numeri complessi up.

In particolare, indicando con \xPl, &Pl, $Pl \ i valori che coin-
petono ad una scelta arbitraria di \xp) ap, $p\ nella classe dei
numeri razionali e posto uPl = u.Pl-*-i$Pl3 sarà

(6) ƒ j %xqi K(xPl - xqi, t)uPluqi \ dF(t) > 0

comunque si prenda F in Ht e qualunque sia Pintero n.
Data l 'arbi t rar ietà délia F, la (6) implica T esistenza di un

insietne «r̂ , di misura nulla su It, taie da aversi

(7) S, = 2 ^ qi K(xPl — xqi, i jwj,^! > : 0
i

per ogni t g I, ^ , (4).

(3) Y. la (*j.
(4) Pe r provare la (7) basta estendere un classico ragionamento del

calcolo délie variazioni .
Se o^ non esistesse si avrebbe allora S i < 0 in nu insieme o di misura

positiva su If.
n _

Possiamo anche supporre a chiuso e lirnitato? 2Pl, qx K(xPl — xqi, fyup^q^
i

continua in o.
Siano poi £t e t* le ascisse minima e massima di o; X il plurintervallo

n „
aperto formato dai punti di tt~t2 ^ o ; \i = max | ~pltqi K(Xpx—xqi, t)uPluqi \,

tGa i
— si noti che è \x. < 0.
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Facciamo ora variare \xp, OLP, $p\ nella classe (F) dei numeri
razionali.

Ad ogni scelta (T) di \xp> ocp, $p\ in (V) è pertanto possibile
associare un insieme at fdi misura nulla su It) taie che dalla
ipotesi :

ƒ) dF(t)ï>09

si prenda F in IR e qualunque sia Vintero n,
segua:

S P T Ï T K{XVT - xqT, t ) u p ^ S> O
1

per ogni t£ ït — <7,T.
Per l'arbitrarietà della F, la (5) implica dunque che sia

2p,qK(xp — xq, t)upug>0

per ogni t £It — at (<jt =• U T \ ) © qualunque siano Tintero ^ ed i
numeri razionali xPi ap, $p con up = OLP -+- i$p.

Oiö premesso riprendiamo la (5) associando ai numeri reali
xp> ocp, ppj (up ̂  a^ -+- *Pp), una successione di numeri razionali

Dalla (5) e da quanto précède scende allora, per ogni t ÇIt — <st9>

Ciö premesso scegliamo F(t) ponendo

F (t) = 0 per * <
^(Q = l per t>
F'(t) — 0 per <g X

x mis (o)

Per taie seelta di F(t) sarà allora

per

00

ƒ j ZpiqiK(xPl - xqi, t)upruqi j dW(t) = ^ ~ ƒ ( ... t <tt < 11 < 0
— OO (7

contro la (6).
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e quindi anche, per la continuità di K{x, t) in Ix1

n
2Pj q K(xD — xq, t)upug > 0
i

cioè la tesi per il teorema di BOCHNEB cui si accennava a propo-
sito della (3).

3. Dal teorema dimostrato nel § 2 seendono due corollari dei
quali, il primo, è ben noto nel calcolo délie probabilità (5).

COROLILARIO I. - Se f(x)£ <B allora

Infatti K{x, i) — f{tx)^<B per ogni t€It, (Q)< e la funzione

i
t per 0 < 2 < l

1 per t>l

0 per t<0

l, corne è evidente.

. COROLLABIO I I . - P0St0

TT

1 ^
(8) Jöfa) = - ! cos (x cos T)C£T,

(9)
f(x)=Je«*dF(t)

— oo

Ft 31,

(5) Cfr. ad es., GTIRAULT M., Transformation de fonctions caract. par

intégration, « C. R. A . Sc. P a r i s , 238, 1954, 2223, 24.
(6) Cfr., ad es., L O E V B M., Probability theory, Y a n ISTostrand 1955, 194.
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la funzione
oo

(10) ty{x) = f J0(tx)dF{t) € e

—oo

e risulta

(11) ty(x) -= - / B j f(x cos t) ! di,
o

(come di consueto B{z) dénota la parte reale di z).
Posto

1
~t per 0 < t <- TT

1 per
( 0 per £<0,

iT(05, i) r = COS (5C COS £) ^

_ j Q%X COS i _^_ g " * 9 3 C 0 S *

2

dal teorema del § 2 scende che J0(œ)€ <5 perche F
per ogni t£ lt. Siccome poi J0(tx) Ç (2 per ogni t£ Iti sempre per
il teorema del § 2 resta provata la (10).

Risulta infine, per la (S), la (10) e per essere F(t) a variazione
finita

oo

•h(x) = fja(tx)dF(t) =
— OO

oo 7T

= - ƒ dF[t) f cos (tx cos r)â,T =

—oo 0
71 oo

= - i fa J cos (tx cos T)dF(l) =

oo

(X C0S T ) -»- A " X C0S T) I ̂ T —

— - E\f(x cos T) I di

0

essendo, corne è ben noto. ƒ*(— x) = J(x) per ogni xç. Ix.

0 — o o

7T

— 9~ / i f(X

0

7T


