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Due teoremi su alcune serie divergenti di Dini

a termini positivi,

Nota di ErRNEST S'l‘IPANIC, (a Belgrado)

Sunto - Sia

o
Z e, =s (en—1>¢,>0)
n=0
una serie convergente e
oc
z d, (@p—y >a, — 0, n — o0}
n=0
wuna serte divergente, dove
[e o) (oo [ee] [e o] [ee] n
Cp—y — C ° ¢ An—y — a a X
(1) 2 2= 3 " 22 s m = X, D,= S dy)
9 D n—i k ”n k
n=1 Cp— n=0"n— n=1 n—1 n=o0y k=n k=0

sono le serie divergenti di DiNi a termini positivi [1].
In questo lavoro dimostreremo un teorema concernente le serie (1}
ed un altro concernente le serie (2).

TeEorEMA 1.

a) Se
(L.1) lim % —u <t (_"" <1, n> no)
n—s00 Cn— ‘c’l—l
e
(1.2) (G < Cntifen—r), =1, v=0)

allora la serie

(1.3) b3 (cm”“ —n  Cn )

n=1 Cp—r Ty

sara convergente ed avra la somma

(1.4) g:"§1<£_i)+3cno—l< o _’ﬂ:l) 0<3<1)

n=1 \"n—y Cnemi PTrg—1 \1 — Cnp—1

(1) Possiamo menzionare che abbiamo gid trattato in un nostro lavoro
[2] due teoremi i quali sono analoghi ai teoremi qui trattati.
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b) Se

(1.5) lim % —1

9 — 00 cn—]

allora la serie

(1.6) O§ ; Ch—t — Cn . Cn

n=1 , cn—) rn—)
sard divergente.

DimosrrazIONE. Dimostriamo preliminarmente 1’ asserzione a).
Dalla condizione (1.1) segue

. v
lim % =u,
n—00 Vn-y
oppure
. r . r w
lim = lim " =
w—r00 Cn ne—sn VYuy — ¥n 1—{~/v
e percio &
1.7 5] (ﬁz_“—l)=_¥"_ — T
n=ny \Cn Cn—y 1— ® Cny—1

In base alle relazioni (1.1) e (1.2) avremo

o) en \V 1 ®
Z( )£~ 2 Cngy n=mn,, v=0)
v=0\Cn_1 Crny=0
cioé
1 - 1
i ¢, — Cn Tn—m
cn—'l
da dove facilmente risulta
(1.8) Tamy o Tnl)
cn—] - Cn
Poiche
c, < C,
¥y—1 7,

(?) Lia relazione 7,_/en—y =1,/c, (R=mn,) sard soddisfatta, per esempio,
nel caso della serie geometrica convergente.
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in rapporto alla (1.8) si ha

C Cpy—
(1.9) n g Tt (n=n,)
r'n—l T’Vlo—l
Essendo
fe o] Mny—1 ~ (o] -
» (cn—l — Cy _ Cn ) — 02“ ( Ty _ Cp ) + X Cn (r_n — "n——i)
n=1 Cp— n—y n=1 \",—1 Cn—y n=m ¥y—1 \Cy Crn—t

segue in base alle (1.7), (1.8) e (1.9) che deve essere

'noi—l (Tr“ Gy ) = °2°: (cn_‘ —C, &y ) <

n=1i n—1 Cr—r n=1 Cp—1 Yp—r

< 11(51 ( L _ &) + c‘no—l ( [t _ r'no—l)

n=1 \7 c Tng—1 1— |23 Cpg—1

n—14 n—A_

e percid la serie (1.3) sarh convergente ed avra la somma (1.4).
Dimostriamo ora 1’asserzione b). Dalla condizione (1.5) risulta

(1.10) lim S —1

n—c0 V,—

ed ancora

. C . Y 4 —7
(1.11) lim 2= lim 2=t "»n—9
n—~oo ¥y Yn

Mettiamo

cl = % . ﬁ c"/r“

L Ty k=1Cx—1/Vx—t
oppure

n
(1.12) ‘in:ﬂ.ﬂ(l_wk),
T’n T() k=1 Ck._l/’l‘k_]

In rapporto alle (1.11) e (1.12) ed ai noti teoremi dalla teoria
dei prodotti infiniti [3] risulta che la serie

Cp—1/Ti—1 = CalTs
Cr1[T—

k=1
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sarda divergente e poiché

r C

n

n—1 c'n_\

o0 oc
» cn‘—l/rn—l —cn/,rn =3 Tp— n

n=1 7T

n=1 G“_‘/’l"n_ 1 " ¥

in base alla (1.10) sl conclude facilmente che anche la serie

x©

3

Nn=1

Yo . Cy,
C

7

n—1 n—1

sara divergente, cioé la serie (1.6) (3). Coun cid il teorema & comple-
tamente dimostrato.

OsSERVAZIONE 1. Se si prende una di queste condizioni:

(€ = CatolCn—r); cc" < O G o Ot (51 v >0)

n—1 Contv Cu—t  Cniy

in luogo della condizione (1.2), allora si vedra nel modo analogo
che varrad un’asserzione analoga all’asserzione a).

OSSERVAZIONE 2. Se si prende

®
r,W= 2 % (rn=c; £=1,2,3, .)
v=n-+1

allora si pud 1’asserzione @) enunciare in una forma generalizzata
nel modo seguente:

Se
lim % =<1 (£L<1,n2no)
ne—sr 0 Cp—1 Cp—1
e
(1.13) | s el P il (k=p; n=1,v=0)

() 8i pud facilmente vedere nel modo analogo che anche la serie

Cn __Cun—1—Cn

I r48

1| Tn Cn

sara divergente.
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allora la serie

(p) ( p—1)
(0]
z < @ (p—l\)
n=1 ’VL 1 ’VL—l

sard convergente ed avra la somma

(p) (P—l) (1’—1) (p)
ng—1 [ 7
(p) — % ”_ Trg—1 il ng—1 |
o= 2 <p—1)) T |\ T—p e/ 0=%<D
n=1 \Ty_ Ly Prp—1 ¢ Frg—1

dove p & un numero naturale fissato.
La dimostrazione di quest’ asserzione generalizzata & completa-
mente analoga alla dimostrazione dell’ asserzione a).

Si oftiene 1’ asserzione generalizzata analoga quando si prende
una delle condizioni:

(k-1) (k—1
[ (Ic-—1)]/—|—1> r(k—l)[ (k—1) Yo — n+v+1 |

DD T
W,
n Ty
D 2 g k=p, n=1,v=0)
n—1 n+tvy
in luogo della condizione (1.13).
TeorREMA 2. a) Se
D dm * dm-——] dn—l . d2n+l ",:
(2.1) Dm, = dm—l _ dm ’ dn — d,l—i > d _ d“+1 (Dm —kiodk).
e
2 -
(2:2) lim F2t %5400
ne—eoo Qpyoy — d,,

dove p & un numero naturale fissato, allora la serie

s L dn—l - dn _%_
(23) 'nEl ( du—l o Dw.)
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sarh convergente ed avrd la somma

mt Dn—l d'n 1 1
@4 8= 3 ( i -—T"_l) + "(X— - dm_l)Dmd,n (0<o<1)
b) Se
. az, « da_

2.5 1 n® =
2.) ey —d,
allora la serie
, @ |ld,_,—da dn |
{2.6) ¥ [Pt " @ O

n==1 dn—i D'n

sarh divergente.
DimosTRAZIONE. @) Dalla prima relazione ipotetica (2.1) segue

(2’7) Dm-—l dm—l > Dm dm

e dalla seconda

dn . d‘n-l dn—‘;—l e dn

28 .t 3 o T
( ) dn—i - dn * dn+i = dn - dn+l

Se si suppone

D’l‘l'_ld'n—1 > D“dn )

cioé
ay— dn
=g - —a,
allora sara
Ay, d,
Dn-H > Ej—ai—_a—n -+ dn-H

ed a causa della relazione (2.8) sard anche

dn +1 d"'_

du - dn+1

Dn+l -~
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oppure
(2.10) Dydyp> D, d,.,

Dalla relazione ipotetica (2.9) necessariamente segue la (2.10)
a causa della seconda relazione (2.1), e dall’alira parte la relazione
(2.9) & soddisfatta per » == m a causa della (2.7). Dunque, secondo
il principio d’induzione completa risulta che la (2.9), rispettiva-
mente la relazione

1 1
d._, < D.d,

(2.11) 5

n—i n—

deve essere soddisfatta per ogni numero naturale % > w.
Poiche

1 1
D, _, <D, —oco, 77— < 5 — 00, N — O
n—i n 3 d“_-i d” bt
si ha
D,—D,_ ar, d,_
2.12 1i D,d,= 1l . et R T et it
( ) nToo " n—]inoo i__ 1 ”_1_13100 dn—i - dn

in base al noto teorema di SToLz-JENSEN [4].
In rapporto alla (2.10) risulta

(2.13) sup(D,—,-d,) =sup(D.d,—ad*,)=supD,d, —infd?, =D, dn_,

n=m n>m n=>nt n>nt

Essendo

3‘? (d'n,—i _ dn _ %) :”El(Dn—i . dn ) -+
1 ”

n=: dn— i n=—1

D
® 1 1
- Z D”_ldn(D”dn o Dn—l dn—l)

n—m

segue in base alla (2.2), (2.12) e (2.13) che deve essere

mz—l(_D”__l s >< 3 (d”_,—dn_gz_,,) <

n=1 D'”' d'ﬂ“‘i n=1 d”__‘ -DVI/
m—-13/]) d 1 1

< 3t sy (3 —
§< D, d.,_i) + Doy (5 — dm_l)

cioé la serie (2.3) sard convergente ed avra la somma (2.4).
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Dimostriamo ora I’ asserzione b). In base alle (2.5) e (2.12) risulta

lim D,d, =0

n— 0

e se si mette
”n D,_.d._;— D.Jd
Dody = Dod. I (1___kl'l_’r_k)
0 0k=1 Dk—x dk—l

allora si pud facilmente concludere, come nel caso del teorema.
precedente [cf. (1.12)], che la serie

[ee]
(2.14) p)

n=1

Dn—idn—l - Dﬂn
Dn—i dn—l

deve essere divergente.

In oltre &
© | D,_.d — D,d ® D, |D,— d
215 » n—1in—{ nYn — 2 T n—i n
( ) n:1 Dn—idn--i n:an—-‘i D'ﬂ dn—l
e
(2.16) lim D, =1.

B — 00 n—i

Poiche la serie (2.14) & divergente risulta in rapporto alle (2.15)
e (2.16) che sard divergente anche la serie

Dy  dun
D a._,

” n

©
2
¥

n=1

cio® la serie (2.6). Con cid il secondo teorema & completamente
dimostrato.

OsSERVAZIONE 1. Se si suppone

dzn ¢ dn —1

(2.17) ey
n—s — W

-—_— 00, B — OO

allora si dimostra analogamente come nel caso dell’ipotesi (2.5)
che la serie (2.6) sard divergente. Inoltre si dimostra facilmente
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che anche la serie

x dn dn— _ dn
Z _ s
Nn=1 D n—yq dn

sara divergente mnel caso dell’ipotesi (2.5) come pure in quello
dell’ipotesi (2.17) (4).

o

OsSERVAZIONE 2. Se si prendono le condizioni

dm * dm—{ dn . dn—g dzn-&-g
Ty —d," Guy — o~ @ — g,

ne
Dm < (Dm - z dl.)
k=0

in luogo delle condizioni (2.1), allora si pud facilmente dimostrare
<che varrd un’asserzione analoga all’ asserzione ).
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(*) Infine possiamo dire in generale:
<o
Se : a, (dy > 0)
n=0
& una serie divergente e se

Dndn — O, " — o

Dn°dn-—boo, N —-— o
allora le serie
co

e 2

n=1

(;;o du—l—dn_d_”
Dn

n=1 dn—i

d, dn—i - dn

n—i d”

saranno divergenti.



