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Due teoremi su alcune serie divergenti di Dini

a termini positivi.

Nota di ERNEST STIPANIC (a Belgrado)

Sunto - Sia

n—Q

una serie convergente e

S dn (dn_, > dn — 0, n — oo>
0

una serie divergente, dove
oo r „ co n OO/7 / ? c x > / 7 oo n

(1) s ^ ^ 1 i ? (2) S — , S —, (rw_,=: 2. cA, i)n— 2

sono üe serie divergenti di DINI a termini positivi [1].
Jw- griiesfo lavoro dimostreremo un teorema concernante le serie

ecü î*t«. altro concernente le serie (2).

1.

a) Se

(1.1) lim

e

(1.2) {eny+1 < cn+v(cn-i)\ (n > 1, v ̂  0)

allora la serie

(1.3)

sarà convergente ed avrà la somma

(1.4) ^ s
n=i

(M Possiamo raenzionare che abbiamo già trattato iu un nostro lavoro-
[2j due teoremi i quali sono analoghi ai teoremi qui trattati.
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b) Se

(1.5)

allora la serie

(1-6)

SU ALCUNE

l im

00

.1 Cn-i

c

SERIE

Cn

0 C M _

— Cn

n j

DIVERGENTI DI D I N I , ECC.

— 1

Cn

rn-i
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sarà divergente.

DIMOSTRAZIOXE. Dimostriamo preliminarmente l'asserzione a).
Dalla condizione (1.1) segue

l i m —VL ^ ( A ,

oppure

e perciö è

lim ! • = lim= lim =

(1.7) S i*_ * n—i

In base aile relazioni (1.1) e (1.2) avremo

0 0 / /» \ v 1

V=0 \t>?l — i
Cn-fy

cioe

da dove facilmente risulta

(1.8)

Poichè

(2) La relazione rn—i/cn—t=rnl
cn (**^wo)

nel caso délia serie geometrica convergente.

soddisfatta, per esempio.
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in rapporto alla (1.8) si ha

(1.9) -2L. <

Essendo

(n > n0

» = l

segiie in base aile (1.7), (1.8) e (1.9) chë deve essere

„=i VrB-! cn_J w = 1 \ cn_j ^„-

r«0_i \1 — Cno-J

e perciö la serie (1.3) sarà convergente ed avrà la somma (1.4).
Dimostriamo ora l'asserzione 6). Dalla condizione (1.5) risulta

(1.10)

ed ancora

(1.11)

Mettiamo

l im T». = 1

lim ï? = lim 1«=* > = 0

oppure

(1.12) _

In rapporto alle (1.11) e (1.12) ed ai noti teoremi dalla teoria
dei prodotti infiniti [3] risulta che la serie

t - J n - , — chjrh
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sarà divergente e poichè

00

in base alla (1.10) si conelude facilmente che anche la serie

Cn—1

sarà divergente, cioè la serie (1.6) (3). Cou ciö il teorema è comple-
tamente dimostrato.

OSSERVAZIOKB 1. Se si prende una di queste condizioni:

C n +y+l .

in luogo délia condizione (1.2), allora si vedrà nel modo analogo
che varrà un' asserzione analoga ail' asserzione a).

OSSERVAZIOÏTE 2. Se si prende

rn
(« = S rv<*-» (rv

(« = cy ; h = 1, 2, 3, ..)
v=«-|-i

allora si puö l'asserzione a) enunciare in una forma generalizzata
nel modo seguente:

Se

n —* oo Cn_i

(1.13) , v^O)

(3) Si puö facilmente vedere nel modo analogo che anche la serie

00

2

sarà divergente.
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allora la serie

n—l yn-i ^

sarà convergente ed avrà la somma

dove p è un numero naturale fissato.
La dimostrazione di quest' asserzione generalizzata è compléta-

mente analoga alla dimostrazione delP asserzione a).
Si ottiene F asserzione generalizzata analoga quando si prende

una délie condizioni:

(fc-D tft-i
r„(fc—înv+i-^ (fc-i)r (fr-i)-iv. i» ^ Vv+i.
l*n J ^rn-\-v Uu—i J Î (/c—i) ^= Œ—i) '( / c i )

* n—i * n-{-y

(fc-i)

(D (
' «—i ' n+v

in luogo délia condizione (1.13).

TEOREMA 2. a) Se

l) Vm > ^ ^ j - Î J— ^ — > 3 J 5

(2.2) lim ^

dove p è un numero naturale fissato, àllora la serie

(2.3) S (dn~' ~ d" - -D

n = l \ an—l *->n
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sarà convergente ed avrà la somma

(2.4) S = m 2

521

î-5
 1-r-)Dmdm

b) Se

(2.5) im f " * 'k-1 =l im = 0

^„_i — dn dn

allora la serie

(2.6) ;
n

sarà divergente.

DIMOSTRAZIONE. a) Dalla prima relazione ipotetica (2.1) segue

(2.7) B , dm , > D , dM

e dalla seconda

(,*- oj -+- <X _)_ ̂ >

Se si suppone

cioè

allora sarà

ed a causa délia relazione (2.8) sarà anche
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oppure

(2.10) Dnd»>DB + 1dn + 1

Dalla relazione ipotetioa (2.9) necessariamente segue la (2.10)
a causa délia seconda relazione (2.1), e dalP altra parte la relazione
(2.9) è soddisfatta per w = w a causa délia (2.7). Dunque, secondo
il principio d'induzione compléta risulta che la (2.9), rispettiva-
mente la relazione

deve essere soddisfatta per ogni numero naturale n > m.
Poichè

Dn_j <d Dn —*• oo, -=— <d - j - —* oo, n —̂  oc

si ha

(2.12) lim Dndn= li

in base al noto teorema di STOLZ-JENSEN [4].
In rapporto alla (2.10) risulta

(2.13)
n>

Essendo

œ M , - dM _ ^ \ _ - - V A^» _ _^_

/ 1

«=m

segue in base alla (2.2), (2.12) e (2.13) che deve essere

V / A ^ i _ _dn_\ . Ŝ (*n — *« M ^

cioè la serie (2.3) sarà convergente ed avrà la somma (2.4).
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Dimostriamo ora l'asserzione 6). In base aile (2.5) e (2.12) risulta

lim Dndn =

e se si mette

allora si puö facilmente concludere, corne nel caso del teorema.
précédente [cf. (1.12)], che la serie

(2.14)
oo

2
n~idn-i — Dndn

deve essere divergente.

In oltre è

(2.15)
00

(2.16) lim D„
„_oo D n - t

Poichè la serie (2.14) è divergente risulta in rapporto alle (2.15)»
e (2.16) che sarà divergente anche la serie

On-i

cioè la serie (2.6). Con ciö il secondo teorema è completamente
dimostrato.

OSSERTAZIONE 1. Se si suppone

(2.17) \ - dw-t oo, n —̂  oo

allora si dimostra analogamente come nel caso delPipotesi (2.5)-
che la serie (2.6) sarà divergente. Inoltre si dimostra facilmente-
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che anche la serie

oo

s

ERNEST

dn
Dn—t

STIPANIC

dn-i —
dn

'dn

sarà divergente nel caso dell' ipotesi (2.5) corne pure in quello
-delFipotesi (2.17) (4).

OSSERVAZIOKE 2. Se si prendono le condizioni

D dm * dw_t d» - c^_t d W i _ «

in luogo délie condizioni (2.1), allora si puö facilmente dimostrare
-che varrà un' asserzione analoga ail' asserzione a).
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(4) Infine possiamo dire in generale:

Se

è una serie divergente e se

allora le serie

oo

\dn — 0, n

/7 {̂

d„-< Bn

oo, tt •—•- oo

e S
D„-,

saranno divergenti.


