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Sur une équation différentielle non-lindaire
du deuxieme ordre.

Nota di Ivax BaNDIC (a Belgrado)

Résumé. - En uhilisant les dérwvées vrélatives, on effectue ici la transfor-
mation de Uequation (1) en équation (2), qui est résoluble par gquadra-
teures sous la condition (5). Les résultats obtenus sont, ensuite, appliqués
aux équations (12), (13) et (17), lesquels se présentent dans certains
problémes de la phisique théorique.

1. Il s’agit d’une équation non-linéaire ayant la forme
(1) Y+ 9ly)y” + fleyy’ + glahly) =0,

qui se presente dans certains problemes de mécanique.

En résolvant un tel probléeme, R. MlLLER, [1]. réduit (1) & ’équa-
tion de BESSEL, ayant supposé que les coéfficients verifient les
conditions suivantes

1— 4/'(@/):

oly) = )

glx) = e—zg(w)[i exp (2 f e_g(w)dx) —v;
s =[fleida; (o = ot

On va demontrer ici que (1) se resout par des quadratures lox-
sque lon pose une seule condition entre les coefficients f(x) et g(x).
Les résultats obtenus seront, ensuite, appliqués & certains cas
spéciaux de I'équation (1), lesquels, du reste, se présentent dans
certains problémes de la physique théorique.

(1.1) Dans le cours du présent travail ont été appliquées les
dérivées relatives de M. PE’I‘ROVIC/, [2]. La dérivée relative de
I'n-iéme ordre de la fonction u(x) est introduite par la définition

wm aru
A,,(M) = w ' (’M/(") = 7)

d’olr ’on trouve de nombreuses relations entre les dérivées rela-
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tives. On a utilisé ici les relations
u
s =s0)+a0); & (2= — a0k a0 =na,wy;

) = 0 0) + 8,0); (o ) = oxp [a ) =,
ot uw = u{x), v = v(x).

Lorsque Von introduit, dans la dérivée A (u), o u =wu(x), la
nouvelle variable ¢{ au moyen de la substitution x =a(f), on obtient,

1 , dx
(2) A\(u)y = = A(u)e (95 = zﬁ) .

2. L’équation (1) peut étre exprimée sous la forme de

1
As(y) + fl2)A,(y) + v [9(@)d(y) + ¢ly)y?] =0,

ou bien
’ 1 'z
ML)y exp f fia)da)  [g(e)¥) + sy = 0.

En introduisant la nouvelle variable indépendante { au moyen
de la substitution ax— x(f) cette derniére équation devient

B sl (Lexp [t + L ety + sl =0,

ol les dérivées (simples et relatives) sont prises par rapport a la
variable .

Si Pon choisit, ensuite, x(f) de facon que

d
4) El:%; = exp [ flx)dex; t= f exp|[— f f(x)dx]dzx,
et que l'on pose entre les coefficients f(x) et g(x) la condition
o) gla) = exp (— 2 [ fle)da),

on obtient de (3)

Y’ -+ Uy) + o(y)y* = 0.
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Au moyen de la substitution
(6) Y =53 Y :36@/

cette équation est transformée en équation de BERNOUILLI

Hy)

as
== +9(y)y + =0,

dy
dont I’intégrale générale est

"
S=2\c, — 2./ (—i” dy), r—exp(—2 f o(y)dy).

De I, en se fondant sur (6) et (4), on trouve 1’intégrale géné-
rale de I'équation (1), dans laquelle la condition (5) est satisfaite

@ [oe—2[*Laytay=e + [foxp(— [ feramae.

(2.1) Par conséquent, ’équation non-linéaire
(8) y" + oyy” + fleyy’ + gla)yby) =0,
gia) = exp (2 [ flejda)

est résolue au moyen de quadratures.
Son intégrale générale est donnée par la relation

9) f [)\ (c, ——u2 / q'Lz/) dy)}_;dy =, + f [exp (— ] flx)dx)]dx;

A=exp(—2 f o(y)dy).

3. Dans ce paragraphe on expose certaines applications de la
proposition contenue dans (2.1). On suppose que ¢(y) =0. L’équa-
tion (8) prend, dans ce cas-la, la forme suivante

(0 o+ fay + g =0 i) =exp (—2 flde)
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et son intégrale géuérale est, & la base de (9)

(11) f (€, —2 [ Yyldy) > dy = ¢, + / [exp(— [ fla)de)]de.

(8.1) Si Yon suppose que Y(y) = y", V'équation (10) devient
12) o+ fely =gy o) =exp (— 2 fla)dy

et ce n’est que I’équation généralisée ’ EMDEN, dont les forme spé-
ciales apparaissent dans certains problémes de physique théorique
et d’astronomie, [3]. Une condition d’intégrabilité de 1’équation
(12) est donnée par D. MITRINOVICI, (4]

L’intégrale générale de P’équation (12) se trouve maintenant
directement de (11)

[(c, + _?_ 1 :1/“‘+‘>‘%dy =, +/'[exp (——.[]‘(x)dx)]dx.

{3.2) I’équation (10), sous condition que Y(y)= — e apparait
dans la forme de l’équation généralisée d’ EMDEN. des sphéres
gazeuses isothermiques

(18) '+ flaly =g@e,  gla)=exp(— 2 fle)ds)
dont les cas spéciaux, & cause de leurs applications, ont été traités

sous de points de vue différents, [5].
L’ intégrale générale de I’équation (13) est, & la base (11)

f(c, + Zey)_é dy =c, +] [exp (—[f(x)dx)]dx.

(3.3) De (10) on trouve pour (y)= -—i

(14) v+ fiay =T gle) = exp (— 2 fledo)

L’intégrale générale de cette équation est, & la base de (11)

(15) Jier+ 2t ay =c, + [fexp (— [ wyaoilaa.
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Lorsque Von introduit dans (14) la nouvelle fonction inconnue
z par la substitution

1
(16) Y = zexp (—— 5 [f(x)dac)

on obtient I’équation non-linéaire de forme
(17) 22" + 2%(x) = P(x),

ol
(18) )= — A, (exp é ff(x)d'r) , B{x) = exp (—ff(m)dx).

L’intégrale générale de I’équation (17). en tenant compte de la.
condition (18), est obtenue de (16)

z2 =1 exp % ff(x)dx.

olt y est donné par la relation (15).

Quelque formes spéciales de I’équation (17) se présentent dans.
I’électronique, [6]. Une solution plus générale de cette équation
est trouvée aussi par T. Leko, [7], ainsi que par I. BANDI(,:, [8]-
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