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Sur une équation différentielle non-linéaire
du deuxième ordre.

Nota di IVA:NT BANDIC (a Belgrado)

Résumé. - En utilisant les dérivées relatives, on effectue ici la transfor-
mation de l'équation (1) en équation (2), qui est résoluble par quadra-
teures sous la condition (5). Les résultats obtenus sont, ensuite, appliqués
aux équations (12), (13) et (17), lesquels se présentent dans certains
problèmes de la phisiqne théorique.

1. Il s'agit d'une équation non-linéaire ayant la forme

(1) y" -4- *{y)y" + f[x)y' + g[x)ù(y) = 0,

qui se presente dans certains problèmes de mécanique.
En résolvant un tel problème E. MULLER, [1], réduit (1) à l'équa-

tion de BESSEL, ayant supposé que les coefficients vérifient les
conditions suivantes

; </(*) = e-^{± exp (2 ƒ e

${x)=[f(x)dx; (v = ctc).

On va démontrer ici que (1) se résout par des quadratures lor-
sque l'on pose une seule condition entre les coefficients f(x) et g(x).
Les résultats obtenus seront, ensuite, appliqués à certains cas
spéciaux de l'équation (1), lesquels, du reste, se présentent dans
certains problèmes de la physique théorique.

(1.1) Dans le cours du présent travail ont été appliquées les
dérivées relatives de M. PETROVIC, [2]. La dérivée relative de
l'n-ième ordre de la fonction u(x) est introduite par la définition

tiin) l dnu
AJu) = ,

" ' ni
U

d'où Ton trouve de nombreuses relations entre les dérivées rela-
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tives. On a utilisé ici les relations

A, Q = \(u) - A^); Â u") = «A

^exp / w&c) = exp / kx{u)dx = u,

où u = u(x), v = v(x).
Lorsque l'on introduit, dans la dérivée A^w), où u = w(x), la

nouvelle variable 2 au moyen de la substitution x = œ(t), on obtient^

(2) A,(w)fl. = -,A l(«) t ,

2. L'équation (1) peut être exprimée sous la forme de

ou bien

M») W ^XP J A*)^»)-«- " [flfW+fe)

En introduisant la nouvelle variable indépendante t au moyen
de la substitution x = se(£) cette dernière équation devient

AJ^A, ( | , exp ƒ rt*Hfa) + J Wart+fc)*'* + ?(t/)!/'2] = 0,(3)

où les dérivées (simples et relatives) sont prises par rapport à la
variable t.

Si l'on choisit, ensuite, x(t) de façon que

dx f CC
(4) ^ = exjpj f{x)dx ; t — J exp [ - J f(x)dx]dx,

et que Ton pose entre les coefficients f{x) et g(x) la condition

(5) g(

on obtient de (3)

y"
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Au moyen de la substitution

(6) • = >, y" = 4 1

cette équation est transformée en équation de BERNOUILLI

dont l'intégrale générale est

* = Me, - 2 j ̂  dy), X = exp ( - 2Jy[y)dy).

De là, en se fondant sur (6) et (4), on trouve l'intégrale géné-
rale de l'équation (1), dans laquelle la condition (5) est satisfaite

<7) ƒ [Me, - 2 ƒ ̂  dy)]-2 dy =c2 + ƒ [exp ( - ff(x)dx)]dx.

(2.1) Par conséquent, l'équation non-linéaire

(8) y" -H <st(y)y'* H- f[x)y' -+- g(x)^{y) = 0,

est résolue au moyen de quadratures.
Son intégrale générale est donnée par la relation

(9) ƒ [À (Cl - 2 ƒ M d»)] 2% = c2 -»- ƒ [exp ( - jf(x)dx)]dx;

X = exp (— 2 J <p(j/)%).

3. Dans ce paragraphe on expose certaines applications de la
proposition contenue dans (2.1). On suppose que y(y) = 0. L'équa-
tion (8) prend, dans ce cas-là, la forme suivante

(10) y" -H f(x)y' -h g(x)ù(y) = 0, g(x) = exp ( - 2ff( x)dx)
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et sou intégrale géuérale est, à la base de (9)

(11) ƒ (C| - 2Jwy)dyn dy = c2 -+- ƒ [exp ( - ƒ f(x)dx)]dx.

(3.1) Si l'on suppose que ù(y) — y", l'équation (10) devient

(12) y" -+- f[x)y' = g(x)yn, g(x) = exp ( - 2Jf(x)dx)

et ce n'est que l'équation généralisée d'EMDEK, dont les forme spé-
ciales apparaissent dans certains problèmes de physique théorique
et d'astronomie, [3]. Une condition d'intégrabilité de l'équation
(12) est donnée par D. MITRIJSTOVIC, [4].

L'intégrale générale de l'équation (12) se trouve maintenant
directement de (11)

ƒ (Cl ~*~ ̂ T\ ? /° l + 1) %dy = c% ~*~J[exp (^
(3.2) L'équation (10), sous condition que ty(y) == — ey apparait

dans la forme de l'équation généralisée «I'EMDEN, des sphères
gazeuses isothermiques

(13) y" H- f\x)y' - g(x)é», g(x) = exp ( - 2J f(x)dx)

dont les cas spéciaux, à cause de leurs applications, ont été traités
sous de points de vue différents, [5].

L' intégrale générale de l'équation (13) est, à la base (11)

J(Cl -+- 2 ^ ) 4 dy = c2 -H J [exp ( - Jf(x)dx)]dx.

(3.3) De (10) on trouve pour ty(y) =

(14) y" -t- f{x)y' = ^ , g(x) = exp ( - 2 ƒf(x)dx).

L'intégrale générale de cette équation est, à la base de (11)

(15) J(c, + 2lny)-i dy = c2 H- ƒ [exp ( - jf(x)dx)]dx.
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Lorsque l'on introduit dans (14) la nouvelle fonction inconnue
z par la substitution

(16) y = e e x p ( - | ƒ«*)*>

on obtient l'équation non-linéaire de forme

(17) zz" -*- «*a(x) = p(a;),

(18) %{x) = - A3 (exp g Jf(x)dr)j , p(») = e*P (-ff(x)dx).

L'intégrale générale de l'équation (17), en tenant compte de la
condition (18), est obtenue de (16)

= y exp ^ / ft#

où ç̂ est donné par la relation (15).
Quelque formes spéciales de l'équation (17) se présentent dans-

l'électronique, [6], Une solution plus générale de cette équation
est trouvée aussi par T. LEKO, [7], ainsi que par I. BAÎTOIC, [8].
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