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Sur quelques extensions d’un théoréme de Titchmarsh.

par SERGE VASILACH (a Bucarest)

Summary. - In the present paper the author gices some extensions of

Titchmarsh’s theorem: 3 f b esof(x)dx = 0,z a compleax number z => :f =0
[+7

a.e. in the interval (a, b) of R %, to scalar measures defined in the
n

paralellotope I' = = [a;, b;] of R*(n=1) and also to functions defined
J=1

wn Ty, taking values in R” or in a locally convex space F, which are
integrable with respect to a positive measure p on I, .

1. B. C. TITCEMARSH a démontré, (v. [1], Lemma 2. 1, p. 287-288) le
TaEOREME 1. - Soient: R la droite réelle; 1 un intervalle fini
de R d’origine a et d’exirémité b, a <<b; f(t) une fonction numé-
rique sommable dans 1 intervalle I pour la mesure de Lebesgue sur R.
St

b
F(z) :]ez‘f(t)dt =0, 2=i+, S€R, n¢R,

alors f(t) =0 p.p. dans 1.
Dans le présent travail nous exposons quelques extensions de
ce théoréme, aux mesures et aux fonctions définies dans R*, n> 1.
Soient:

R" = espace euclidien & » dimension, n >1;

X" — espace numérique isomorphe & R";

E" —=dual de X";

Z" = E" + 45" = espace vectoriel & = dimension complexe,
canoniquement construit sur Z" (ou espace des formes linéaires a
valeurs complexes sur X");

t=1t, 8, t,1€X"; 2=12,,2,,..,8, | EZ",

==t + i, 2=+ in, £ € E", n€E"

Z2-t= g] z,t; = produit sealaire & valeurs complexes;

i=1
I, — pavé formé de » intervalles d’ origine (@,)1<j<n et d’extré-
mité (bicjcn, 168 (@)i<jzn, (Bh<j<n ayant des valeurs finies et
a; <b;, 1<<j<n.
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Soit, d’autre part, » une mesure quelconque sur R"; on a:

THEOREME 1I. - S¢

FO= f estdu(t) =0
Ta
ou
E=(, &, CEZT, CJ=EJ+7;’];, §EE, 9, €2,

=L+, E€E", 4€E", U= 2 {f,
=1

&
A

t=(,, ey ey )€ XY, du(l) = dAulfy, bss o5 B,

alors on =0 dans

n
r,= 10 Ja,bl
1=1

Remarquons tout d’abord que Von peut toujours ramener le
pavé T, au cube K,—=—[—1,1]*, par le changement de variables

® =G WE G i,

ce qui nous donne

F(C):exp( % W)]exp < 3 b Ea’ C,xj) .
=1 =1

Ky
b, —a, b, —a, b, + a,
- du R R 5 &n 5 .
En posant
b, —a n
z7:;§_’§” 2= (2, Bys.+52), BX= 32 2,X,,
7=1
b, —a, b, +a, b,—a, b, + @,
( 3 T Ty ey 5 O+ =v(®, Zy,...2,)=v(x),

le théoréme II est ramené & monirer que

[F(z) :./.e”dv(x) = Q] => (v = dans I%n =1—1, :[".

”n
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Pour simplifier les écritures, nous donnons la demostration
pour % — 2, en prouvant que:

11
[F(z, y By) = []eﬁ”l‘”zx?dv(x, , xZEO)} => (=0 dans K, =—1, 1[).
-1 —1
DEMONSTRATION.
Prenons
B, =%, B, =1n,;
il vient:
1 1
®) Fin,, tno)+F(in, ,— iv;?):2[eimw1 {cos 13, (2, , X,)—dv(x, ,—x,)]
—1 0
et

1 1
(6) F(—in,, 1;7],)+—F(—'i7]|,—i‘f,2)=9/8 imm‘] €08 1,2, AV(Z, , X5)— dV(X,, — )]
—1 V]
Done
(7 F(in,, iny) + Flin,, — in) + F(—1dn,, in) + F(— 9, —in,) =
EL 1
= 4/ cos nlxl/cos njdv(e,, x,)—dv(x,, — x,)] =

1 0
1

1
:4//cosnlx,cosv;2xz[dv(x,,xz)—dv(x,,—xﬂ)—dv(——acl,x?)]q-dv(——x,,—— )]
00
et
2
en intégrant par rapport & u, de 0 & X, et par rapi)ort & 1, de 0

a4 },, on a, en appliquant le théoréme, de FuBINI (v. BOURBAKI [2],
Théoréme 1, §8, no. 1):

N A
) [/ LF (g, tny) + F(in,, — tny) + F(—dn,, @0) + F(—iy,, —iny)] -

00

En maultipliant les deux membres de (7) par Rl 2M2

sin n,%, sin 7%,
h

dn,dn, =

2

= 4[[[‘1"(5”“ x,) —dv(z,, —x,) — dv(z, , — 2,) + dv(- x4, — 25)] -

AL 22

"[sin g, sin .U
. [/ . 1 ;. 22 cos 0,2, COS n,2,dn, dr,y .
1 2

¢co
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Mais pour u,, x,, (i =1, 2), réels, on a:

M s .

sin 4, % sin ny,u,
———e —=— €08 1,%,dn,dn,
2

(.

Done, en vertu du théoréme de Lebesgue de passagé a la li-
mite sous le signe d’intégration, (N. BourBaKkI [3], Théoréme 2
du chap. IX, § 4, nr. 3) on a pour A\, => + oo, A,=> + co:

ff Fala e
— 8 j, (@, %g) = U'%\"'l k) — A(— T, @) + d(— 2, — )]+
0 o

© o
[ ('sin w7, sin w,7,

. } /_; oS 7,2, ———— €08 1,X,d7,dny, =

1 Ny
00

o0 o

=/][F(im- 04,) + F (@0, , — ing) + F(—in, 4n) + F(—in, — in,)] -

sin ,m, sin uyn,

N N

dn,dn,
Mais

T
10y fsil‘ cosnxdn= S g pour ™ < u.

Opour x> u

Done, eu égard a (10) et & la condition F(z,, z,) = 0, la relation
(9) prend la forme:

) Uz

(11) /ﬁdv(xl y X,) — dv(x,, —x,) — dv(— =z, x,) + dv(— x,, — wz)]'

00

pour 0 <<u, <1; 0 <<u,<<1.
D’autre part on a:

(12) F(in,, iny) — F(in,, — in) = 2@] fe“hwl sin g,z dv(z,, ) =

—1 -1

1 1
=2 [eim”l [sin ng@ [dv(, . 2,) + dv(x,, — x,)]
—1 °
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d’ou:
1 1
(18) F(—iayiny) —F(—in 1,—fin,):2i/e—iﬂ1m1[sin 1, 2,[ V(X ,26,)+dv (X, — ;)]
—'1 0./
et

(14)  F(iny, @0y) — F(in,, — @n,) + F(— in,, 40,) — F(— in,, —in,) =

1 1
= 4@'/005 mx,/ sin g fdv(z, . x,) + dv(x,, — x,)] =
-1 1]
1 1
= 4’&] cos n,wl[sin 12, [d(x,, ©) + dv(e,, — x,) — dv(— x,, x,) —
0 0

— dv(—xy, — )]

i 01— Wy
En multipliant les deux membres de (14) par E“M —(E_:i—ﬂ—?,
1 2

alors par des opérations analogues aux précédentes, on trouve:

o0 0o

sin u,m, 1 — cos Uyn; . . . .

(15) /f ~ s - 22 [Fing, dng) — F(en,, — ing) +
00

+ F(— iny, tng) — F(—iny, — dng)]dnidng =

11
= 4i'//[dv(x,. Lg) + dv(@y, — xe) — dv(— 21, @) — A(— 2y, — z2)] -
00

[oe] (o]
sin ugn, 1 — cos Une

o« | —————cos nyxydny | ———————— cos nxdn,.

N N2
[ o
Mais
1 — cosu,r, ©/2 pour e << u, -
16 /———2 COS M,Xalny = g .
(19) Ne X202 =1 pour xz > us

]

Done, en vertu de (16) et de la condition F(z:, 2;) =0, la rela-
tion (15) nous donne:

U U2

17 / f [av(aey, a2) + dv(aey, — x2) — Av(— @y, 3)— dv(— x4, — 22)]=0.
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De méme, compte tenu de (12) et (13), on a:
F(in,, i) — F(bar, — @n) — F(—da,, in) + F(— tny, — n2) =
1

1
—_— 4/5111 mxij sin nas[dv(ac,, @) + dv(ey, — x)] ==
1 0

11
= — 4] [sin 4, 8in nae[dv(Xy, X2) + dv(y, —xs) +
0o 0
+ dv(—xy, ) + dv(— x,, —xx)] = 0.
R . 1 — cos w7, 1 — COS %y1;
En multipliant cette relation par . 1 _4 272
1 2
trouve par des opérations analogues aux précédentes:

W1 Us
18)/ /[dv(x‘ , ) + dv(x,, — ) + dv( - @y, X)) + dv(— %y, —x5)] =0,
0
pour 0 < u, <1, 0 <<u, < 1.
Enfin les relations (5) et (6) nous donnent:
F(ing, i) + F(in,, — i) — F(— 40, tno) + F(— @0, —in) =

1 1

= 4@'/ sin moclfcos %[ (g, 28,) — dv(e,, — X))} =
—1 0
rl
=4 Usinmxl €08 n222[ Av(xs,22) —dv(a,, — s) + dv(—2 4, 29)— AV(—acy, — X) .
00
En multipliant les deux membres de cette relation par L:—‘IIC—(EL
1

sin nu, A i .
—‘—?, on trouve de méme, par des opérations analogues aux

2
précédentes:

Uy g

19) [f[dv(xh xg) — dv(ey, — ) + dv(— 2y, x) — dv(—x,, — x)] — O.

pour 0 <u, <1, 0 < u; <1. En posant:

uy Uy ) Ug

X, =fj dv(zxy , x2); X =J.'/.dv(x“ — )

(20) 0 0

u) Ug "y Ug

Xa.—__-(jdv(— Ty, X2); X.x:j /dv(———x“ — ),
0 0 o0
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les équations (11), (17), (18) et (19) sont équivalentes au systéme
suivant d’équations linéaires et homogénes:

X, —X,—X,+X,=0
X, +X—-—X,—X,=0
X, +X+ X, +X,=0
X,—X2+X3—X4:0

@1)

qui n’admet que la solution unique:
(22) X=X, =X;=X,=0.
Compte tenu des notations (20), la solution (22) s’écrit encore:

Uy Ug Uy Ug

(23) j[dv(m,, ) =/jdv(x,, — ) =

:d[ojdv(—m“ ) =OJOJ (= x), — ) =0

pour 0 <<z, <u, <1, 0 <<, <u, <1. Mais
7"‘1“2
@ ([fac =0 powro<u <1 0=u<1)->

00

=> (=0 dans]0, 1]?).

2. On démontre la proposition exprimée par I’implication (24)
en considérant la fonction & variation bornée qui définit la me-
sure v. Mais, étant donnée l’importance de cette proposition dans
diverses applications, nous en exposons ci-aprés une démonstra-
tion qui nous semble inédite, en démontrant le

TrEorREME III. - Soient:
R" Vespace euclidien & n dimensions, n==1; a=1{a,, Aay..., &, ;
un point fixe et x=\x,, Xy,..., X, un point variable de R"|

H, = ﬁ [a;, ;[ pavé semi~ouvert, produit de n intervalles, d’ori-
gine ﬁgzc:elaj et d’extrémité variable x;, tels gue — co < a; << a; < b; <
<oo, 1l<<j<n; T,= ﬁ [a,, b, = pavé fixe semi-ouvert, contenu
dans R". a
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Soit w une mesure quelconque sur R".
Dans ces conditions, si la mesure pL(H ) est égale & zero, alors

on a v.=0 dans le pavé ouvert F = H la,, b
]—_

DEMONSTRATION

La démonstration de ce théoréme s’appuie, en premier lieu,
sur la propriété soustractive de la mesure yu,

i e. (FCE)=> wWE — F)=u(E) —«(F).

&
Py
e
®
o
o
2.
Lol
]
[t
.
&)
L

j=1
un pavé semi-ouvert quelconque, contenu dans I',,. On a

[ .J[—[ iy Bl —Ta, o[, 1<<j<mn,
d’ o1

(25) V‘( 1] [‘7’7) ﬁy[)—-ui H [ i3 p][x([an, pn[_[an, ‘xn[)(:
j=1

n—1

:V‘(]El[ s B[ [ @, Bnl._ H [, B[ ><[a., nD

Mais
n—i w1
_Hl[aj’ ABJ'[X[(""’ an[D Hl[“j’ pj[x[u’na ‘xn[a
j= =
donc, v étant soustractive, il vient
:}L( H [“}9 p7[)—["'( H [« 5 5 .J[X[am P’n[)_’”‘( H [‘71’ .J[X[an’ n[)
]r'

De méme

-

w( Hl[ %, b[x<la., B.D=

=l ﬁ (55 Bl (s, Buma[—[@0y; %uma]) X< @, B.D
j=1

‘M(:El [“J’ leX[“n: %, [)=u] E [ %y ﬁ][x(a’n—h @n—i[ [a’n——h n—l[)x[an) n[\

et

n—2 n—2
jnl[aj, ﬁj[x[an—ii ﬁn—i[DH [aj7 ﬁj[x[a’n—-l7 c"n—l[,
= j=1
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donc

n n—2
#( .Hl[“j: Bil=w( HI[“j, B[} [@aeys Bay[X[@,, 8,[—
j= j=

"n 2
— (I %, 8 (X [Gmrs 2ami [ X [0, 8.D —
-

n—2z
—5"( ,n [OL;" Bj[X[a"—l’ g"—llx[au’ a’nl)_‘-

=1
n—2

+ V*( H1[ Giy |87[ x [a"—i) a"—-l[ > [ Ay &) [)‘
=

Par des opérations analogues aux precédentes on frouve fina-
lement:

(26)  u( _H [7‘j> .Bl[) = .H [aj, !3][) - 2’ w(ay, .31[ > [(‘2, B[ >< ..
j=1 j=1 j=1

e [ty Bl X (@5, % < Gy Byal X o [, ) +

+ ik&*([an Bu <o X [yt B[ X [ay, o[ X @ Bipa < o
i
we[aety Bams[ X [0y 2] > [@pgts Bagsl X oo ]@py B+ .

(= O T gy, ).
]=1

En remarquant que toutes les mesures du second membre de
(2) sont égales & zéro par hypothése, on trouve

w1 [55, B) = 0.
7=1

quel que soit le pavé semi-ouvert IT [z,
j:I
Soit d’autre part G un ouvert de R" contenu dans I',. G est
(v. [4]. Prop. 3.6) réunion dénombrable de pavés semi-ouverts et
disjoints, i.e.,

G:kU Ju, Ju[VJ; =@ pour j==k, et J, = II [»* B [T, -
ceN =1

" >a;, 1<<j<<mn, EEN=10,1,2,..1
Done

[ contenu dans I

”

W@ =w( U )= I p(Jn:
keN keN

Mais u(J,) =0 pour tout pavé semi-ouvert J, de T,; par consé-
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quent
w6 =0
sur tout ouvert de I',,.
En posant
en) w(@) = pH(G) — v (&)

la relation p(G)=10 entraine
(28 wH(6G) = v=(G)

quel que soit ’ouvert G, de I, . Parailleurs to t ouvert G- étant
relativement compact, donc intégrable, on a

(29) pH(G) = p(G) et p=Y(G) = p(G),

ut*(@) (resp. (@), étant la mesure extérieure de G par rapport
a pt (resp. po).

Soit enfin 4 un ensemble quelconque, contenu dans T, - p+*(4-
(resp. =" (4)) est (v. [3], Chap. IV, § 1, Prop. 19) égale a la borne
inférieure des mesures extérieures des ensembles ouverts conte
nant A4, i.e.,

30) pH(A) = inf p+4(6); p="(4) = inf u=%(G)

0O étant 1’ensemble des ensembles ouvertes contenant A4.
Si A est intégrable. alors, en égard a (29), la relation (30) peut
encore 8’ écrire:

(G2)) wrd) = infé ;:;(G); #—(4) = inf &;(G).

En outre, la relation (28) entraine

(32) inf g:(gG) =inf &'(‘)(G).

donc de (31) et (32) on tire

(33) w4y = p(4),

pour tout ensemble intégrable 4 contena dans I',, en particulier,
(39 pH(EK) = p(K)

pour tout compact K contenu dans [',. Done

=0

(39) et =p- dans I, ,
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car (v. [3], Chap. IV, § 4, Cor. de la Prop. 16), si deux mesures
positives w et v sur un espace localement compact E, sont telles

y

que w(K) =v(K) sur tout compact K de E, alors on a y.=v. Donc
. =0 dans 19',,. c. q. f. d.

3. Revenons maintenant au théoréme II.
En vertu du théoréme III (donc de I’implication (24)), les rela-
tions (23) nous donnent:

v(x,, .’1:2) g v(x;, —xz) :V( - x“ xg) :V(—- Xy, — xz) = 0

dans ]0, 1[?, done v =0 dans ]—1, 1[2

Par conséquent, le théoréme II est ainsi démontré pour n—=2.
Démonstration analogue pour # >> 2, en s’appuyant sur le Théo-
réeme IIT, c. q. f. d.

REMARQUE 1.

Le théoréme III posséde deux importants corollaires, & savoir:

CoROLLAIRE 1. — Soit [ une fonclion numérique finie et inté-
grable pour une mesure positive p. dans T',,. Si

/fdgx:()
Hx

alors on a f—0 p. p. dans 19‘”.
En effet, on peut écrire

36) Jtas =

H

ol v est la mesure de densité f par rapport & la mesure positive
v. (V. [2], § b, Définition 2).

En vertu du théoréme III, v(H,) =0 entraine v=20, i. e.,
f-+=0 dans r,, donc (v. [2], § 5, Cor. de la Prop. 5), f =0 p.

p.- dans r. c. q. f. d.

n2

CoroLLAIRE 2. - Soit F un espace localment convexe séparé,
quasicomplet sur R, tel qu’il existe dans le dual F' de F une suite
(E’.,,) partout dense pour la topologie faible o(F’, F).

Soit L'g(T,,, 1) U espace des fonction définies dans T,, & valeurs
dans F et faiblement intégrables pour la mesure positive v sur R".

Dans ces conditions, si € L'p(T,,, u) est telle que

n?

@7 [ T ©de = o,
Il‘x
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alors on a T:O dans [2", sauf sur un ensemble p-négligeable
HdeT,.

DEMONSTRATION.

Par définition, 1’intégrale faible du premier membre de (37)
peut encore s’ écrire

@®) | T @@ =[<TOT > =0
. .
pour tout o € F'. En particulier, on doit avoir

9 / <T@, &, > du) =0,

pour tout élément d—,; de la suite (J—), partout dense dans F'’ faible.

D’ autre part, de (.38) on tire, pour tout a’,, en vertu du corol-
laire 1, la relation < f (x), a/, > =0, sauf sur un ensemble négli-
geable H,, qui dépend de ?f,,. On exprime encore ce résultat en
disant que I’ensemble H, desx€Tl, tels que < [ (#), @/, >=10
est u-négligeable. Il en est donc de méme de leur réunion H
(v. [6], Chap. IV, § 2, Prop. 4).

Donc < f (), a’,, > =0 pour tout x¢ H et pour tout n. Cela
signifie que les formes linéaires faiblement continues sur F,
2 => < f (), 2’ >, sont nulles en chacun des points a’,, donc
nulles sur F’, (a’,) étant partout demse dans F’ faible, Done (v.
3] Chap. v, § 2, Prop. 10),  (x) = 0 pour tout x ¢ H. c. q. f. d.

REMARQUE 2. — I/’hypothése du Théoréme III s’applique en
particulier, lorsque F est un espace localement convexe métrisable,
tel qu’il existe dans F un ensemble total dénombrable, car dans ce
cag, il existe (v. [6]. Chap. IV, § 2, Cor. de la Prop. 3) dans le
dual F’ de F un ensemble dénombrable partout dense pour la
topologie faible.

Du Corollaire 1 et du Théoréme II, on déduit

TEorEME IV. — Les notations étant celles du théoréme II, et du
Corollaire 1 du Théoréme 1II, si f est une fonction numérique

intégrable pour ume mesure positive p. dans K,=[—-1, 1]* et si

P = [ efayani) = 0,
K

on

Z:E+7:715 EeE‘n, ’36 ; z:(zi: 22”"32%)) zJ:Ef+,l:7]17

26
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alors on a
f=0 p.p. dans 1[*. ]—1,

DeyMoNsTRATION. - En posant v(x) = f(x)u(x), on est ramené au
théoredme II; donc (F(2) = 0)=> (+ =0dansTI,), ot (v=f-u=0=>
=> (f=0 p.p. dans 12,,) en vertu du Corollaire 1 du Théoréme III.

Enfin, le Théoréme II et le corollaire 2 du théoréme III nous
permettent de démontrer le

TakorEME V. - Soit F un espace localement convexe séparé,
quasi~complet sur R, tel qu’il existe dans le dual F' de F une suite
par tout dense pour la topologie faible o(F', F). Soit L'm(T,, w)
Uespace vectoriel des fonctions définies dans le pavé K, —=[—1, 1]*
faiblement intégrables pour ume mesure positive w, dans le pavé
K

n e

Si Te L'g(T,, v) est telle que
Fi) = f e”—f_"(a‘)dp(x) =0,

K
n

sg=%4 149, EEE", € EZ", zx = 2 z,x,,
j=

alors on « £ =0 dans T,, sauf sur un ensemble v-négligeable de T,
DEMONSTRATION. — On a

F(z) = } e ﬁx)dy.(ac) = e* <T(Ju), o, > dy(x) = 0

pour tout W, €F’, done

[ e < Fa), @',> dutw) =0
K'n
pour tout élément @’ de la suite (a ,,), partout dense dans F'. D’autre
part, en vertu du theoreme IV, on a <f(x), a »> =0, sauf sur
un ensemble négligeable H,, qui dépend de a . Donc en vertu
du corollaire 2, il vient T_—_O dans f‘,, sauf sur un ensemble H
de T, négligeable pour la mesure positive p. sur I',.
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