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Coppîe di curve sghembe metricamente coniuçate.

Nota di FRASTCA POKCINI (a Torino)

Stinto. - È contenuto nel n. 1.

1. Il problema dell'esistenza di coppie di curve G e C, le quali
si possono mettere in corrispondenza punto per punto in guisa
che una délie direzioni principali f, n, b nel punto P di G risulti
parallela ad una délie direzioni principali tï, n! bl di Clf è stato
compiutamente risolto nei tre casi in cui le due direzioni princi-
pali parallèle sono omonime (J), o s s i a^^ rh f ; m

f1) Si veda ad es. P. BURG^TTI, T. BOGGIO, C. BURALI-FORTI « Analist
Vettoriale Generale» vol II Greomefcria Differenziale (Cap. I § 7).
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Scopo della presente nota è di trattare i rimanenti tre casi (paral-
lélisme* di direzioni non omonime) e di esaminare altresï la pos-
sibilité di una corrispondenza che mantenga costanti gli angoli
che la terna {ft, n4, bi) forma con la terna (£, n, 6).

Proveremo che quest'ultima circostanza, se si escludono i casi
di parallelismo di direzioni principal^ puö verificarsi solo per
determinate coppie di eliche.

2. Dette s e sA Ie ascisse curvilinee dei punti corrispondenti

_P e Pi sulle curve C e Ci, cMameremo con — e - la curvatnra e
p T

la torsione di C, con — e — Ie corrispondenti di C* e porremo

Hichiamiamo in primo luogo i risultati relativi ai casi già trattati.

I) £4 —=fcf; risulta allora che anche Hi e bi sono rispettiva-
niente paralleli ad n e 6 e che la curva G si puö dare ad arbitrio
insieme con f(s), mentre Ci è definita dalle condizioni:

Pi

con dati iniziali che assicurino il parallelismo délie due terne
principali. ISTe consegue:

Ije curve Ci sono le trasformate di COMBESCURE delle C.

II) bi = do b ; questo caso coincide con il précédente perche
dal parallelismo di 6{ e 6 si deduce quello di ti e f, nonchè quello
di ni e n.

III) n i ^ = ± n ; in questo caso si ha la seguente matrice dei
nove coseni direttori della terna (ti, ni, b{) rispetto alla terna
<£, n, b):

cos Sr 0 sen^r
0 dtl 0

sen Sr 0 d= cos SJ

= cost.)
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Anche in questo caso C si puö dare ad arbitrio insieme con f(s).
mentre Ct è definita dalle condizioni:

1 1 /cos S sen

(2
1 1 /sen S

U==Ffa)l~rq= cos Sr\

con dati iniziali che assicurino per i nove coseni direttori i yalori
délia matrice suddetta.

I due casi precedenti rientrano in questo per particolari valori
dell' angolo ^.

Si dimostra inoltre che le condizioni (2) sono sufficienti a definire
una ourva Ci che corrisponde a C per parallelismo délie normali
principali (').

3. Passeremo ora alla considerazione dei seguenti al tri casi
di parallelismo:

IV) h—dtn; nt=±t

Y) n x - ± 6 ; 6 A -±n

TI) bi = ± t ; ti = ± b

Basterà trattare i tre casi scritti a sinistra, perché quelli scritti
a destra si deducono owiamente dai corrispondenti di sinistra
mediante scambio di C con Ci.

IY) f ^ ± n .

Derivando rispetto ad s si ha:

(2) Cfr. opéra citata.
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e applicando Ie formule di FRENET:

* / ( ) T ( * ± 6

ossia

(3) ni — =p (cos %t -H sen

ayendo posto :

(4) cos 2r= - £ - sen r̂ = -£-. tg

Derivando ulteriormente e applicando Ie formule di FRENET si ha

dm f d% d r̂ df dfc]
^— f(s) = qp — s e n ^ -=- f -+- cos ̂  -,- b -+- cos r̂ — H- s e n ^ 3 -dsL

 Iy J ^l d,s ds ds ds\

„ J1 1 , \ f éb /cos Sy sen 3r
( 5 ) - A » ) ( - # i + - 6 i j = [ » ^ ^

Ma da ^ = ± n e dalle (3) si ha :

64 = f i / \ ni = — (cos à n A f + sen ̂ n /\ 6) = — sen Js t-*~ cos

Sostituendo questa espressione di bi nel primo membro della (5)
e in pari tempo 11 = =tr n, per 1' uguaglianza dei due membri si
ricava :

sen

(6)

ds fis)

?i / («) \ P T



3*8

Da (4) e (6) i ricava infineV

f(s)ds Q1

Si conclude clie nel caso del parallélisme» délia tangente a G con
la normale principale a d, la curva C si puö dare ad arbitrio
insieme con /"(s), mentre Ct risulta determinata dalle (7). Inoltre
la matrice dei nove coseni direttori della terna (t4, n i , &*) rispetto
alla terna (f, n, 6) ha la forma: (a cni devono adeguarsi i dati
iniziali)

! 0 H=1 0 J
(8) jrpzeoss 0 qz

0

Yiceversa se si introducé una terna di vettori (ti9 n i , 6i) legata
a (t, n, 6) dalle formule:

= q= (cos ^ t •+- sen SJ 6)

= — sen Sr t -+- cos Sr b

ove per sen 5r e cos Sr valgano Ie (4) e (6), risulta subito che essa
coincide con la terna principale della C4 definita dalle (7) perché
è immediato verificare che soddisfa alle formule di FRENET della C .̂

Si conclude che la curva d definita dalle (7) è legata alla C
dalla relazione 11 = =t n purchè si scelgano i dati iniziali in modo
che essa sia verificata.

Osserviamo inoltre che gli elementi della matrice (8) risultano
o

costanti solo quando ~ = cost ossia se la curva C è un' elica, nel

qual caso perö — — 0 ossia la curya d è piana.
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V) nt = ± b

Derivando rispetto ad s si ha:

dSi
m ds

e applicando Ie formule di FBENET:

Sia Sr 1'angolo che £t forma con n ; si ha allora

11 x n — cos * 6A x n = q= sen ̂

f i X f = sen 2r bi X f = =fc cos Sr

JVIoltiplicaiido scalarmeiite la précédente una volta per fA e una
volta per 6 i , si ottiene:

f(s) 1 f(s) 1
— l^J = db - cos Sr — ' - ^ ~ =p - sen Sr

cioè:

1 1 senSr T4

In base alle posizioni fatte la matrice dei nove coseni direttori
ha la forma: (con la consueta condizione per i dati iniziali)

0sen
0

=b COS

Sr

Sr :

cos SJ

0

( q 0

Ticeversa con un ragionamento analogo a quello fatto per il
caso précédente si conclude che la curva C, definita dalle (9) è
legata alla C dalla relazione m = =fc b.
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Grli elementi délia matrice risultano poi costanti solamente

quando — è una costante. cioè quando la curva Ci è un' elica.

VI) bi = ± f ; questo caso rientra, per r̂ —^ nel caso I I I

(m = ± n ) già esaminato.

4. Passiamo ora alPesame délia possibilità di una corrispon-
denza che mantenga costanti gli angoli délia terna (fi, n i , 6i) con
la terna (f, n, 6).

Essa si è gia presentata in alcuni dei casi precedenti (I e II)
Si tratta di vedere se essi sono o no i soli possibili.

Poniamo perciö :

(10)
fi = af -f- pn -+- (b

n£ = Çf •+- vjn -+- Kb
bL = Xf -H ^n H- v b

con a, S, y, i-, vj, Ç, X, jx, v tutti costanti.
Derivando le (10) e applicando le formule di FREKET, s i r icava:

= - ^ ) ; (11.6) v = ^ - - - T.

Si puö supporre p =)= 0 perché per p = 0 le (11) conducono subito
a casi già trattati di parallelismo délie direzioni principali. Dalle
(11.1) e (11.3) si ricaya allora:

— = y = cost

[dalla (11. t per P4=O si ha ?4=0].
Perciö la curva C è ua'elica cilindrica.
Dalle (11 1) e (11.4) si ricava inoltre:
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ossia:

Perciö anche d è un' elica cilindrica.
Siano k e kt i versori delle generatrici dei cilindri cui appar-

tengono rispettivamente Ie eliche C e C4 ; posto :

(12) I = - t g + = | Ii=-tg^=| .

si ha:

k = cos & t -¥* sen ^ 6

£t =r cos tyi tt H- sen îfri •

Ricordando la (10) quest'ultima relazione si puö scrivere:

ki = (a cos ^ -+- X sen ^t)f -f- (S cos J/£ -+- fx sen ̂ )n -+- (y cos ̂ t H-V sen 'I/Ofe.

Tenendo conto delle formule (12) si vede subito che la componente
secondo n è nulla e infine si riscontra che ki = k.

Perciö Ie eliche C e Ci tagliano sotto angoli ty e d»£ Ie genera-
trici di due ciliadri r, TL aventi sia le une che Ie altre la stessa
direzione k-

Se ora indichiamo con cp 1J angolo dei vettori n ed n± si puö
verificare che — <}, <p, ^ sono gli angoli di BULERO della terna
(ti, bi} m) rispetto alla (f, b, n): poichè ù e tyL sono costanti^
perche gli angoli di una terna rispetto all' altra risultino costanti,
occorre e basta richiedere che anche o sia costante.

D' altra parte F angolo cp^(n, ni) è anche V angolo delle normali
alle sezioni rette C', (Y di T e r£, ossia Tangoio delle tangenti
a C, CV in punti corrispondenti.

Pertanto il caso più generale di coppie di curve C, Ci riferite
fra loro in modo che si mantengano costanti gli angoli che la
terna (tt, ni, 6i) principale di C£ forma con la corrispondente
terna (t, n, b) di C si ottiene considerando una coppia di curve
C' e Ci' di uno stesso piano riferite fra loro in modo che l'angolo
di tangenti corrispondenti sia costante: Ie curve C e CL sono
eliche appartenenti ai cilindri F e Tt di cui C' e Ci' sono sezioni
rette (e punti corrispondenti di C e Ci sono quelli che si proiettano
in punti corrispondenti di C' e C/).


