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Sulla riseluzione delle equazioni integrali
concernenti composizioni secondo varietd lineari.

Nota di Preranita RizzoNeLul {(a Milano)

Sunto. - Si generalizza il teorema del Dini alla risoluzione delle equazio-
ni integrali non lineari del tipo Faltung, nelle quali si considerano
composizioni secondo varield lineari.

Summary. - 4 generalization of Dini’'s theorem to the solution of integral
non linear equations of Faltung type, in which compositions on linear
manifolds are considered.

Premesse. — Siano F'(f) e G(4) due funzioni definite rispettiva-
mente nello spazio = ad N dimensioni e nello spazio ¢ a k dimen-
sioni, con 1<Ck<CN; (si sono indicate con ¢ e 4 i vettori colonna
t= [t,] ed = [m]; un vetfore si dird poi positivo o mnegativo a

I I
seconda che siano >> 0, oppure <0 tuiie le sue componenti).

Per le funzioni F(f) e G(x) si fanno le seguenti ipotesi: F'(f)
sia nulla per ¢ <0 e G(s) sia nulla per n < 0. |

Sia 4 una matrice reale di ordine [N, k] a elementi positivi
o nulli e non avente colonne nulle.

Cyg oo Oy ] -
A = [ari S]: [: H
ANy ONK
Fissato in = un punto f si consideri la varietd lineare V, passante
per ¢, di equazioni parametriche

k
L=t — 2 am (t= ,..,N)
1

In forma matriciule la varieth lineare V ha equazione
E=1t— Ay

3

avendo indicato con £ il vettore colonma £ —=1%,7.
SN
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Si definisce prodotto di composizione secondo la varietdh V la
funzione

1) Gy F () = / G()F (¢t — An)ds.

Tnoltre, nelle ipotesi fatte, la funzione G;F(t) ¢ nulla per {<0.
Se poniamo

@ ()= [ e F s = o)
o T
@ 9@ = f e~ 11G(n)ds = (G)

a

(avendo indicato con p il vettore riga complesso p =[p, ... pn}
e con g il vettore riga ¢ = pA) allora, sotto opportune condizioni
riguardanti la convergenza degli integrali (2) e (3), si pud esten-
dere alla funzione (1) il teorema del prodotto integrale nella
seguente forma (*).

@ Gy F)=f(p)9(q) (¢ =pA4).

La (4) vale mell’ipotesi che li integrali (2) e (3), con g=pA,
siano, ad esempio, assolutamente convergenti.

1. Siano assegnate negli spazi ¢, 63,..., 0, e © rispettivamente
ad oy, %, ... ed NV dimensioni le I+ m funzioni (=0, m >1)
X, (n'") definita in oy, ..., X;(2¥) definita in ¢, Y,(#),..., Y, (f) defi-
nite m t.

Risulti inoltre v <<ax <N (k=1,...,1) e non & mnecessario
supporre, per le mnostre considerazioni. che gli «x siano fra loro
distinti; potrd quindi anche verificarsi la circostanza che taluni

degli spazi ox vengano a coincidere.

(1) A. Pistora, Sulla operazione di composizione secondo una varietd
lineare per la trasformata multipla di Laplace. - Rendiconti dell’ Istituto
Lombardo di Scienze e Lettere », Classe Scienze, Vol. LXXXI1V, 1951,
pp- 1.9.
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Notiamo, per chiarezza di interpretazione, che con »%® si &

indicato il vettore colonna #‘*¥’= {7, ]€ox e con ¢ il vettore co-
I
lonna t= |[in] €x.

Le funzioni Xx(n'*) (k=1 ..., I} definite nei rispettivi spazi
or siano nulle per %%’ <0 e le funzioni Y,(f) (h=1,..,m) defi-
nite nello spazio T siano nulle per £ < 0.

Siano anche assegnate, nello spazio t, le varietd lineari Vi di

equazioni

Sy =1t — Ax,n® k=1..,1

avendo ndicato con Ak, una matrice reale di ordine [N, «x] ad
elementi positivi e non avente colonne nulle e con ¢ il vettore
che individua un punto appartenente a t. Con {, si & indicato
inoltre il vettore colonna Zx,=|%7].

_EIJ

Supponiamo infine che le funzioni Xx (#‘*’) e Y,(f) siano asso-
lutamente trasforn abili, secondo le definizioni (2) e (3), per R(p)>§
essendo B un vettore riga reale 8 —[8,..8x] ad N componenti.

Sussiste allora la seguente proposizione che generalizza un
teorema di L. AMERIO (%)

Si consideri una funzione analitica §(zy, ..., 5, Wy, ..., W,) delle
1+ m variabili z,.., 2, Wy,.., W, che pii brevemente porremo
nella forma o(z, W) con z=(z, ..., z) ¢ W=(Wy,..., W,). Su ¢(z, W)
st fanno le ipotesi che sia olomorfa in wun intorno dell’ origine ed
4noltre sia ¢(z, 0) = 0.

Poniamo
4.(p) = fe_’” Y, (Hdr = £(Y,) (h=1, ..., m)

T

Xk (Qeky = f e—tatk19k) Xy (¥ )do = £(X«) k=1, .., 1)
Ok

(3 L. Amerio, Su alcune questioni relative alla trasformaszione di
Laplace, « Rendiconti dell’ Istituto Liombardo di Scienze e Lettere » Clas-
di Scienze, Vol. LXXVI, 1942-43, pp. 1.26.
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essendo
(6) gky = PAck).

Risulta allora, per R(p) > 3 conveniente,

(7 o(2(q), Y(p)) = [ e~ PG(t)dt

T

e G(t) & una funzione assolutamente trasformabile per R(p)> 3.
In accordo colle notazioni relative alle variabili zx, w, si &
posto, nella (7)

2(q) = [%1(Q1y) -+ Tqay)]

Y(P) = [Yi(P) - Y. D)]-

DivMosTRAZIONE. — Noi consideremo olfre alle composizioni su-
perficiali nello sp«zio v anche le composizioni secondo la varieta
V="V, V; < ..x V; prodotto topologico delle ! varieth lineari
assegnate. Precisamente alla funzione Xj; associamo la varieta
Vi e le composizioni della funzione Xy con le funzioni 7Y,
(h =1,..,m) saranno tutte fatte secondo tale varieta Vi.

Indicheremo al solito con Y##(f) la m-esima potenza del pro.
dotto integrale nello spazio = e con X*n(«‘*’) la n-esima potenza
del prodotto integrale nelilo spazio ox ad «x dimensioni.

Poniamo inoltre, per s > 0,
Yrst)y se r=0

*ME (YY) = er "
8 X )"k( () JX: (-,,‘k’)Yhs(t——A(k)'/](k))dﬁk se r>0.

ok
Si ha allora, per B(p) >f ed r=0, s >0

S(XE, (YD) ) = @k Qo) yn(D)-

Poiche la funzione ¢(z, w) & olomorfa e tale che o(z, 0)=0,
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risulta

©) 4, W)= I bz () (br,0=0)

essendo r ed s due vettori, rispettivamente ad I e m componenti
intere e positive.

La serie (9) converge ed assolutamente per |2x| <R e |w,| << R.
Poniamo

(2 (q(k)=/e—'ﬂ"“‘1<k> | Xic (ke | doke k=1,..,1)
ok

mm:jrmywnm =1, ..,m

T

e osserviamo che, essendo la matrice Az, priva di colonne mulle
e ad elementi positivi o nulli, le parti reali delle componenti del
vettore qx,—p Ak, tendono a+co quando vi tendono le parti reali
delle componenti di p. Ne segue, per la assoluta trasformabilita, che

(10) lim wx (g k) =0

R(p — 0
ed analogamente
(11) lim v,(p) = 0.

R(p)— f0
Sara pertanto possibile determinare un vettore & =[5 ..35] a
componenti reali sufficientemente grandi tale che per R(p)> 3
risulti

12 |ue | <E  e|v, | <R <k=Lm,q
h=1,.., m)

Convergera quindi, per R(p) > ¢, la serie

w = [ty ... wy]

b, | uov
,IZSI ‘| v=1[v..v

ml1*

Estendendo il procedimento di AMERIO si dimostra allora in virtl
del teorema di B. LEevi sull’integrazione per serie, che la (7) &

(®) Nella (9) si & posto (con notazione consueta) 2 per indicare il pro-
dotto 2,"1...2,7 .
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la trasformata di LaAPLACE di una funzione G(f) assolutamente
trasformabile per R(p) > 8 e definita dalla seguente serie

(13) G = Z br(X*)5AY*5)D)

La (13), in accordo alla scrittura della (9), va interpretata nel
modo seguente

(14) PALESD (LI (AT

XA Y*)(E) = (X" 5 (X, 5, G X, YN

2

avendo indicato con V" il prodotto topologico delle v, << 1 varieta
lineari Vi corrispondenti ai valori rx > 0.

La serie (13) converge, assolutamente, quasi ovunque nello
spazio t ed & nulla per ¢ <0.

OSSERVAZIONE. — Fra le ipotesi del teorema ora dimostrato si
& posto che le funzioni Xx e Y, fossero nulle rispettivamente per
7'k <0 e per t <<O0.

Se si toglie questa restrizione e si considerano ancora le tra-
sformate delle funzioni definite mediante le (5) allora, tali trasfor-
mate esisteranno per 8 << B(p) <y.

Non saranno perd, in generale, verificate le diseguaglianze (12)
poiche non & possibile operare i due passaggi ai limiti dati dalle
(10) e (11). 11 teorema si estende quando si aggiunga ’ipotesi che
le funzioni uz(g.x,) e v,(p) si mantengano limitate. anzi risultino
in modulo minori di R, per 8 << R(p) <y, essendo R il raggio di
convergenza della serie (9).

2. Siano assegnate negli spazi ¢,, 03,..., 0, e T rispettivamente
ad oy, %,..,% ed N dimensioni con 0 <<ax <N (k=1,..,10 le
seguenti ! + m funzioni (m =>1):

X,(2V) definite in o, .., X(»'?) definite in o, Yo?), .., Y,(f)
definite in =.

Siano inoltre assegnate nello spazio 7, ! varieta lineari Vi di
equazioni

Cry =1t — Aeya'®
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con Acx, matrice reale di ordine [V, ax] ad elementi positivi e
non avente colonne nulle.

Sulle funzioni Xx(®'*) (k=1,..,1) e Y,() h=1,..,m) si
fanno le stesse ipotesi gia enunciate nel paragrafo primo, cioe si
suppone che sia Xr(1'¥’) =0 per 4,7 <0 e Y,(t)=0 per t <0.
Introdotti i vettori

X () = [Xi(n?) ... Xy(nD)]

Y(t) = [Yi(®) .. V,,(8)]

saranno inoltre, per ipotesi, X(1) e Y({) assolutamente trasforma-
bili, secondo le definizioni (5), per R(p)> 8.

Ci proponiamo di determinare una funzione Z(t), assolutamente
trasformabile, che soddisfi 1’equazione

{18) X, Y, 2)t)=0

da interpretarsi nel modo che ora diremo. La (15) si ottiene sosti-
tuendo i prodotti integrali definiti dalle (8) e (14) ai prodotti
algebrici nell’ equazione

{16) t, y, 2)=0. (-’LZ[OQ e ] )
Y=I|ys - Y.l

Per la funzione f(x, y, #) delle I + m + 1 variabili complesse
Ly gy Xpy Yiyoes Yoo 2 81 fanno le ipotesi che sia analitica, nulla
nell’ origine e inoltre risulti f(x, 0,0=0 ed £.0. 0, 0)=%=0.

La (16) & allora univocamente risolubile rispetto a 2, in un in-
torno dell’origine e la funzione z(x, y) che si ottiene sard rappre-
sentata dalla seguente serie

a7 o@, y) = 2 o, vy’ (€50 = 0)
[hd

essendo w=|w; ... ;] e v=][vy .. v,] vettori a componenti intere.

Nelle 4potesi sopra enunciate (che, ovviamente, sono le stesse
del teorema del DiINI sulle funzioni implicite) le soluzione della

22
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equazione integrale (15) esiste ed é unica ed & datla dalla funwzione

(18) Zt) = 2 cp (X*B)5 (Y *¥)(D).
PV

Si osservi inoltre che i coefficienti c,,, che compaiono nella
(18) sono gli stessi della (17).

La funzione Z(t) & assolutamente trasformabile per R(p) > 8 ed
& nulla per t << 0; la serie (18) converge inolire quasi ovunque in .

DiMosTRAZIONE. — Proveremo la tesi generalizzando il proce-
dimento usafo in un precedente lavoro (*). Va ricordato che sia
nella (13) che nella (18) le composizioni sono fatte secondo le va-
rieta Vi assegnate ed inoltre ad ogni Xx & associata una ben
determinata varietd Vi in modo che le composizioni di una certa
funzione vanno fatte .tutte secondo la varieth associata a tale
funzione.

Facciamo vedere, innanzitutto, che la (18) costituisce una effet-
tiva soluzione dell’equazione integrale (15). La serie (18) converge,
quasi ovunque, in t. Infatti la (17) & una funzione analitica delle
Il + m variabili xx, y, (¢k=1,..,1; h=1,..,m), nulla nel punto
=0 y=0 e tale che z(x, 0) =0.

Posto allora

E=1,... \
xx (g e, = / e—n%)q) Xz (0% dor ( sy b
ok Qi) =pAkx)
2(q) = [x1(qesy) - 2:(q0)]
ed inoltre
Y(P) = f e~ Y, (tyds (h=1,..., m)

T

Y(P) =[Y«(P) - Yu(D)]

per B(p) <8, sufficientemente grande, converge anche la serie

(19) 3 ¢y, @MQY*(p)-
Py v
(3) P. RizzoNeLLI, Estensione del teorema del Dini sulle funzioni im-
plicite alle equazioni integro differenziali del tipo « Faltung », < Rendi-
conti dell’Istituto Liombardo di Scienze e Lettere » Classe di Scienze
vol. 92, 1957, pp. 117-131.
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Allora, in virta del teorema gid dimostrato. possiamo afferma-
re che la (19) & la trasformata di LaPLACE di una funzione Z(?),
definita dalla (18), assolutamente trasformabile per R(p) > 8.

Inoltre la serie (18) converge quasi ovunque in t. Il vettore
reale 3 che potremo ancora chiamare, in senso lato, ascissa di
convergenza, si determina in modo che siano soddisfatte simulta-
neamente le seguenti disuguaglianze

' f e“ﬂ(k’q(h)
Ok

Xi (%) | dox | <R kE=1,..,1

essendo R il raggio di convergenza della serie (17).

La fonzione (18) soddisfa all’equazione (15). Infatti, essendo
per ipotesi la funzione f(x, ¥, ) analitica, essa sarad rappresentabile,
in un intorno dell’origine, mediante una serie di potenze nelle
l+m—+1 variabili xx, y, e # che, col solito significato dei simboli,
porremo nella seguente forma:

(20) flx, y, 2 = 2 by s, o2 y2® (br, 0,0 = 0).
78,9

La serie

(21) X, Y, Z)t) = 3 by s, o (X*)5r(Y*5)*(Z50)()

in cui la funzione Z(f) & data dalla (18) converge, anzi assoluta-
mente, quasi ovunque in t. La serie (21) & poi quasi ovunque
nulla. Infatti si consideri la sua trasformata di LAPLACE; indi-
cando con 2(p) la trasformata di Z(f) si ha:

(22) f(x(Q)) y(l’), Z(p)) = 2 br, s, uw"(q)y‘(p)z"(p)-

Ty8,0

B inoltre z(p)= = Cy,v2M(Q)y*(p) e quindi sostituendo nella (22)

. [T
risulta

(23) f(x(@), y(p), #(p)) =, :‘-‘av by, s, 2" (Qy(p)z*(2(q), y(p))-
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Poiche nella (17) & ¢,,0=0 esiste, per il teorema del DiNI, un
p> 0 tale che per x| <<p e |y| < p sia soddisfatta 1’identitd

p bfr} s, vx,yszt(w, y) = 0.

7, 8,0

Ma allora per R(p) sufficientemente grande la (23) & identica-
mente nulla. Si pud quindi affermare che la (21) & quasi ovunque
nulla e pertanto la (18) rappresenta una soluzione della equazione
(15). Quindi una soluzione della (15) esiste. la soluzione & inoltre
unica. Supponiamo infatti che Z(f) sia una soluzione dell’equa-
zione (15) e sia assolutamente trasformabile. S1 considerino le tra-
sformate di LaPLacE 2(p)=S(Z(1)) e flx(q), y(p), 2(p)) = L(HX, Y, Z)({®)).

Avremo manifestamente

(24) f (@), y(p), 2(p) = 0.

Come gia si & osservato, pur di prendere R(p) abbastanza
grande, la funzione 2(p), che soddisfa la (24), & unica ed & data
dalla formula

2(P) = X cy, v (Qy’(p)
P v

dove i c,,v sono i coefficienti che compaiono nella (19).

In virth della corrispondenza biunivoca esistente fra le fun-
zioni e le loro trasformate di LIAPLACE possiamo affermare che la
soluzione dell’equazione & unica ed & data dalla (18).

3. La proposizione dimostrata precedentemente si estende al
caso di un sistema di » equazioni integrali del tipo Faltung.
Siano assegnate !+ m funzioni X,(n"),.., X,(xn"?), Y.(@®),..., Y,({)
con m =>1 definite rispettivamente mnegli spazi o¢;,..,q e v ad
% ,..,%, ed N dimensioni con 0 <or <N (k=1,..,1). Siano
inoltre assegnate in <t [ varietad lineari Vi di equazioni

g =1 — Ay ®.
Le matrici Ax) e le funzioni X(n) =[X,(#")... X;a®)] e Y(}) =

=[Y.(®) ... Y,,()] soddisfino alle stesse ipotesi gid enunciate nel
paragrafo precedente: in particolare le funzioni X (1) e Y(f) siano
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assolutamente trasformabili per E(p)> f. Cercheremo di determi-
nare sotto quali condizioni esiste una ed wuna sola soluzione
Z({) = (Z«?) ... Z,()], assolutamente trasformabile che soddisfi il
seguente sistema

(25) (X, Y, Z)t)y=0 (=1, 2, ..,n).

La (25) si ottiene sostituendo i prodotti integrali definiti dalle
(8) e (14) ai prodotti algebrici nel sistema

(26) fi@, y, =0 G=1,.,m)

Le n funzioni f,(x, y, z) delle 1 +m+n variabili x=[x,.. x]
Y=y Y.l ¢ z=|z ... 2,] sono analitiche, nulle nel punio
x=y=z=0 e tali che sia f,(x, 0, 0) = 0. Inolire si fa U ipotesi
che risulti diverso da zero, mell origine, il determinante jacobiano
delle funzioni f, rispetto alle variabili z,:

} f, 5 s 1)
2y ., By)

0.

(x=0,y=0, 2=10)

11 sistema (26) & allora, per il teorema del DINI, univocamente
risolubile rispetto alle z, in un intorno dell’origine. Le #» funzioni
z)(x, y) che si ottengono sono analitiche e pertanto saranno rap-
presentate dalle seguenti serie:

- \l ‘
(27) z(x, )= 2 c:i)yxvyv con cif,)o =0,
(R4

ove p e v sono vettori rispettivamente ad ! ed m componenti
intere non negative.

Si dimostra che nelle ipotesi faite, la soluzione del sistema (25),
assolutamente trasformabile, esiste, & unica ed & data dalla n-pla

di funzioni

(28) ZM = T /M)y
By v

dove 4 coefficients c:f,)., sono gli stessi che compaiono nella (27) ed 4
simboli usati nella (28) hanno 4l significato gia illustrato. Le fun-
zioni Z,(t) sono nulle per t << 0 ed assolutamente trasformabili per
R(p) > 8, con 3 sufficientemenle grande. Inolire le serie (28) conver-
gono quasi ovungue in T.

La dimostrazione del teorema ora enunciato & del tutto analo-
ga a quella esposta nel paragrafo 2 riguardante la soluzione di
un’ equazione integrale.



