
BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA ITALIANA

Pieranita Rizzonelli

Sulla risoluzione delle equazioni integrali
concerneti composizioni secondo varietà
lineari.

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 3, Vol. 14
(1959), n.3, p. 327–337.
Zanichelli

<http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1959_3_14_3_327_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale è consentito liberamen-
te per motivi di ricerca e studio. Non è consentito l’utilizzo dello stesso per
motivi commerciali. Tutte le copie di questo documento devono riportare
questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)

SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/

http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1959_3_14_3_327_0
http://www.bdim.eu/


Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Zanichelli, 1959.



Sttlla risoluzione delle equazioni integrali
eoncernenti composizioni secondo varietà lineari.

Nota di PIERANITA HIZZONELLI (a Miiano)

Sunto. - Si generalizsa il teorenta del Dini alla risoluzione delle equazio-
ni integrali non lineari del tipo Faltung, nelle quali si considerano
composizioni secondo varietà lineari.

Summary. - A généralisation of Dini's theorem to the solution of intégral
non Unear équations of Faltung type, in which compositions on linear
manifolds are considered.

Premesse. - Siano F(t) e G('/\) due funzioni definite rispettiva-
mente nello spazio x ad N dimensioni e nello spazio a a k dimen-
sioni, con l<k<iN; (si sono indicate con t e v\ i vettori colonua
t = r̂ i 1 ed •/] = f'ii ] » u n vettore si dira poi positivo o negativo a

>]
seconda che siano > 0, oppure <C 0 tutte le sue componenti).

Per Ie fuuzioni F(t) e G(vj) si fanno Ie seguenti ipotesi: F(t)
feia nulla per t < 0 e G(vj) sia nulla per K O . }

Sia J. una matrice reale di ordiue [N9 k] a elemeiiti positivi
o nulli e non avente colonne nulle.

* ... a.

Eissato in x un punto ^ si consideri la varietà lineare V, passante
per t, di equazioni parametriche

k
1 = ^ — 2,^ ,7] , ( * = , . . . , iV)

i

In forma matricinle la varietà lineare V ha equazione

\ = t — Ar,

avendo iadicato COQ \ il vettore colouna \ = I"̂ "! .
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Si definisce prodotto di composizione secondo la varietà V la
funzione

(1) GyF(t) = ƒ ff(ï])JT(i — A-n)d<*.

ïnoltre, uelle ipofcesi fatte, la funzione GvF(t) è nulla per t < 0.
Se poniamo

(2)

(3) g(q) =

(avendo indicato con j? il vettoje riga complesso p = [pt ... piv]
e con q il vettore riga q—pA) allora, sotto opportune condizioni
riguardanti la convergenza degli inte^rali ('2) e (8), si puö esten-
dere alla funzione (1) il teorema del prodotto integrale nella
seguente forma (')•

(4) 2(G;F) = f(p)g(q) (q=pA).

La (4) vale nelFipotesi che li integrali (2) e (3), con q =pA,
siano, ad esempio, assolutamente convergenti.

1. Siano assegnate negli spazi <Ü, ff2,... , <̂  e x rispettivamente
ad a*, a2, ... . a; ed N dimensioni Ie l -+- m fanzioni (l > 0, m> 1)
XtW

l)) definita in <Ti,..., ZKV") definita in at, Yi(0,..., YJt) defi-
nite m T.

Risulti inoltre »- < afc < i\T (/c = 1, ... , Z) e non è necessario
supporre, per Ie nostre considerazioni. che gli aa siano fra loro
distinti; potrà quindi anche verificarsi la circostanza che taluni
degli spazi er* vengano a coincidere.

(l) A. PISTOIA, Sulla operasion e di composition e secondo una varietà
lineare per la tras formata multipla di Laplace, * Rendiconti dell'Istituto
Lombardo di Scienze e Lettere », Classe Scienze, Vol. LXXX1Y, 1951,
pp. 1-9.
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Notiamo, per chiarezza di interpretazione, che con rfk) si è
indicato il vettore colonna "/\{k)— \rlL e con t il vettore co-

lonna t =
Le funzioni Xk(y\ik)) (& = 1 ..., Z) definite nei rispettivi spazi

fffc siano nulle per r,<fcï <;0 e Ie funzioni Y (̂̂ ) (^ = ls ... , m) defi-
nite nello spazio T siano nulle per i < 0.

Siano anclie assegnate, nello spazio T, le varietà lineari Vk di
equazioni

avendo ndicato con /4C/C) una matrice reale di ordine [2V, ajt ] ad
elementi positivi e non avente colonne nulle e con t il Yettore
ohe individua un punto appartenente a T. Con \i}C) si è indicato
inolire il A^ettore colonna lik)=

Supponiamo iufine che Ie funzioni Xt('i(fc)) e Yh(t) siano asso-
lutamente trasforn-abili, secondo Ie definizioni (2) e (3), per R(p)>$
essentto S un vettore riga reale p = [S£ ... (•*#•] ad N componenti.

Sussiste allo ra la seguente proposizione che generalizza un
teorema di L. AMERIO (*)

Si consideri una funzione analitica cp(zi,..., zz, vji}..., wm) delle
1 -H m varidbili zt,..., zt, wA , . . . , wwï c^e j?m brevemente porremo
niella forma <p(z, "w) con z=^(zi,..., z?) e w ~ ( w t , . . . , ww/). JSU <p(z, *wr)
^i f anno Ie ipotesi che sia olomorfa in un intorno delV origine ed
•inoltre sia <p(z, 0) ̂  0.

Poniamo

J = C(Yj (fe=l , . . . , m)

xk
= f e-

(2) L. AMBRIO. ^M alcune questioni relative alla tras foi maeione di
Laplace, « Kendiconti dell'Istituto Ijomhardo di Scienze e Lettere» Clas-
<di Scienze, Vol. LXXYI, 1942-43, pp. 1-26.
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essendo

(6) Qik)=pAiky

Eisulta allora, per B(p) > S conveniente,

(7) <p(aï(g), y(p))= fe-#G(t)dt

e Gr(t) è 'wwa funzione assolutamente trasformabile per

In accordo colle notazioni relative alle variabili zje , wh si è
posto, nella (7)

DIMOSTKAZIONB. - Noi consideremo oltre alle coinposizioni su-
perficiali nello sp^zio T anche Ie composizioni secondo la varietà
y = ViX F2 X ... X Vi prodotto topologico delle l varietà lineari
assegnate. Precisamente alla funzione Xk associamo la Yarietà
Vfc e Ie composizioni della fanzione Xk con Ie funzioni Yh

(h = 1,..., m) saranuo tutte fatte secondo taie yarietà Vk •

Indicheremo al solito con Y*M(0 ia 'W.-esima potenza del pro.

dotto integrale nello spazio T e con X*w(/](fc)) la n-esima potenza

del prodotto integrale nello spazio <tk ad a& dimensioni.

Poniamo inoltre, per 5 > 0,

r = 0

Si ha allora, per E(p) > p ed r > 0, s > 0

Poichè la funzione cp(#, w) è olomorfa e tale che cp(̂ , 0)
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r i s uit a

(9) <p(8, w ) = 21 b,sZ*'Ws (3) (br,<) = 0)
r, s

essendo r ed s due vettori, rispettivamente ad ï e m componenti
intere e positive.

La serie (9) converge ed assolutamente per | Zk | < E e \wh\<R.
Poniamo

=

*K(P) = ] e~vt \ Yh(t) \dx (h = 1, ... , m)
T

e osseryiamo che, essendo Ia matrice A(jc} priva di colonne nulle
e ad elementi positivi o nulli, le parti reali délie componenti del
vettore q{k)=p A(k) tendono a+oo quando vi tendono le parti reali
delle componenti di p. Ne segue, per la assoluta trasformabilità, che

(10) lim uk(q,k}) = 0
R{p - ^ + o o

ed analogamente

(11) lim vh(p)=O.
K ) h

Sarà pertanto possibile determiuare un vettore S = [o± ... Sxy] a
cooiponeuti reali sufficientemente grandi taie che per R(p) > S
risulti

(12) \uk\<R e\vh\<R. /& = ! , - . . , «\
\h = 1,..., mj

Convergera quindi^ per R(p) > o, la serie

u = [ut ... Ui\

Estendendo il procedimeuto di AMERIO si dimostra allora in virtà
del teorema di B. LEVI sull' integrazione per serie ,̂ che la (7) è

(3) ITella (9) si è posto (con notazione consueta) zr per indicare il pro-



332 PIERANITA RIZZONEIXI

la trasformata di LAPLACE di una funzione G(t) assolutamente
trasformabile per B(p) > 8 e definita dalla seguente serie

(13)

JJSL (13), in accordo alla scrittura della (9), va interpretata nel
modo seguente

(14) Y**= Yi** * Y2*
s* * ... * Y„m

uvendo indicato cou Vr il prodotto topologico delle u.r<;Z varietà
lineari Vk corrispondenti ai valori TR > 0.

La serie (13) converge, assolutamente, quasi ovunque nello
spazio T ed è nulla per i < 0 .

OSSERVAZIONE. - Fr a le ipotesi del teorema ora dimostrato si
è posto che Ie funzioni Xk e Yh fossero nulle rispettivamente per
yik) < 0 e per t < 0.

Se si toglie questa restrizione e si considerano ancora Ie tra-
«formate delle funzioni definite mediante ]e (5) allora, tali trasfor-
mate esisteranno per 8 < R(p) <C Y»

Non saranno perö, in generale, verificate Ie diseguaglianze (12)
poichè non è possibile operare i due passaggi ai limiti dati dalle
(10) e (11). Il teorema si estende quando si aggiunga 1'ipotesi che
Ie funzioni Uk(c[(k^ e vh(p) si mantengano limitate. anzi risultino
in modulo minori di B, per Ö < B(p) < y, essendo B il raggio di
convergenza della serie (9).

2. Siano assegnate negli spazi ff4, og , . . . , ^ e T rispettivamente
ad cLi, a2, ... j ocj ed N dimensioni con 0 < â  <C N (k =. 1,. . . , l) Ie
seguenti l -+- m funzioni (m > 1) :
Xi(-n(1)) definite in a£, ... , XtW

e)) definite in <J1, Y$), ... , Ym(t)
definite in T.

Siano inoltre assegnate nello spazio T, l varietà lineari Vk di
^quazioni
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cou Aik) matrice reale di ordine [IV, a/c ] ad elementi positivi e
non avente colonne nulle.

Sulle fanzioni Xk(n
ik>) (fc = 1,..., ï) e Yh(t) (h = 1,.. . , m) si

fanno le stesse ipotesi già enunciate nel paragrafo primo, cioè si
suppone che sia Zfc(v)cfc)) = 0 per / i ( & ) < 0 e Yh(t)=Q per t < 0.
Introdotti i vettori

saranno inoltre, per ipotesi, X(vj) e Y(t) assolutamente trasforma-
bili, secondo le definizioni (5), per E(p) >> p.

Ci proponiamo di determinare una funzione Z(t\ assolutamente
tra sfor mobile, che soddisfi l'equazione

{15) f(X Y, Z)(t) = O

da interpretarsi nel modo che ora diremo. La (15) si ottiene sosti-
tuendo i prodotti iutegrali definiti dalle (8) e (14) ai prodotti
algebrici nell'equazione

(16)

Fer la funzione f(x, y, B) délie l -+- m -+- 1 variabili complesse
oTi,..., £Cj, yi) •" 9 Vm* z s^ fa n i io le ipotesi che sia analitica, nulla
•nell' origine e inoltre risulti f(x, Ô," 0) = 0 ed îz(0. Q, 0)4=0.

La (16) è allora univocamente risolubile rispetto a s, in un in-
torno dell' origine e la funzione z(x, y) che si ottiene saià rappre-
sentata dalla seguente serie

(11) »(»»«/)= S C^vX^v (0^0 = 0)
p., v

essendo a = [^ ... ^ e v = [vx ... vm] vettori a component! intere.

Nelle ipotesi sopra enunciate (che, oyviamente, sono le stesse
del teorema del D I N I sulle funzioni implicite) la soluzione délia

22
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equazione integrale (15) esiste ed è unica ed è data dalla funzione

(18) Z(Q= 2 c^AX*v)^(Y*»)(t).

Si osservi inoltre che i coefficient c^v che compaiono nella
(18) sono gli stessi della (17).

La funzione Z(t) è assolutamente trasformabile per R(p) > S ed
è nulla per t < 0 ; la serie (18) converge inoltre quasi ovunque in T.

DIMOSTRAZIONE. - Proveremo la tesi generalizzando il proce-
dimento usato in un précédente lavoro (4). Va ricordato che sia
nella (15) che nella (18) Ie composizioni sono fatte secondo Ie va-
rietà V% assegnate ed inoltre ad ogni Xk è associata una ben
determinata varietà Yk in modo che Ie composizioni di una certa
funzione vanno fatte . tutte secondo la varietà associata a taie
funzione.

Facciamo vedere, innanzitutto, che la (18) costituisce una effet-
tiva soluzione dell'equazione integrale (15). La serie (18) converge,
quasi ovunque, in T. Infatti la (17) è una funzione analitica delle
l -+- m variabili Xk, yK (& = 1,... ,Z; fe = l, ..., m), nulla nel punto-
x = 0 ij = 0 e tale che z(x, 0) ̂  0.

Posto allora

4
e-Tiifc)9(ft)Zjfe(ïi(fc))^fc ( ~~ ?'"'

4

ed inoltre

per i2(2>) < 8, sufficientemente grande, converge anche la serie

(19) S <V,vtfK2)r(P)*
p., y

(3) P. RIZZONELLI, Estenslone del teorema del Dini sulle funsioni im-
plicite aile eqwa&ioni integro differenziali del tipo « Faltung », « B-endi-
conti dell' Istituto Iiombardo di Scienze e Lettere » Classe di Scienze
vol. 92, 1957, pp. 117-131.
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Allora, in virfcii del teorema già dimostrato. possiamo afferma-
re che la (19) è la trasformata di LAPLACE di una funzione Z(t),
definita dalla (18), assolutamente trasformabile per R(p) > 8.

Inoltre la serie (18) converge quasi ovunque in T. Il vettore
reale S che potremo ancora chiamare, in senso lato, ascissa di
convergenza, si détermina in modo che siano soddisfatte simulta-
neamente Ie seguenti disuguaglianze

ƒ (fc =

ert*\Yk{t)\d*\<B

essendo R il raggio di convergenza della serie (17).
La funzione (18) soddisfa all'equazione (15). Infatti, essendo

per ipotesi la funzione f(x, y9 z) analitica, essa sarà rappresentabile,
in un intorno dell' origine, mediante una serie di potenze nelle
l-t-m-hl variabili xjç,yh eg che, col solito significato dei simboli,
porremo nella seguente forma:

(20) f(x, y, z)= S br,s,vx>-yw (&rï0 |0=0).
rts,v

La serie

(21) f(X, Y,Z)(t)= S br%*,v(X*r)ïr(Y*')*(Z*oXt)
r,s,v

in cui la funzione Z(t) è data dalla (18) converge, anzi assoluta-
mente, quasi ovunque in T. La serie (21) è poi quasi ovunque
nulla. Infatti si consideri la sua trasformata di LAPLACE; indi-
cando con z(p) la trasformata di Z{t) si ha:

(22) f(x(q\ y(p), e(p))= S &V)

È inoltre z(p) = S c^^xv-iqjy^p) e quindi sostituendo nella (22)

• 1 4 . ^ ' v

nsulta

(23) f(x($
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Poichè nella (17) è 0^0 = 0 esiste, per il teorema del Diisri, un
p > 0 tale che per | x \ < p e | y | < p sia soddisfatta l'identita

25 br,s,<öX'ys^(x, y) = 0.

Ma allora per E(p) sufficientemente grande la (23) è identica-
mente nulla. Si puö quindi affermare che la (21) è quasi ovunque
n alla e pertanto la (18) rappresenta una soluzione della equazione
(15). Quindi una soluzione della (15) esiste. la soluzione è inoltre
unica. Supponiamo infatti che Z(t) sia una soluzione delFequa-
zione (15) e sia assolutamente trasformabile. Si considerino Ie tra-
sformate di LAPLACE ss(p)=Z(Z(jt)) e f(x(q), y(p), z(p)) = 2(f(X, Y, Z)(t)).
Avremo manifestamente

(24) f(x(q)< y(p), e(p)) = 0.

Corne già si è osservato, pur di prendere B(p) abbastanza
grande, la funzione z(p), che soddisfa la (24), è unica ed è daU
dalla formula

dove i Cp.,v sono i coefficienti che compaiono nella (19).
In virtù della corrispondenza biunivoca esistente fra Ie fun-

zioni e Ie loro trasformate di LAPLACE possiamo affermare che la
soluzione delP equazione è uuica ed è data dalla (18).

3. La proposizione dimostrata precedentemente si estende al
caso di un sistema di n equazioni integrali del tipo Paltung.
Siano assegnate l -+- m funzioni X^V0), »-, XiWl)), Y4(0,..., Yw(i)
con m ;> 1 definite rispettivamente negli spazi <jt, ... , <rz ex ad
oti, ..., Kt ed N dimensioni con 0 < OLJC < N (fc = 1,... , ï). Siano
inoltre assegnate in T I varietà lineari Vk di equazioni

Le matrici A{k) e Ie funzioni X(i\) = [XiW
1>) ...Xt(y\il})] e Y(t) =

= [Yi(t)... Ym(t)] soddisfino alle stesse ipotesi già enunciate nel
paragrafo précédente; in particolare Ie funzioni X(r\) e Y(t) siano



SULLA RISOLTJZIONE DEIXE EQUAZIONI INTEGRALI, ECC. 337

assolutamente trasformabili per E(p)^> p. Cercheremo di determi-
nare sotto quali condizioni esiste una ed una sola soluzione
Z(t) — [Zi(t)... Zu(t)]f assolutamente trasformabile che soddisfi il
seguente sistema

(25) ft(X, Y, Z)(t) = O (i=l, 2,. . . ,»).

La (25) si ottiene sostituendo i prodotti integrali definiti dalle
(8) e (14) ai prodotti algebrici nel sistema

(26) ft(x, », 0) = O (• = l , . . . J n) .

Le n funzioni f,(x, y, z) délie 1-t-m-bn variabili x = [Xi ... x?]
y = [ji ... ym] e z = [zt ... z„] sono analiUche, nulle nel punto
x = y = z —0 e tali che sia f^x, 0, 0 ) ^ 0 . Inoltre si fa V ipotesi
che risulti diverso da zero, nelV origine, il déterminante jacobiano
délie funzioni f, rispetto alle variabili ẑ  :

Il sistema (26) è allora, per il teorema del Drsri, univocamente
risolubile rispetto aile z3 in un intorno dell'origine. Le n funzioni
&i{x, y) che si ottengono sono analitiche e pertanto saranno rap-
presentate dalle séguenti serie:

(27) 0,(ac, y) = Z c{^vx^yv con cĵ o — 0,

ove [A e v sono vettori rispettivamente ad l ed m componenti
intere non négative.

Si dimostra che nelle ipotesi faite, la soluzione del sistema (25),
assolutamente trasformabile, esiste, è unica ed è data dalla n-pla
di funzioni

(28) Z,(t)= S c^v(X*v)^(Y^)(t)

dove i coefficients Cj/)V sono gli stessi che compaiono nella (27) ed i
simboli usati nella (28) hanno il significato già illustrato. Le fun-
zioni Z;(0 sono nulle per t < 0 ed assolutamente trasformabili per
R(p) > S, con S sufficientemenie grande. Inoltre le serie (28) conver-
gono quasi ovunque in T.

La dimostrazione del teorema ora enunciato è del tutto analo-
ga a quella esposta nel paragrafo 2 riguardante la soluzione di
un'equazione integrale.


