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Un’osservazione sopra la figurativa
degli integrali quasi-regolari seminormali.

Nota di SiLvio CiNQUINI (a Pavia)

Sunto, - Ricordata la definizione di integrale quasi-regolare seminormale,
si rileva che, qualungue sia 4l numero (finito) delle dimensioni dello
spazio, nel quale é contenuta la (ipersuperficie) figurativa, se U integrale
¢ quasi-regolare seminormale, tale figurativa non contiene mai alcuna
retia.

Résumé. - Quelgue soit le nombre (fini) des dimensions de l’'espace, o est
renfermé la (hypersurface) figurative, si U integral est « quasi-regolare
seminormale », sur cette figurative il W'y a aucune ligne droite.

Le presenti righe traggono origine da una Memoria, in corso
di stampa ('), dedicata a integrali curvilinei del Calcolo delle va-
riazioni in forma parametrica dipendenti dalle derivate di ordine
superiore.

Ricordiamo, innanzi tutto, che, come & ben noto, I’integrale

Ic=/f(ac, Y, y')dex
¢

si chiama quasi-regolare positivo seminormale (%), se in ogni punto
(%, y) 1a derivata parziale f,(x, ¥, y'), considerata come funzione della
sola ', & sempre non decrescente, e se, inoltre, in nessun punto
{x, y) tale f,(x, y, y') @ costante per tutti i valori di y': in altre
parole, in nessun punto (x, %) la (curva) figurativa

t=1( u y)

si riduce a una retfa.

(1) S CinqQuint, Sopra Uesistenza dell’ estremo per una classe di inte-
grali curvilinei in forma parametrica. 1n corso di stampa negli Annali
di Matematica pura e applicata.

(?) L. ToNeLLI, Su gli integrali del Calcolo delle variazioni in forma
ordinaria, « Annali della R Scuola Normale Superiore di Pisa», s. II,
vol. IIL {1934), pp. 401-30. Vedi n. 1 pag. 405
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B pure noto che 1’integrale

ID[Z] = // f(w: Y, 2, P, Q)dx dy
D

si chiama quasi-regolare positivo seminormale (%), se & &(x,y, z;
P, q; p, Q)=0 in qualunque punto (x, y) di D e per tutti i valori
finiti di #, p, q, p, q, e se per ogni (x, ¥, ) ora indicato esiste
almeno una coppia (p, q) tale che sia 8(x, y, z; p, q; p, ¢ >0 per
tutte le coppie (p, q) distinte da (p, g). Inoltre L. GiuLIANO ha
rilevato (*) che, se Ip[z] & quasi-regolare seminormale, la (super-

ficie) figurativa, relativa a qualunque punto (x, ¥, 2),

t=7F(.,p 9

non contiene alcuna retta: tale osservazione & il fondamento della
dimostrazione che ogni integrale quasi-regolare positivo semi-
normale & semicontinuo inferiormente.

Cid premesso, nel caso dei problemi variazionali da noi consi-
derati nel lavoro citato in (')

g = f Fia(s), yls), 2(s); @, ¥ &5 uy, vy, w,)ds,
C

J® —_-j Fx(s), yls), 2(s); ', ', &'; wy, vy, Wy; Uy, vy, W)ds,
C

ove il parametro s rappresenta la lunghezza dell’arco rettificato.
ed é

’

7/'/2 —_ w,y" — x'lyl, Ug p— ?J'Z" — y”zl, ’sz e le// — lex ;
us p— wlylll — wlllyl, ’03 e y/zlll - ylllzl, wa - zlwlll —_ zlllxl s
quale & la proprieta di cui gode la rispettiva figurativa
t=F(.., uy, vy, W,),
t=F(.., uy, v;, W),
quando 1l’integrale & quasi-regolare seminormale?
(3) L. GiuLiano, Sulle condizioni sufficienti per la semicontinuitd de-
gli integrali doppi del Calcolo delle variazioni. Annali della R. Scuola

Normale Superiore di Pisa, s. II, vol. X (1941). pp. 37-55.
(4) Vedi luogo cit. in (3), n. 1, pag. 39.
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La risposta a questa domanda & contenuta come caso partico-
lare nella presente osservazione, nella quale rileviamo che, qua-
lunque sia il numero (finito) delle dimensioni dello spazio, nel
quale & contenuta la (ipersuperficie) figurativa, se 1’integrale &
quasi-regolare seminormale, tale figurativa non contiene mai
alcuna retta.

Quanto abbiamo asserito segue dal risultato di GrurLiaNoO sopra
citato, in modo molto rapido. mediante semplici considerazioni di
Geometria degli iperspazi.

Nel chiudere queste righe introduttive. desideriamo ringraziare
il collega e amico V. E. GavLarass: per lo scambio di idee avuto
con lui.

I. Siano ¢ e v due numeri interi positivi e siano = e # due
punti variabili rispettivamente negli insiemi di punti E,. (di uno
spazio a y. dimensioni) e E, (di uno spazio a v dimensioni), che
non & necessario precisare ulteriormente, e sia f(x;«; ¢,,%,,..,1¢,)
una funzione (reale di variabili reali) finita e continua, assieme
alle proprie derivate parziali del primo ordine fi,, ft,,..., ft,. per
ogni x di E,, per ogni w di E, e per tutti i valori finiti di
by tyy s L ().

Fissato « in E, e # in E,, consideriamo nello spazio a # + 1
dimensioni riferito a un sistema di assi cartesiani ortogonali
(f,y t,y..., t.; 7} la (ipersuperficie) figurativa

t=fx; w; t,, ty,..., t.).
Per ogni x di E,, per ogni w di Z, e per tutti i valori reali di
E,tyy ey bty By by, .y b, definiamo la funzione & di WEIERSTRASS

Glo; w; 8, b,y b, byt e, B =fla; u; b, 8, .., 18)—

PR — — n —_ _ -
—fle; w; by, tae y8)— X (F, — E)fela; u; by, ey, ),

j=1

]

€ teniamo presente che essa rappresenta la differenza, calcolata
nel punto (¢, £, ..., ¢,), tra la = della figurativa e la t dell’iper-
Biaiwo ta,nigente alla figurativa nel punto (¢,, ¢, ..., t,; T= flx; u;
b, b))

(°) Come & ben noto, le considerazioni fatte nella presente Nota si
possuno sviluppare, in forma opportunamente modificata, anche in ipotes:
pitt ampie di quelle indicate nel testo. In altre parole si tratta di una
concavitd, intesa in senso opportuno.
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Considerata una classe C di funzioni (che & superfluo precisare),
I'integrale (del Calcolo delle variazioni) della funzione composta
fle; w; t,,t,..,%), nella quale le derivate di ordine massimo
delle funzioni della classe C compaiono soltanto in %,,tz,..., £, (°),
si chiama quasi-regolare positivo, se, qualunque siano i punti x
di E,en di E,, & '

(I) 6(%; u; tl?ti’"',tn; tl:tiy"')tn)zo

per tutti i valori reali di t_l, b2,y by t,,t, ., t,. Se, oltre alla
condizione ora indicata, in corrispondenza ai punti z di B, e » di
E,, esiste almeno una n-pla (4, ;, .., t,) tale che sia

(I) 8l@; w; by, oy s by by tay s £,)>0

per tutte le n-ple (¢, ¢5,..., t,) non coincidenti con (¢, s, ..., t,),
allora 1integrale si chiama seminormale.

1 evidente che la definizione di integrale quasi-regolare nega-
tivo seminormale si ottiene invertendo il senso delle disuguaglianze
(I) e (XII).

2. La figurativa relativa a un integrale quasi-regolare semi-
normale non contiene alcuna retia.

Infatti, in base alla definizione data al n. 1, se ’integrale &
quasi-regolare seminormale, la {igurativa (relativa a una qualun-
que coppia di punti x, u, con x appartenente a E, e u apparte-
nente u E,)

(1) ‘C:f(x, u; tlativ'";tu)

¢ una ipersuperficie tale che: a) considerato un qualunque iper-
piano II ad essa tangente, la ipersuperficie & tutta contenuta in
uno solo dei due semispazi individuati da f1; b) esiste almeno un
iperpiano II; ad essa tangente, il quale ha a comune con la iper-
superficie un solo punto. Sia

2 T=al + by + ..+ a,l, + @y,

(°) Gli integrali J® e J®), sopra citati, illustrano pienamente quanto
& detto nel testo in forma sommaria. Un ulteriore esempio & fornito dagli
. . 0z 02 9z 9z Oz Lo
integrali j{/f(w, Y, 2(x, Y), 5’ o’ sy’ ﬁ) dxdy, di cui ci siamo

occupati alcuni anni fa.
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Iequazione di Ty, e sia (f, ta, .y by T=1(®; ; t1, b2,y b)) 1o
unico punto che tale iperpiano ha a comune con la ipersuperficie (1).
B ovvio che, posto

glby b2y s B = flasus by, bey oy 8,) — [audy + Gole + oo 4 @b, + a0 4],

non
1ipersuperficie

3) =g, t2y .y b))
gode ancora della proprieta a). e che l'iperpiano
@) v =0

ha a comune con essa soltanto il punto di tangenza P—=(t,, t,, s by
0): siamo cosl ricondotti a dimostrare che 1’ipersuperficie (3) non
contiene alcuna retta.

A tal uopo supponiamo, se & possibile, che esista una retta »
tutta costituita di punti appartenenti all’ipersuperficie (3).

Evidentemente la retta r non pud essere costituita di punti
appartenenti all’iperpiano (4), n& pud incontrare tale iperpiano
(perché in tal caso I’ipersuperficie (3) avrebbe punti in entrambi
i semispazi individuati dall’iperpiano (4)); vale a dire » & paral-
lela alliperpiano ©—0, pertanto le equazioni di # si possono
porre softo la forma

th=bw + ¢
ts = by + ¢,

) N S

ove ¢3=0 e w & un parametro che assume futti i valori di (—oo, + co).

Cousideriamo la retta r, ortogonale all’iperpiano (4) nel punto

Gay Ty s B3 0),

nI

(6) t, =1, tzztg,...,t”:?n.

Siccome V’ipersuperficie (3) & incontrata al piit una sola volta da
ogni retta parallela all’asse 7, le rette (3) e (6) non hanno punti
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a comune, vale a dire non pud essere simultaneamente

h—a b—ca  t,—c
by, T b,

; =7

Pertanto. supposto per fissare le idee

71“01 b — ¢

(7 i Y

le equazioni del S, individuato dalle rette » e r si possono porre
sotto la forma

ty— b, b—t bi—
8) by b, by =0, (j=3,4....m),

eh—1t Co—ty ¢i—1j
ossia, in virtu della (7),
89 i = dj'ty + dj"'ty + ds’", (=3, 4,.., n).

Intersecando la ipersuperficie (3) con tale S,, si ottiene la
superficie

9) t=glt, bty Aty + dy'by+ Ay, o, AVt + )+ d,)),

la quale contiene la retta : ma cid & assurdo.

Infatti ragioniamo mel S; individuato dalle equazioni (8'), rile-
vando che qualunque piano tangente alla superficie (9), quale
intersezione di un iperpiano tangente alla ipersuperficie (3) con
(8'), lascia tutta la superficie (9) da una stessa parte, mentre il
piano intersezione di (4) e di (8') & tangente alla superficie (9) nel
punto P e ha a comune con la superficie stessa soltanto il punto
di tangenza. Pertanto (7) la superficie (9) non pud contenere alcu-
pna retta, e il nostro asserto & cosi provato.

(7) Vedi L. GruLiaxo, luogo cit. in (4).



