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SEZIONE SCIENTIFICA

BREVI NOTE

Sur des conséquences de théorémes d’approximation
de fonctions analytiques.

Nota di DominGos PisANELLI (a San Paolo)

On va donner dans ce travail deux conséquences des théorémes:

1) de Ru~Ge modifié par Omar Carunpa ([1] - p. 28) sur
Papproximation uniforme d’une function analytique (*) ’un evaria-
ble par des fonctions rationnelles & coefficients entiers complexes (?).

2) de l'approximation uniforme d’une fonction analytique
de deux variables par des sommes de produits de deux fonctions
d’une variable.

Les conséquences sont respectivement les suivantes:

«) Les compacts d’un ouvert de Pespace [F], ([2] - p. 37) des
germes de fonctions analityques sur un compact de la sphére de
RieMANN, admettent un systéme fondamental dénombrable de com-
pacts.

) La topologie canonique du produit tensoriel [F,||®[F.,] (|3] -
p- 30) (F, e F, compacts non vides de la sphére S de RIEMANN.
divers de S), est identique & la topologie induite par celle de
Pespace [F, X F,], des germes de fonctions analytiques sur F, < F,,

muni de la topologie limite inductive.

(!) Dans ce qui suit une fonction analytique seia toujours supposée
nulle sur les éventuels points & 1’infini de son champ de définition.
(®)) Un entier complexe est un nombre complexe a coefficients entiers.
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Leume 1. - Une fonction analytique peut étre approchée unifor-
mément sur un compact de son ensemble de définition par des fon-
ctions rationnelles & coefficients entiers complexes.

Soit f(z) une fonction analytique dans un ouvert M de la sphére
de RiEMANN. Soit K un compact contenu en M et y une séparatrice
{([4] - p- 40) entre CM et K. En utilisant la formule de CaucHY
on peut approcher uniformement f(z) sur K, par des sommes de
fonctions rationnelles en z:

fe) — &

j=1 27ty — 2

floe))Azy | < €2 (| Aoy | <o, 2E€E R).

Le second terme est une fonction continue de fl«,),.... fix,),
«,,..%,, 2 dans un compact convenable. On pourra l’approcher
uniformément sur K, par des fonctions rationnelles & coefficients
rationnels complexes (%) et par des coefficients entiers complexes:

1 1 P.2)
f(“})A“J"’QTz)‘<E/2 (182 | <o, 2€K).

&
» [
d -
=1 2nt o, — 2
On aura:

P
lfw)—@f%lo (2 € K)

I1 est évident que I'ensemble des fonctions rationnelles de [F']
& coefficients entiers est dénombrable.

LeuMe 2. - Une fonction analytique de deux variables peut éire
approchée uniformément sur un produit de compacts par des sommes
de produits de deuwx fonctions d’une variable.

Soit: f(z,, #,) une fonction analytique dans un ouvert M du
produit de deux sphéres de RIEMANN, K, X K, M un produit de
compacts et y, >y, une biséparatrice entre CM et K, < K, [5].
En outre soient deux divisions sur y, e y,. La formule de CAuCcHY
donne:

f =1 [# L qe,, tyatdt, —
(z"zz)—(;{ni)l‘/_ tl z,t,Tz;f(“ 2)d1 2=
AP IR

1 o 1 1
=_tosn (L1 o gana,
r 8 1 2 T 22

(3) Un nombre rationnel complexe est un nombre complexe & coctfi-
cients rationnels.
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o 5 1 1
Uz 7)) = (_mz)e; Tt — 2 by — 2, fit,,, tdtdi, =
‘\
gm)zf' : f /tw b fuldtds.
Tir Yas
On aura:
) ﬂ 19 Z)
iRe, &) = #los, ) ! i /[( ) — o)
Yir .{‘.‘s
f(tlr’ tzc) \l
—_ dt,dit
t—2)te—2)|

(t, —2)(t: — 2,)

Soit £« > 0. La continuité uniforme de sur K, X
fi£,, L)

=< K, X v, > v,, donne:

1
iz, 2s) — 9z, zz)|<'('2n_7qu‘{1‘{2 (1At | <oy, | AL | <o,

zl E‘Kl’ zzeKﬁ)

I) Soit F un compact de la sphére de Riemawn, et (F,), v une
suite d’onverts. Supposons en outre que:

1) (F.)nen est décroissante, F,DF et F,DF,,, et pour
tout ouvert M DO F, il existe un F, D M.

2) Tout composante connexe de F, contient au moins un
point de F.

Soit [F] les germes de fonctions analytiques sur F, et F,(n € N)
I’espace de Banach des fonctions analytiques bornées en F,. Soit
[F]. Vespace [F] mnni de la topologie limite inductive des espaces
[F.]. Les applications naturelles k, de [F,] en [F, + 1] et 4. — ¥,
de [F,] en [F] sont biunivoyues et continues.

Soit B,(p) une boule fermée de rayon p de F, avec centre &
Vorigine. B, =h,(B.) est compact (Théoréme de Montel).

TaEOREME 1 - Les ensembles yum + B,(p) (p rationnel et yu ration-
nelle & coefficients entiers complexes) contenus dans un ouvert Q de
[F]. forment un systéme fondamental dénombrable de compacts de Q.

On va démontrer que tout compact K d’un ouvert Q de [F],
est contenu dans la réunion d’un nombre fini d’ensembles !}m—i—

B.(p) (p rationnel et yYm rationnelle & coefficients entiers complexes)
contenus en Q.
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K est borné. Il existe K, borné tel que K, = K ([6] — p. 400)
K, ., =h,(K,) sera relativement compact. K,,, image inverse de
K est fermé et compact.

Soit ye K. On aura ¥, ,,+ B, () Q,,, (o rationnel) (%
([6] - p. 398). Il existe alors une fonction rationnelle de [F,,,]:

Ym € Yns1 + 5 B,.,(p) & coefficients entiers (lemme 1), On aura
1
Yni1r € Ym + §B,,+,(p). La compacité di K, ,, donne V'existence d’un
1
recouvrement fini y,, + 5 B, e l<=m<p) de K, ,.

. 1 =
Les ensembles y,, +§B,, +1(pm) sont contenus dans Q:

. 1= 1~
€Y, + 9 By => Gnps € Wuyn(yYm) + 3 B,

1 1=
Y € Yugr + 3 B,y =>lu\(¥,) € Yuis + 5 B,

Il
\4
Gns € Yngs + Boyy => 9 €Q
K est alors contenu dans la réunion d’un nombre fini d’ensem-

bles gjm—e—ﬁ,,(p) (y,, rationnelle & coefficients entiers complexes,
p rationnel).

IT) Soient F, et F, deux compacts de deux sphéres de RIEMANN
S, et S,. Soient (F,,) et (F,,) (» € N) deux suites du type vu en I).
[F,>< F,] Yespace des germes de fonctions analytiques sur [¥,, < F,,|
(n €N) 'espace de BaNACH des fonctions analytiques bornée sur
F.<XF,,. [F, < F,] muni de la topologie limite inductive des
espaces [F,, < F,,] (n € N) sera désigné par [F, < Fy],.

a) Soit £, ([F, < F,]) Pensemble des formes linéaires continues
sur [F, < F,],. Elles sont données par la formule de FANTAPPIE [7]:

. 1 r
Y~ i | Wb byl t)bdE, )
TiXT2

b) Les formes bilinéaires continues sur [F,], > [F,], sont don-
nées par la formule de Fantarrit ([4]. [5], [6]).

(%) Si y€[F], ¥, est un représentant de y en F, (s’il existe). €, =
image inverve de Q par l’application y,, — Y-

(%) y représentant de ¥ Y172 biséparatrice de I'ensemble de défini-
tion de y et de CF, s CF,, et u(fy, ¢,) fonction analytique en CF,x CF,.
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. . 1
W 9 = g | s Lttt at,
TiXYe

(y.(%,) e y,(t,) repr. de y, e y, respectivement, u(f,, {,) analytique
en CF, < CF,).

Il est évident que le produit tensorial [F,]®[F,] est donné par
les germes de fonctions analytiques sur F, < F,, du type:

3 (Y)Y
j=1

F IQ[F,] est alors un sous-espace vectorial de [F, < F,].
2

¢) Il existe sur [F,]®|F,] une topologie et une seule telle que
pour la restriction de 1'isomorphisme S([F,], [F,]) et £([(F|® [F,)) &
B([F\] < [F,]) (), B([F,] < [F,]) soit isomorphe a L([F,]®[F,]) (en-
semble des formes linéaires et continues pour ) ([3] - p. 30).
Soit L,([F,]®[F,]) 'ensemble des formes linéaires continues sur
[F]®[F,] muni de la topologie induite par celle de [F, X F,]..

TBEEOREME 2 - La topologie de [F,] ®[F,] coincide avec celle in-
duite par la topologie de [F =< F,),.

On va démontrer que B([F ], X< [F,].) = L(F,] ®[F,)).

En effet a) e b) donnent:

B([F\Je >< [F.].) = £A[F\ X< F])
parce que tous les deux sont isomorfes & l’espace des fonctions
analytiques sur CF, < CF,.

Soit £, €LA[F, < F,].. La restriction de £, & [F,|®[F,] est un
élément de £,(F\|® [F,]). Réciproquement £; ¢ L,(F, < F,) peut étre
prolongée d’une maniére unique & une forme linéarie continue
sur [F, X F,],, parce que [F,]®[F,] est dense en [F, < F,], (lem-
me 2). Tl s’ensuit que:

B([F\]. < [F].) = £([F )] @ [F3])

I’ isomorphisme est donné par:

~

. . . . 1
B:(y,, ) €[F\] X< [Fy] — Bly,, )= W /u(tu L)y, (8)y,(2,)dt di,

YaX T2
. 1
0 € B, — o [ult, iyt tdtat,
YixTe
(6) B(F]X[F:]) = ensemble des formes bilinéaires continues sur

[Fi]e X [F2].:
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. 1
£.:2 (yljyzj) - (Q?)z [u(tx s ty) Zyuyz.’edtldtz —
YiXYe
= X By, s,

La topologie induite sur [F|]® [F,] par celle de [F, < F,], est
alors identique a % (théoréme c).

Nore. - On pourra démontrer autrement que [F||Q[F,] est
dense en [F, < F,],. Il suffit démontrer que les éléments

G=alla=r) crasin

forment un ensemble & total en [F, < F,], ([2] - p. 18). Une con-
dition suffisante est la suivante: Si f forme linéaire et continue
sur [F,< F,], est nulle pour tout élement = ¢ &, alors f=o ([2) - p. 18).

On observera que le lemme 2 est plus fort que la propriété que
[F\|®[F,] est dense en [F, X< F,]..
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