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SEZIONE SCIENTIFICA

B R E V I NOTE

Sur des conséquences de théorèmes d'approximation
de fonctions analytiques.

Nota di DOMIJSTGOS PISANELLI (a San Paolo)

On va donner dans ce travail deux conséquences des théorèmes:

1) de BITNGE modifié par OMAR CATTJSTDA ([1] - p. 28) sur
l'approximation uniforme d'une function analytique (]) d 'un evaria-
ble par des fonctions rationnelles à coefficients entiers complexes (2).

2) de l'approximation uniforme d'une fonction analytique
de deux variables par des sommes de produits de deux fonctions
d' une variable.

Les conséquences sont respectivement ]es suivantes:

a) Les compacts d' un ouvert de l'espace [F]e ([2] - p. 37) des
germes de fonctions analityques sur un compact de la sphère de
RIEMANN, admettent un système fondamental dénombrable de com-
pacts.

P) La topologie canonique du produit tensoriel
p. 30) (Fl e Ft compacts non vides de la sphère S de RIEMANJST,

divers de S), est identique à la topologie induite par celle de
l'espace [F1 X F2]e des germes de fonctions analytiques sur Fx X Fti

muni de la topologie limite inductive.

(4) Dans ce qui suit une fonction analytique seia toujours supposée
nulle sur les éventuels points h l'infini de son champ de définition.

(2) Un entier complexe est un nombre complexe à coefficients entiers.
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LEMME 1. - Une fonction analytique peut être approchée unifor-
mément sur un compact de son ensemble de définition par des fon-
ctions rationnelles à coefficients entiers complexes.

Soit f(z) une fonction analytique dans un ouvert M de la sphère
de RIEM AN M. Soit K un compact contenu en M et y une séparatrice
([4] _ p. 40) entre CM et K. En utilisant la formule de CAUCHY
on peut approcher uniformément f(z) sur K, par des sommes de
fonctions rationnelles en z:

f[e) - ^ ^ ^ ^ «a,)A», | < t/2 ( | Ac, | < a, Z € K).^

Le second terme est une fonction continue de /l^), ..., f[ccn)r

ccj, . . a,,, s dans un compact convenable. On pourra l'approcher
uniformément sur K, par des fonctions rationnelles à coefficients
rationnels complexes (3) et par des coefficients entiers complexes:

On aura:

II est évident que l'ensemble des fonctions rationnelles de [F]
h coefficients entiers est dénombrable.

LEMME 2. - Une fonction analytique de deux variables peut être
approchée uniformément sur un produit de compacts par des sommes
de produits de deux fonctions d'une variable.

Soit: f{z^ 22) une fonction analytique dans un ouvert M du
produit de deux sphères de RIEMAOTT, KYX K2CZM nm produit de
compacts et yx x y2 une biséparatrice entre <BM et Kl X iT2 [5].
En outre soient deux divisions sur yx e y2. La formule de CAUCHY;
donne :

Tir

(3) Un nombre rationnel complexe est un nombre complexe à coeffi-
cients rationnels.
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Tir Yss

On aura:

Tir T25

Soit s > o. La continuité uniforme de ——^n—rr sur ^ i X
î\y\ > **)

X ifs X Ti X T2 » donne :

I) Soit J un compact de la sphère de RIEMAKN, et (Fn)nÇN une
suite d'ouverts. Supposons en outre que :

1) (Fn)yitN est décroissante, FnZDF et F^ZDF.^^ et pour
tout ouvert MZDF, il existe un Fn ZD M,

2) Tout composante connexe de Fn contient au moins un
point de F.

Soit [F] les germes de fonctious analytiques sur F, et F»(n£ N)
l'espace de BAISTACH des fonctions analytiques bornées en Fn. Soit
[F],, l'espace [F] muni de la topologie limite inductive des espaces
[F,,]. Les applications naturelles h„ de [F„] en [Fn -+- 1] et yn —+ yn

de [F,,] en [F] sont bninivoques et continues.
Soit BJç>) une boule fermée de rayon p de Fu avec centre à

l'origine. B„ =hn(B„) est compact (Théorème de Montel).

THÉORÈME 1 - Les ensembles ym -H Bn(p) (p rationnel et ym ration-
nelle à coefficients entiers complexes) contenus dans un ouvert Ci de
[F]P forment un système fondamental dénombrable de compacts de O.

On va démontrer que tout compact K d 'un ouvert n de [F]e

est contenu dans la réunion d 'un nombre fini d'ensembles ym -+-

Bn{p) (p rationnel et ynt rationnelle h coefficients entiers complexes)
contenus en il.
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K est borné. I l existe Kn borné tel que Kn = K ([6] - p. 400)
^L»-+-I = hn(Kn) sera relativement compact. iT„+1 image inverse de
UT est fermé et compact.

Soit yçK. On aura yn+2 -+- B„^_t(p)CZ O „ ̂ 2 (p rationnel) (4)
([6] - P- 398). Il existe alors une fonction rationnelle de [J^+i]:

y m € 2/n-i-i ~+- 9-B«-HJ(P) à. coefficients entiers (lemme 1). On aura

yn+\ € y m -+- o ̂ «-f-ilP)- ^ a compacité di iC,+i donne l'existence d'un

recouvrement fini ym H- g5B+I(pw)(l < m < # ) de Z ^ i -

Les ensembles «/m -h ^_BM-M(pm) sont contenus dans O:

1 ~ 1 -
<P 6 y,n •+" 2 J3«+i=> ^+2 6 hnJhl(ym) H- 2-ö« + i

JKT est alors contenu dans la réunion d'un nombre fini d'ensem-
bles ym -+- Bn(p) (ym rationnelle à coefficients entiers complexes,
p rationnel).

II) Soient Fx et F^ deux compacts de deux sphères de
S1 et JS2. Soient (Fln) et (Fin) (n ç N) deux suites du type vu en I).
[F1xF^\ l'espace des germes de fonctions analytiques sur [F]nxF%n]
(nÇiY) l'espace de BA^ACH des fonctions analytiques bornée sur
Fln X F%n. [Fl x F%] muni de la topologie limite inductive des
espaces [Fln x F%n\ {n g N) sera désigné par [Fx X F2]c.

a) Soit 2e ([F1 X F2]) l'ensemble des formes linéaires continues
sur [Fl x Fz]e. Elles sont données par la formule de FANÎAPPIÉ [7]:

TiXÏ2

6) Les formes b i l inéa i res cont inues sur [F^ X [F2]c sont don-
nées p a r la formule de F A O T A P P I É ([4], [5], [6]).

(4) Si y£[F], yn est un représentant de y en Fn (s'il existe). Qn =
image inverve de Q par l'application yn —* yn*

(5) y représentant de £/, Yi X Ï2 biséparatrice de l'ensemble de défini-
tion de y et de CFiy^CF2, et u(tL, t2) fonction analytique en CFi^CF2^
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1 f

(2/i(̂ i) e 2/2(̂ 2) repr. <*e 2/i e 2/2 respectivement, u(tl9 tt) analytique
en CF, x CFS).

Il est évident que le produit tensorial [-F,]®^] es^ donné par
les germes de fonctions analytiques sur F1xFi, du type:

7 = 1

[Fi] <g> [JF2] est alors un sous-espace vectorial de [Fx x F2].

G) II existe sur [.F,]®[JFVI ajie topologie et une seule telle que
pour la restriction de 1" isomorphisme £([F,], [JFJ) et 2([F,] (g) [Ft]) h
W X [ J J ) (6), 5([^]X[^2]) soit isomorphe a %([^]®IFJ) (en-
semble des formes linéaires et continues pour %) ([3] - p. 30).

Soit ^([i71]]®!^]} l'ensemble des formes linéaires continues sur
[JF

T
)]®[J?7

2] muni de la topologie induite par celle de [FxxF^\e.

THÉORÈME 2 - La topologie de [^i]®[-F2] coïncide avec celle in-
duite par la topologie de [F x F2]e.

On va démontrer que B([Ft], x [Fs]e)^2l([Fi\®[Ft]).
En effet a) e b) donnent :

parce que tous les deux sont isomorfes h l'espace des fonctions
analytiques sur CFXX CF2.

Soit 2eÇ2e{[Fxx F^]\. La restriction de £c à [FJ® [JFJ est un
élément de £,(l-F,]® [F2]). Kéciproquement £iç2t(FlxFt) peut être
prolongée d'une manière unique è une forme linéarie continue
sur [FlxF2]eJ parce que [F^ ® [F2] est dense en [F1 X Ft]e (lem-
me 2). Il s'ensuit que:

L'isomorphisme est donné par:

YiXÏ-2

£e:y£ FxxF%— ——

(5) -B(L-̂ i]X[-F>]) = ensemble des formes bilinéaires continues sur
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La topologie induite sur [i^] <g> |TS] par celle de [F1xF^]e est
alors identique a ^ (théorème c).

- On pourra démontrer autrement que [F:](8>[Ft] est
dense en [.F, x F<>]e. Il suffit démontrer que les éléments

forment un ensemble £1 total en [F1 x -FVk ([2] - p. 18). Une con-
dition suffisante est la suivante: Si f forme linéaire et continue
sur [F^F^e est nulle pour tout élément x £ <3L, alors f=o ([2) - p. 18).

On observera que le lemme 2 est plus fort que ]a propriété que
est dense en [FlxFt]c.
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