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RELAZIONE

Oli enti iperalgelbrici di Corrado Segre

di MARIO VILLA (*)

1. L 'Uu ion e Matematica Italiana sta pubblicando le Opère di
CORRADO SEGRE nella collezione délie Opère dei grandi matematici
italiani. È già uscito il 1° volume (]) e uu 2° sarà pronto tra bre-
vissimo tempo.

Questa pubblicazione ha fatto ora riparlare di uu gruppo di
laTori di C. SEGRE « Un nuovo campo di ricerche geometriche » (s)
che ha dato luogo ad important] sviluppi.

Ciö mi ha indotto a trattenermi qui sugli enti iperalgebrici di
C. SEGRE.

Grli enti iperalgebrici sono stati introdotti sostanzialmente da
C. SEGRE (S) ma particolari enti iperalgebrici erano stati conside-
rati prima di lui da STATJDT, JUEL e dai matematici francesi
POINCARÉ, PICARD, HERMITE (4).

Più tardi lo studio degli enti iperalgebrici venne ripreso da
E L I E CARTAX. Nel libro di E. CARTAN « Géométrie projective com-
plexe » (5) Ie nozioni fondamentali della geometria proiettiva com-
plessa vengono considerate da un punto di vista che in un certo
senso va al di là di questa geometria e Ie ricollega alla geometria
riemanniana.

(*) Conferenza generale tenuta il 4 giugno 1958 al Convegno cii georae-
tria e topologia di Iasi (Eomania). Per gentile coneessione del Coraitato

t

Ordinatore del Convegno di Iasi, questa conferenza, che apparirà nel vo-
lume degli Atti di tale Convegno, viene pure qui pubblicata,

(') C. SEGRE [7]. I numeri tra parentesi quadra si riferiscono alla
bibliografia,

(2) C. SEGRE [4], [5].
(3) Nei lavori citati nella (2).
(4) Si veda: C. SEGRE [4], Nota I, Introduzione.
I5) E. CARTAN [2].
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Per arrivare nel modo più rapido e più naturale alla nozione
di varietà iperalgebrica conviene rifarsi alle rappresentazioni reali
degli spazi lineari complessL

Ciö ini darà modo auche di mostrare come C, SEGRE sia perve-
nuto a quella varietà che si è dimostrata di grande interesse e
che prese poi il nome di lui.

2, IJ e rappresentazioni reali dello spazio lineare S1 complesso*

Per la rappresentazione reale dei ptiuti di uuo spazio lineare
oomplesso si puö seguire questo corccetto generale : ricorrere cioè agli
elementi reali che sono incidenti ad essi (oppure considerare Ie cop-
pie reali costituite da quegli elementi immaginari presi coi loro
coniugati) (6).

Qaesto concetto porta anzitutto alle tre principali rappresenta-
ssioni deirSj complesso.

1) Si assuma come rappresentante dell' $! un. fascio di rette,
appartenente ad un piano reale s e avente il centro C immaginario
(ad esempio in un punto ciclico di o-). Come immagine di ogni retta
del fascio si prenda il suo punto reale (intersezione con la retta
immaginaria coniugata del fascio avente per centro Faltro punto
ciclico).

Qtiesta rappresentazione présenta perö Finconveniente di dar
luogo ad un elemento eccezionale, la retta reale del fascio C che
ha per immagine tutti i suoi punti reali.

La rappresentazione in discorso coincide in sostanza con quella
oonsueta di ARGAND e di GATJSS della variabile complessa x •+- iy
sul piano reale (x, y).

2) Se si assume come Sx una retta immaginaria di l a specie
(cioè complanare con la complessa coniugata) si possono rappre-
.sentare i punti di questa con Ie rette reali che li contengono,
3*ette che riempiono il piano reale in cui sta quella retta immagi-
naria. Il punto reale della retta costituisce T elemento eccezionale
della rappresentazione.

3) Se si prende invece come Sx una retta immaginaria di 2a

specie (cioè sghemba con la complessa coniugata) e si rappresen-
tano i punti di questa con Ie rette reali che li contengono, si
ottiene una rappreseutazione priva di eccezioni. È questa la rap-
presentazione di STAUDT mediante Ie rette reali di una congruenza
lineare reale, ellittica (cioè dotata di direttrici immaginarie).

(6) Un ente si dice renie quando coincide con Tente complesso coniugato



216 MABIO VILLA

4) Se la congruenza di rette si considéra dal punto di vista
della geometria della retta, nella quale Ie rette dello spazio (ordi-
nario) sono punti di una quadrica deirS5J Ie rette della congruenza
lineare reale ellittica vengono a costituire i punti di una quadrica
reale ellittica delP£3 (una sfera) e si ha la rappresentazione di
ElEMANN.

Dal panto di vista analitico il passaggio dalla rappresentazione
di STATJDT a quella di RIEMANN" si ottiene cosï: si prendano Ie
direttrici s, sf della congruenza lineare come rette fondamentali
opposte in un sistema proiettivo di riferimento dello spazio, sicchè
Ie coordinate omogenee di due loro punti qualunque x, y sono
del tipo x{xY, x2, 0, 0), y{0, 0, yx, yt).

Allora la retta xy della congruenza ha nulle due délie 6 coor-
dinate plückeriane omogenee e Ie 4 rimanenti sono espresse dalle

dove Ie Xu, X12, X21, X22 soddisfano alla relazione

(1) X u X 2 2 -X 1 2 X 2 1 = 0.

Interpretando Ie Xni Xn, X21, X2% come coordinate di punto in
S3, la (1) rappresenta appunto una quadrica.

3. Le rappresentazioni reali dell' JSS eomplesso e dell'S,.
complesso.

1) Si assuma come rappresentante dell'/S2 la rete costituita
dai piani di £4 passanti per una retta data r immaginaria di 2a

specie. Come immagine di ogni piano della rete si assumera il
panto reale del piano stesso. Elementi eccezionali della rappre-
sentazione sono quei piani che appartengono alF£3* individuato
dalla retta r e dalla sua complessa coniugata r' i quali conten-
gono infiniti punti reali costituenti una retta appoggiata ad r, r'.
All' S3* corrisponde una retta l del piano S2 luogo dei punti ecce-
zionali della rappresentazione.

Questa rappresentazione coincide sostanzialmente con quella
ordinaria del piano délie due variabili complesse x-\-iy, x'-hiy'
con V SA reale (x9 y, x', yf). L'JS3* è allora lo spazio alVinfinito dt
S4 e l è la retta alVinfinito del piano complesso.

2) Se si prende come S2 un piano -rc immaginario, allora î
punti complessi di questo si possono rappresentare mediante Ie
rette reali che li contengono. 8e TT è immaginario di la specie (cioè
sta col complesso coniugato 7u' in uno spazio ordinario reale), si ot*
tiene una rappresentazione del piano complesso sulle rette reali
dell'jS3. Presentano perö eccezione i punti della retta intersezione
dei piani 7r, TT'.
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3) Se •* è immaginario di 2a specie, si ha una rappresenta-
zione dotata di uu solo elemento eccezionale : Punico punto reale
d i TT.

4) Se -re si suppone immaginario di 3a specie, cioè non incon-
trante il complesso coniugato TC', sicchè x, TU' hanno per spazio-
congiungente un S5, allora i punti complessi di it saranno rappre-
sentati, senza eccezioni, dalle rette reali che li contengono, cioè
dalle rette reali appoggiate a TT, TT'.

5) Se questa totalità di rette, analogamente al n. 2, si consi-
déra dal punto di vista della geometria della retta, nella quale Ie
rette (delP S5) sono punti della grassmanniana, Ie rette della nostra
totalità vengono a costituire una varietà V4 (la V4 di SEGRE). Dal
punto di vista analitico:

Si prendano i due piani TC, TÜ' come piani fondamentali opposti
in un sistema proiettivo di riferimento di S5, sicchè Ie coordinata
omogenee di due loro punti qualunque x. y sono del tipo
x[xx, xi9 x3, 0, 0, 0), y(0, 0, 0. y19 yif yz). Allora la retta xy di S&

che congiunge i punti x, y ha nulle 6 délie sue 15 coordinate
omogenee e Ie 9 rimanenti sono espresse dalle

Interpretando Ie Xlk come coordinate di punto in £8, Ie (2)
rappresentano appunto (parametricamente) la VA di SEGRE (7).

Non mi diluugo sulle analogbe rappresentazioni reali dell'S,
complesso. Le più important! sono la rappresentazione (difettosa)>
sull'jS2r reale e quella (perfetta) sulla Y%r di SEGRE dell'/S,(f+2,.

Ya rilevato che fu la nécessita; di avere una rappresentaziona
dell'/S, complesso sopra una varietà reale, in cui la corrispondenza
biunivoca fra punti complessi di S, e punti reali della rarietà,
non avesso eccezioni che porto il SEGRE a considerare una délie
più belle ed importanti varietà algebriche, che prese poi il nome
di lui (8).

P) O. SEGRE [5], p. 421.

(s) In una conferenza che tenni il 28 maggio 1958 presso l'Istituto
Matematico dell'Università di Timisoara mostrai come mediante la varietà

di SEGRE si stabilisca un notevole collegamento fra la teoria délie trasfor-
mazioni puntuali fra spazi lineari e la teoria. délie curve e varietà qua-
si-asintotiche. In altra conferenza che tenni il successivo 29 maggio, pure
presso rUniversità di Timisoara, mostrai corne la varietà di SEGRE goda

x
di notevolissime proprietà nella teoria délie curve e varietà quasi-asinto-
tiche.
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4. Le rarietà iperalgeftriche.

Consideriamo le rappresentazioni dell'Sj complesso sul piano
Teale, dellJjS2 complesso sull'S4 reale, più in generale deirS, com-
plesso sulPS2r reale, Ie quali pur essendo difettose sono le più
^emplici e bastano per quanto ora ei proponiarno.

Una varietà Yd de\YSt complesso si dice, con C. SEGRE, iperal-
gebrica quando la sua varietà immagine Vd sull'S2r reale è alge-
brica (d dimensione reale della varietà, cioè numero dei parametri
reali da cui dipende il punto generico sulla varietà, 0<d<2r —
-1) o-

Le Vx si dicono anche fili, mentre Ie V% si chiamano anche
iele. Una curva algebrica dell'/S, complesso (cioè una varietà di
dimensione complessa 1) è una tela, ma una tela di tipo particolare.

Sulla retta complessa, in particolare, accanto ai gruppi di punti
si hanno i fili iperalgebrici, che hanno per immagini sul piano
reale Ie curve algebriche. I fili più semplici sono Ie catene (di
STATJDT) che hanno per immagini sul piano reale una retta o una
«irconferenza.

Nel piano complesso, si hanno i gruppi di punti Vo, i fili Vl

iperalgebrici, Ie tele Yt iperalgebriche e Ie Y3 iperalgebriche, che
io ho chiamato ipersuperficie iperalgebriche (10), rappresentati rispet-
üvamente neirS4 reale da gruppi di punti, curve, superficie, iper-
superficie algebriche. Una particolare ipersuperficie iperalgebrica
è Y ipersfera di POUSTCARE di equazione xx -+- yy = 1 (essendo x, y i
complessi coniugati rispettivamente di x> y) cioè in coordinate
•omogenee xxxx •+- x%x2 — xdxB = 0 (dove il primo membro è una
forma drHERMiTE).

Per definire le varietà iperalgebriche, ci siamo riferiti alla
rappresentazione dell'S, complesso suirS$r reale ma ei si puö rife-
rire anche alle altre rappresentazioni. La definizione è indipen-
dente dalla rappresentazione che si sceglie poichè tutte le varietà
reali con cui viene rappresentata una stessa Vd de\YSr complesso
«ono tra loro in corrispondenza algebrica.

Si osservi che la geometria délie varietà iperalgebriche del-
l'Sr complesso coincide con quella délie varietà algebriche (reali)
della Vj, reale di SEGKB piuttosto che con quella délie varietà
algebriche dell' Ss,. reale che è un modello imperfetto deir>Sr

complesso.

C. SEGRE [5], p. 438.
) VILLA [12], p, 483,
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5* Le ipersuperficie iperalgeferiche,

Fra le varietà iperalgebriche di un S,, (complesso) le più impor-
tanti sono quelle di dimensione (reale) massima 2r — 1, cioè Ie
V t r_1, che lio chiamato ipersuperficie iperalgebriche (n).

Come intersezioni delle ipersuperficie iperalgebriche si otten-
gono tutte Ie altre varietà iperalgebriche, in particolare le varietà
algebriche.

Una ipersuperficie iperalgebrica è rappresentata in Sr da un'e-
<quazione del tipo

f{xQ, a^,..., xr; xot i j , . . . , i r )==0

dove f è un polinomio omogeneo di grado n nelle xt e un polino-
mio omogeneo di grado n nelle complesse coniugate xx, tale che

f essendo la forma complessa coniugata della f (ottenuta cioè dalla
ƒ sostituendo ad ogni coefficients e ad ogni variabile il numero
complesso coniugato).

La ƒ è cioè una forma iperalgebrica reale.
Ora, per le forme iperalgebriche reali, come ho dimostrato (12),

Tale la seguente legge d'inerzia:

Una forma iperalgebrica reale f, d'ordine n, pub ridursi in infi-
niti modi alla forma canonica

{3) S ö W i (« f) (t = 0, 1,..., 8)

(Ie ut essendo forme algebriche di grado n Unearmente indipendeni%
Ie ut Ie complesse coniugate e Ie â  costanti reali), ma sempre in
questa espressione il numero dei termini S -+- 1 è fisso, e dei coef-
ficienti sLt ve n'è un numero fisso di positivi (e di negativi).

Vale dunque una legge d'inerzia per ogni forma iperalgebrica
Teale (e non soltanto per quelle del 1° ordine). Per le forme iper-
algebriche reali del 1° ordine, dette anche forme d'HERMiTE, cioè
<iel tipo

S atixtxt ^ %anxtxi,
il il

<C. SEGEE ha osservato che vale appunto la legge d' inerzia (1S) e il

(») VILLA [12], p. 483.

(*2) YILLA [13], p. 174.

4*3) C. SBGRE [4], ISTota III , p. 605.

15
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risultato è riportato anche da E. CARTAST nel suo libro (H). Ma, co-
rne si è detto, taie legge vale per ogni forma iperalgebrica reale*

Tina ipersuperficie iperalgebrica Vjr_i individiia un sistema
lineare 2 di ipersuperficie algebriche, quello individuato délie-
ipersuperficie

che si chiama sistema assodato alla Vîr—} (l5).
La Vgr_i individua inoltre in 2 un'antipolarità Q di equazion**

essendo
S \ux = 0

l'equazione di ^. La Vt chiamasi antipolarità subordinata da V^^ (16)-
La Y2T_t è ï̂ luogo dei punti comuni alle ipersuperficie del suo

sistema assodato 2 e alle varietà basi dei sistemi lineari corrispon*
denti nelV antipolarità da essa subordinata (17).

E questa proposizione, in un certo senso, s'inverte (18). Sicchè
l'assegnare una V2y^.1 équivale, in un certo senso, ad asspgnare
un'antipolarità in un sistema lineare d'ipersuperficie algebriche.

L'ente iperalgebrico essenziale che interviene è dunque l'anti-
polarità.

Un'antipolarità in uno spazio lineare Sr è la corrispondenza
(involutoria) fra i punti e gli iperpiani di Sr rappresentata dal-
l'equazione

y\ n, ,wii.p rzz 0, dove alh ^= akx,

le x, (e le y,) essendo coordinate di punto in Sr (i, k~ 0, !,.«., r) (19).
Eitornando alla Fj,—,, la dimensione di 2 chiamasi genere di

Vîr—! (mentre Pordiue n di 2 chiamasi ordine di Y2>-i) (?0)*
Se nella (3) il numero dei coefficient! a% (i quali, in valore

assoluto, possono anche supporsi = 1) di un segno è p -+-1 (e quello*
dei coefficienti at di segno opposto è S — p), con p H- i < S — p, iL

(14) E. CARTAN [2], p. 143.
1*5) VILLA [13], p. 170.
(i6) VILLA [13], p. 170.
(«) YILLA [13], p. 171.
(«) YILLA [13], p 178
(19) L e antipolarilà sono state studiate da C. SEGRE in [4]? ]?fota I I I e*

da E. CARTAN in [2], p. 137.

(20) Y I L L A [13], p, 170.
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numero p chiaraasi specie della Vir^ï e collegasi ad un carattere
8

delFantipolarità O: la specie appanto di questa ( — l < p < g p e r S

S-i- 1
pari, — 1 < p < —£— per 8 dispari) (").

Il genere e 3a specie di una Vtr—i sono invarianti di esga ri-
spetto alle trasformazioni razionali (e antirazionali, cioè per Ie
trasformazioni che sono il prodotto di trasformazioni razionali e
del coniugio xt = xt), in particolare quindi per Ie trasformazioni
cremoniane e anticremoniane (").

Ma gli enti 2 e ü permettono anche di costruire un modello
proiettivo semplicissimo delle V2r_1 (*3). E da quest'immagine delle
Fïf._i apparirà appieno la natura delle V8r_1 stesse, e quindi di
tutte le varietà iperalgebriche.

Ci riferiremo, per brevità, alle Vz del piano, e si supporrà
anche S irriducibile e semplice, ma apparirà subito il carattere
generale di quanto segue.

È ben noto che, dato in un piano -K un sistema lineare 2 (irri-
ducibile e semplice) di curye algebriche, di dimensione (complessa)
Sj se si stabilisée una proiettività fra 2 e il sistema degli iperpiani
di un SB, ogni punto P di 71 indiyidua un punto Q di Ss, centro
della stella oo^—1 d'iperpiani di S$ corrispondente nella proiettività
al sistema staccato da 2 dal punto P. Quando P descrive 7r, Q
descrive una superficie razionale (irriducibile) F di >S§. Ad ogni
punto Q di F corrisponde, essendo 2 semplice, un sol punto P di it.

Ciö posto consideriamo la Vz di cui 2 è il sistema associato.
Orbene: L'immagine *3 di V3 su F è V intersezione compléta di ï1

ton un'iperquadrica (24).
Dunque ogni ipersuperficie iperalgebrica è birazionalmente

equivalente ad una varietà ottenuta segando una varietà algebrica
(unirazionale) con un'iperquadrica.

Questo risultato mette in chiaro l'intima essenza delle varietà
iperalgebriche e, in un certo senso, conclude la loro teoria. Le
varietà iperalgebriche essenziali sono insomma Ie iperquadriche
(in particolare: Ie iperconiche), in quanto da esse e dalle varietà
algebriche si ottengono tutte Ie altre varietà iperalgebriche.

Le iperquadriche sono Ie V%r—X del 1° ordine, cioè Ie Fïr—! per
Ie quali il sistema associato è un sistema lineare d? iperpiani (25).

(s*) Y I L L A [13], pp. 164, 170.

(22) V I L L A [13], p . 170.

(23) V I L L A [14].

(24) V I L L A [14], p . 10.

(«) V I L L A [13], p . 179.
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Le iperqu&driche sono il luogo dei punti in Sr che appartengono
agli iperpiani corrispondenti in un' autipolarità (e itiversamente:
un'iperquadrica détermina in Sr un'antipolarità).

Le iperquadriche (per r = 2 iperconiche, per r — 1 catene retti-
lineé) sono state diffusamente studiate da C. SEGRE (26J. Per r = 1, 2
prima ancora erano state incontrate da PICARD e da POISTCARÉ

nelle loro ricerche sulle funzioni Fuchsiane, Kleiniane e iper-
fuchsiane. Per r = 3, le iperquadriche furono studiate da E.
CARTAN (27). Le iperconiche sono state da me poste in relazione
con varietà iperalgebriclie più semplici mediante le trasformazioni
pseudocremoniane (28).

6. Le trasformazioni pseudocremoniane.

Cosa sono le trasformazioni pseudocremoniane?
Rappresentando gli Sr complessi sopra S2r reali (ad esempio),

una trasformazione fra due Sr chiamasi iperalgebrica quando ha
per immagine una trasformazione algebrica (reale) fra gli spazi
SZr reali rappresentativi. Se la trasformazione iperalgebrica è biu-
nivoca si chiama ipercremonîana (*29).

Fra le trasformazioni ipercremoniane si hanno quelle cremo-
niane e quelle anticremoniane (cioè prodotti di una trasformazione
cremoniana e del coniugio) (3l>), ma si ha inoltre tutta una classe
assai vasta di trasformazioni dette pseudocremoniane.

Si dicono insomma pseudocremoniane le trasformazioni biuni-
voche fra due spazi Sr che mutano rarietà algebriche in Yarietà
iperalgebriche (30). Si avverta che le trasformazioni cremoniane
(o anticremoniane) mutano inrece Yarietà algebriche in varietà
algebriche.

TJna particolare trasformazione pseudocremoniana fra due piani
complessi (x, t/), (x', y') è la seguente

x' = x

{y essendo il numero complesso coniugato di y). In questa trasfor-
mazione (chi&m&ta, pseudoeoniugio) aile rette di un piano corrispon-
dono catene dell'altro (51).

(26) C, SEGRB [4], Hota I I , p. 441, e Hota I I I .
(s?) E. CARTAK [2], p. 137.

(38) VILLA [10], p. 107 e [13], p. 188,

(29) YlLLA [10].
(9°) VILLA [10].

(3i) VILLA [10], n. 7.
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Una notevole classe di trasformazioni pseudocremoniane è co-
stituita da quelle trasformazioni (le pseudoproiettivttà) che sono
rappresentate nell' Su reale inrmagine da proiettività (a coefficien-
ti reali) (3î). Una pseudoproiettività fra due Sr complessi è rap-
presentata cioè da equazioni del tipo

S alXxx -h 2 bxîxx -+- Ci

2 ktxt -f- 2 htx% -+- h
i i

dove Ie xx e Ie yl sono coordinate non omogenee nei due spazi;
Ie aü, btï, cM kt sono costanti complesse e h costante reale.

Le pseudoproiettività formano manifestamente un gruppo. Non
mi trattengo qui su ulteriori ricerche sulle varietà e trasformazioni
ipera]gebriehe (33),

7. Altre ricerche.

Altre ricerche si sono avute in relazione alPintroduzione degli
elementi bicomplessi a cui C. SEGRE è stato naturalmente portato
da quella delle varieta ipera]gebriche (34). Eicordo a tal riguardo
i layori dello SPAMPINATO (35),

Ma passando dalle varietà iperalgebriche alle yarietà più ge-
nerali della geometria complessa (36) c'è tutto un campo di ricerche,
nell'indirizzo della geometria proiettiya complessa differenziale,
che non è stato ancora investigato (37). E anche in relazione ad
altri studi recenti, la geometria iperalgebrica potrà dar luogo ad
ulteriori sviluppi.

(32) V I L L A [24].

(33) Si allude alle r icerche syolte nei lavori indicati ne l l ' indice biblio-
grafico.

(34) C. SEGRE [5], p. 448.

(35) ]ST. SPAMPINATO [8]. L e proprietà esposte nel n. 5 si estendono allo
spazio bicoraplesso ( V I L L A [23]). Lo studio degli enti iperalgebrici nello
spazio bicomplesso offre il vantaggio di eliminare Ie questioni di realità, ma
lo studio degli euti iperalgebrici Jiello spazio complesso ha un interesse
speciale.

(36) Cioè alJe var ie tà dello spazio complesso che hanno per immagini
varietà dello spazio reale rappresentat ivo ° (nel senso ordinario). L 'u t i l i t à
dei concetti introdotti è apparsa anche nelle ricerche sulle funzioni ana*
litiche di due o più variabi l i complesse, nella geometria pseudoconforme
(SEVSRIJ E. CARTANJ B . S E G R E ed altri). Si veda ad es. E. CARTAN [3].

(37) A quest 'ordine d J idee appart iene la Nota: "W. BLASCHKE [1],
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