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Le V6 che posseggono o o l ! S 2 di y1)3

Nota di FRAKCESCO SPERAISTZA (a Bologna)

Suuto. - Si determinano le V5 che posseggono «»11E2 di Yi, 3 .

Suminary, - V5 with oo^Ej of yl3 3 are founded,

1. Com'è noto, si dice che una curva tracciata su una Vk è,
per questa, una quasi-asintotica Y1Î3 quando V Sk tangente a Vj e
1'JS3 osculatore alla curva hanno spazio intersezione di dimensione
> 2 (oppure quando il secondo è indeterminato, e quindi la curva
è piana). Si dice J$2 di yit 3 un E2 appartenante ad una quasi-
asintotica yls g .

Il VILLA ha stabilito numerose propriété sulle varietà che
posseggono sistemi di elementi di quasi-asintotiche, in particolare
sulle Vk che posseggono oo$ E2 di ytj 3 ; ed ha risolto il problema
délia ricerca délie Vk suddette nei seguenti casi ('):

1) per k < 5 ;

2) per 8 = 3fc — 2 e S— 3& — 3 (massimi yalori di S compati-
bili con k) ;

3) quando Vk soddisfa al minimo oppure al massimo numero
di equazioni di LAPLACE, compatibili con fce 8.

I l VILLA stesso m'ha consigliato d'occuparmi délia ricerca
sopra detta, per le V5 che posseggono oo^ E2 di Yi, 3 (in taie ipo-
tesi, i valori di S per i quali la soluzione non è già nota sono
9j 10, 11). La ricerca di tali varietà puö Ibasarsi — corne ha indi-
cato il VILLA (9) — sul fatto che la varietà degli spazî tangenti
a Vk ha dimensione 4k — S — 1.

Avendo il MURACCHINI determinato le Vg la cui varietà degli
spazî tangenti ha dimensione inferiore all'ordinaria (3), ci si ri-

(1) Cfr. M. VILLAJ Eicerche sulle varietà V& che posseggono oo$ E2 di
Y l j 3 ? con particolare riguardo al caso k = 4, 0 = 8, «Rend. Ace. Naz.
Lincei» (6)? 7, 373.427 (1939). A taie Memoria, che si riohiamerà con M, si
rinvia anche per ulteriori notizie bibliografiche.

(2) Cfr. M. V I L L A , M, p. 375.

(3) Cfr. L. MURACCHINI, Le varietà V5 i cui spazi tangenti ricoprono
una varietà W di dimensione inferiore alla ordinaria, «Riv. di Mat, Univ.
Parma»: Parte I, % 435-462 (1951): Parte II , 3, 75-89 (1952).
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conduce a ricercare fra quest 'ul t ime varietà quelle eue posseggono
oo5 E2 di y i ) 3 .

Nel n, 2, applicando un risultato del MTTRACCHINI, si dà una
proprietà délie Vk con oo$ E2 di Yi, 3 (4), che soddisfano a d equa-
zioni di L A P L A C E l inearmente indipendenti , con

— 35 — 6

proprietà che viene applicata nel numero successivo.

Nei numeri 3 e 4 si determinano le Y5 con oolï E2 di yA> 8 .
Tenendo couto anche dei tipi già noti e dei tipi che r ient rano
nel caso del n. 2, esse sono:

1) Grli $i-coni che proiettano una Y3 che possiede oo4 curve yi} 3 ;

2) Le V5 di S8 i cui spazî tangenti riempiono V S8 ;

3) Le Y5 (di S9) luogo di oo2 V3 poste negli S4 di un S3-cono
proiettante la superficie di V E R O N E S E ;

4) II cono (di S9) che proietta da un punto la Y4
6 di S E G R E .

In un prossimo layoro studierö il caso k = 5, S = 10.

2. Ricordo alcune relazioni numerat ive :

a) assegnato k, hanno interesse i Talori di S soddisfacenti
aile disuguaglianze

2k — 1 <£ S < 3k — 2.

6) assegnati fc e S, il numero d di equazioni di L A P L A C E

l inearmente indipendenti cui soddisfa Vk è assoggettato aile :

c) per 2ft — 1 < S < 3fe — 2, la varietà degli spazî tangent i a
V& ha dimensione 4fc — S — 1 esattamente : fra queste yanno
quindi ricercate le Vk con oo5 E2 di y^ 3 (6).

I n base a taie proprietà, possiamo dimostrare che le Yk che
posseggono oo$ E2 di yi} 8 (2k — 1 =}= l =|= 3k — 2), e cfte soddisfano
a d equazioni di L A P L A C E linearmente indipendenti, con

. 6feS - 3« — 8 F -h 10* — 38 — 6
(D d<; g

(4) P e r a=(r3fc-2; d'altra parte, la soluzione, nel caso 5 = 3fc-2, è già
completamente nota (cfr. M. V I L L A , M, p. 374).

(5) Cfr, M, V I L L A , M, p. 382.

(6) Cfr. M. V I L L A , M, 1. c.
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sono i coni Tk$-2k, che proiettano da un S$-2fe uw® V3k—$—1, do-
tata di oo6ft-2^-4 quasi-asintotiche ylt 3 , e soddisfacente a

(ik — 8) (8 - 2k -4- 1)

equazioni di LAPLACE linearmente indipendenti (7).
Infatti, una VA soddisfacente a d equazioni di LAPLACE linear-

mente indipendenti, e tale che la varietà degli spazï tangenti
abbia dimensione 2k — l, con

è un cono che proietta da un S(_i una Vh~i soddisfacente a

d — Ik H p equazioni di LAPLAOE linearmente indipendenti (8).

Fra queste vanno ricercate Ie Vk con 00^ E2 di y£, 3 (dove S = ï +
-+- 2Â; — 1), e soddisfacenti ad un numero di equazioni di LAPLACE

linearmente indipendenti, compreso fra

(8 - 2fc -H 1) (4fc — o) 6fc5 — V - 8fcg -f- lOfe - 38 - 6

(estremi compresi). L^estremo inferiore è precisamente il minimo
numero di equazioni di LAPJÜACE (linearmente indipendenti) cui
soddisfa una Vk (con 00^ E2 di yi ï3): occorre quindi tener conto
solo delPestremo superiore. D'altra parte, se un cono proiettante
da un Ss-2h una VZk^s-i possiede oo^ E2 di ylf 3 , la V5ks-i pos-
siede oo2(3ft—5-1J-2 curve y1} 3 , e viceversa (9) ; 1' asserto è cosi di-
mostrato.

(7) Quando d assume il valore minirao —~ , si lia un teo-

rema ben noto. Si veda: M. VILLA, Proprietà differemiale caratteristica
dei coni proiettanti le varietà che rappresentano la totalità délie qua-
driche dt uno spasio lineare, « Eend* Ace. ]S"az. Lincei », (6) 28, 3-12 (19382).

(8) P e r 1 = 1, cfr. L. MURACCHINI, op. cit., Par te I, p. 444; per l > 1,

cfr. op. cit., Pa r t e I I , p . 77. !Nel secondo 1. c , il numero d' equazioni di
L A P L A C E l inearmente indipendenti cui soddisfa Vk—1 è affetto da un
errore tipografico.

(9) Cfr. M. V I L L A , M, p. 408, Le curve Yi, 3 di Vk sono Ie curve ap-
partenent i ai coni che da Sb—2u proiettano Ie yly 3 di Vu-$—L : cfr. M,
p. 409.
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3. Fra le Vg che posseggono oo5 E2 di YI, 3 sono già note quelle
relative ai massimi valori di 8 (S = 13 e S = 12] (l0); quelle che ne
posseggono oo11 verranno ricercate in questo numero e nel suc-
«cessivo.

Una taie Vb soddisfa ad un numero d di equazioni di
<;ompreso fra 9 e 12. Nel caso in cui d soddisfa alla (1) (cioè se
<i = 9, oppure d = 10), si ha, dalla proposizione dt?l numero pré-
cédente, che la Vb è un Si-cono ehe proietta una V3 con oo4 cur-
ve y!, g soddisfacente a d — 9 equazioui di LAPIIÂCB l inearmente
indipendent i (n j . Nel caso in cui d sia massimo, la var ie tà è pure
nota: si t rat ta di una Vg di £8, i cui S5 tangent i riempiono VSS (u).
Besta da considerare il caso d— 11; le V5 soddisfacenti a 11 eqna-
aioni di L ^ P L A C E l inearmente indipendenti , e tali che la var ie tà
•degli spazi tangent i ha dimensioni 8, sono :

a) So-coni proiettanti una V4 sviluppabile, soddisfacente a 6
equazioni di LAPJÙACE l inearmente indipendent i (13);

6) So-cono (di S9) proiettante la V4* di SEORE (14);

c) V5 luogo di 002 y s poste negli JS4 di un S3-cono proiet tante
una superficie generica (l5);

d) V5 luogo di 00* S3 con S6 tangente fisso lungo ogni Sz (l6).

In quanto ai tipi a) e b), si noti che un So-cono proiettante
V4, possiede 00u Ez di yif 8 se e solo se V4 possiede oo8 E% di

, 3 (anche se non è sviluppabile) (1?). Ne segue che gli So-coni
g che posseggono 00n E2 di yl}3 sono:

(t0) Cfr. M. V I L L A , Propriété differenziale earatteristica dei coni proiet-
tanti le varietà che rappresentano la totalità délie quadriche di uno
spazio lineare, «Rend . Ace, Naz . Lincei» (6)28, 3-12 (1938j; Cfr. p u r e
M. V I L L A , M, p . 374,

(1A) Nel caso d = 9, la Vs è la var ie tà F 3
9 di £9 rappresen tan te le

quadr i che di £ 3 . Si veda M. V J L L A , Ricerche suite curve quasi-asinto-
tiche, Note I e I I , « Eend . Ace. Naz, Lincei » (6) 28, p. 253.

(12) M. V I L L A , M, p. 412.

(13) Cfr. L. M U R A C C H I N I , op. cit., P a r t e I I , p. 77. L a F 4 puö essere ,
o w i a r a e n t e , un cono? ma in tal caso il cono F5 è un S^-cono,

(14) Cfr. L M U R A C C H I N I , op. cit., Pa r t e I I , p. 84.
(t5) Cfr. L . M U R A C C H I N I , op. cit., P a r t e I I , p. 82.
(16) Cfr. L. M U R A C C H I N I , 1. c i t . .

(17) Cfr. M. V I L L A , M, p. 410. I coni che proiet tano una F 4 con oo8 Et

d i y i : 3 , non svi luppabi le , r ient rano quindi negli al tr i t ipi .
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I) II cono che proietta una V4 di S7 (i cui S4 tangenti riem*
piono S7); questa V4 non è necessariamente sviluppabile, comunque
la V5 rientra fra Ie V5 di JS8, i cui spazï tangenti riempiono Sg.

II) II cono che proietta da un punto una varietà V4 posta net
cono di YEROSFESE (proiettante da un S% una superficie di VERO-

NESE); anche tale V4 non è necessariamente sviluppHbile. La Y5

risulta perö situata sul cono C6 che dallVS3, congiungente gli spazt
singolari dei due coni precedenti, proietta la superficie di Y E R O

NESE, ciascun S4 del cono incontrando la Vb in una Vgj si ottiene*
cosï un caso particolare delle varietà che saranno considerate nel
numero successivo.

III) II cono proiettante da una retta una V3 con co4 quasi—
asintotiche y4j 3 : questo caso si ha quando la V4 è un So-cono proiet-
tante una V3 del tipo detto. Si noti che, limitatamente al caso in
cui Y3 soddisfi a 0 o ad 1 equazione di LAPLACE, tale tipo rien-
tra in quello considerato nel n. 2: ne sfuggono invece Ie V5 che-
soddisfano a 11 o a 12 equazioni di LAPLACE (Y3 soddisfacendo
allora, rispettivamente, a 2 o a 3 equazioni), Nell'ultimo caso, perör

T5 è il cono che da un Si proietta una V3 di S69 i cui Sz tangent!
riempiono SQ: si ricade cosi nelle V5 di Sg, i cui S5 tangenti riem*
piono JS8.

IV) PS0-cono proiettante la V4
6 di SEGRE.

È interessante notare che, in tutti i casi precedenti, Ie curve
Ti, 3 dipendono da dtte funzioni arbitrarie di una variabile ; esse^
sono Ie curve tracciate 'sui coni che proiettano dallo spazio singo*
lare di 75 Ie y£, 3 di V4 (casi I), II), IV")) o di V3 (caso III)) (JS).

4, Consideriamo ora una V5 luogo di oo* Ya poste negli S4 dt
un S3-cono C6 proiettante una superficie generica. Da un teorenm
del YiLLtA, si trae allora che, se Vs possiede oo11 E2 di yi, a e ^
varietà <î>5

8>3, vale a dire il cono C6 è il cono che proietta da S^
la superficie di VERONESE. Le y1} 3 di F5 sono Ie y4j 3 delle V4 in-
tersezione di Y5 con i coni quadrici di vertice Sz contenuti in Cfir

e dipendono da due funzioni arbitrarie d'una variabile (19).
Infine, nel caso d) (V5 luogo di oo2 S3 con So tangente fisso-

lungo ogni S8), si trova, nell'ipotesi che V5 possegga oo11 jB^diyi,^

(is) Cfr. M. VILLA, M, pp. 409410.
(19) Cfr. M. VILLA, Sulle varietà situate sui coni proiettanti la Yr*

r

che rappresenta ïa totalité delle quadriche di S r . I^ote 1 e II, «Eend.
Ace. ISTaz. Lincei» (6) 28; 365-370 e 395409 (19382).
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una varietà del tipo <I>5
?>3, oppure una varietà di Ss. Infatti, la Vg.

è suscettibile della rappresentazione parametrica seguente

X = ^i(T4 , Tg) -+- , T2) H- T4C(t4 , T2) H- T 5 D ( T 5 , T2),

essendo i punti A, B} C, -D, J.M Biy C{, JDIS legati da 5 relazioni
liueari (per Vesistenza dôllTS6 tangente fisso) (2u).

Affinchè V5 possieda oo11 ̂ 2 di y£) 3 deye annullarsi la matrice:

21 {Au

2

2:

identicamente rispetto a T,-, dx-: /Se sta ad indicare l'insieme délie-
orizzontali costituite dalle coordinate omogenee di sette punti indi-
pendenti, scelti fra A,..., Bt. Annullando il coefficiente di dt3 si
ottiene

(2)

2 (Alt
1

2 (4« T4C2 (- -h T5D2f)dT{

2

2.
1

= 0.

Se esiste una relazione lineare fra £6 e i punti ^.^, indichiama
con £8 lo spazio di questi punti; dalla (2) si trae allora che i punti
B, B(, B{j — e analogamente C, D, C1} D o Cy, Do- — stanno in
S8. L'/S (2)-osculatore alla nostra Vb è perciöl'Sg, e Vs, soddisfa-

(20) Con 4̂(- s'indica la —. Una combinazione lineare dei punti X,

Y} ... 2 s* indica cosï :
(X Y ... Z).
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•cendo a 12 equazioni di LA.PLA.CE linearmente indipeudeuti, è una
"Fg di S8 (i cui spazï tangenti riempiono S8).

Supponiamo ora che non esista alcuna relazione lineare fra
S6 ed Aji. TTguagliando a zero, nella (2), i coefficient! di dxt

4 e
•di T3(ÏT1

4 e di dxi
zdT% si ottiene

(StAuAitBu) = 0 {S6AitBi2Bn) = 0

{S6AtiA22BLi) H- ̂ S^ i^ iÉBi ï ) = 0.

Se nella seconda manca Bi2, si ha senz'altro

Bii = {S9All)

-e dalla terza si trae

Bi2 = (StAuAn).

Se invece nella seconda Bi2 compare effettivamente, si ha

Bu = OMaii») £ i2 = (S 6 ^Ü A12)

e dalla terza

Confrontando le due espressioni di JBU, si ha che questo non
deve dipendere che da Au ed S6; e analogamente

od anche, indicando con oc, a', a" tre funzioni opportune :

Aunullando i coefficient di (fa^dt-? e di T3d^i
2dx2

2 nella (2), si ha

a - 2a' -+- a" — 0 2aa" — aa' — oc V = 0 ,

da cui
a = oc' = a''

Analogamente si puö ragionare sui punti C e B. Si ottengono
cosï tre punti: B — OLA, C—$A, D — yA, che, insieme ad A% formano
una quaterna di punti iadipendenti (fcali essendo 4, JB, C, ~D\ e
e che si possano assunaere corne punti JB, C, B. D'altra parte i
loro derivati primi e secondi stanno in Se, e quindi
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-e analoghe. Dalla précédente relazione si trae poi

<3) BlhJ = (SBA13AV), BJkl = (S6ALlA2t)

e, per confronto, si deduce che Btk non dipende ne da AL ne da A2.
Allora non esistono relazioni lineari fra Br ed A ; ne se ne pos-
sono avere fra Bt ed AL, J42 » altrimenti, per derivazione, si otter-
reobe una relazione lineare fra S6 ed Alh. Infine Blk non dipende
da A, altrimenti, dalle (3), si otterrebbero relazioni lineari fra Bt

ed Ai, A2\ analogamenfce per C, D.
I punti B, C, D ed i loro derivati primi e secondi stanno

quindi in un Sz fisso: infatti, in virtù délie 5 relazioni lineari
che assicurano l'esistenza di un S& tangente fisso lungo ogni Sd ,
ve ne sono, fra di essi, solo quattro indipendenti. La V5 è perciö
formata da oo' JS3, che giacciono negli S4 che dall'S3 précédente
proiettano la superficie A : si trova cosï un caso particolare délie
varietà studiate all'iaizio del presente numero: la Y5 è luogo di
oo2JS3 situati negli S4 d'un jS3-cono proiettante una superficie di
YERONESE.

Si noti che anche le curve yitZ di una Vb di Sg dipendono da
due f iinzioni arbitrarie di una variabile (n) : si puö quindi conclu-
dere che le curve quasi-asintotiche yi, 3 di una F5 che possiede
ooni?2 di Yi, s dipendono sempre da due funzioni arbitrarie d'una
variabile (2i).

(s*) Cfr. M. YILLA, M, p. 414.
(22) Si veda, per questo problema, M. VILLA. Nuove ricerche suîla

teoria délie curve quasi-asmtohche, « Ann. di Mat. » (4) 18, p. 21 (1939).


