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Comportamento di element! curvilinei e superficiali

in trasformazioni di contatto*

Nota di LAURA EMANUELE (a Torino)

Sunto. - Nella presente nota si considéra il comportamento di elementi
curvihnei piani E2, E3, contenenti un dato E o e di una culotta buper-
ficiale del II ordine, contenente un dato E5, in trasformazioni di contatto.

Summ^ry, - In the present note the behaviour of ̂ urvilinear plane éléments
E3, E3j containing a datum E n and of a superftcial cap of the II
order containing a datum ~ES in contact transformations, is considered.

l. - Iu una trasformazione di contatto f ra duo piani gli ele-
menti curvilinei del second'ordine Et, contenenti un dato elenaento
del prim'ordine EY ^ Aa, si trasformano secondo una legge ben
nota, la quale puö enunciarsi, in forma metrica, dicendo che il
birapporto dei quattro centri di curvatura di quattro qualunque
fj'a gli E% considerati risulta invariante. Questo risultato si trova
in M. EABUT [1]? E. BOMPIANI [2], L. BERWALÜ [3].

La legge a cui si è alluso, dal punto di vista analitico, è la
seguente: assunte nel primo piano coordinate, per eseinpio, carte-
siane (x, y) con l'origine 0 coïncidente con A e Passe x coïncidente
con la retta a, e analogamente nel secondo piano (XY), e intro-
dotta fra i due piani una trasformazione di contatto — che porti
VE^Aa ne l ' i ï^V — ayente localmente Tequazione:

(1.1)

4- 602Y
2 H- cuœX -H cnxY-+- cuyX -h cnyl-h [3] = 0

un E%

(1.2) y ^ a ^ n - 1 3 ]

si trasforma nell'.B2

(1.3)
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con

(L4) A=e^rrt

dove (l)

(1-5)

Nella presente Nota mi propongo di estendere il précédente ri-
sultato passando dagli Et contenenti un dato Ex :

a) agli £3 contenenti un dato Ex (n2) ;
b) alle calotte del second'ordiue contenenti un dato elemento

del prim'ordine Aa (n3).

2. - Senza mutare i sistemi di riferimento precedentemente
assunti e scrivendo ora Tequazione (1.1) della trasformazione di
contatto nella forma piü estesa :

anly -+- aSQx* •+- 2a21x*y -*- 2aï%xyl H- a2Qx2 •+- 2anxy -+- a02y
2 -+-

+aQzy*+baiY+buX
i + 2btlX*Y+2bi2XY* +

(2.1) •+- 6

un i?3

(2.2) 2/ = ax2 -+- px3 -h [4]

si trasforma

(2.3)

f _** ̂ —̂

(*) ISTel lavoro [2] verosirailmente a causa di errori di stampa, Ie for-
mule (1.5) appaiono scritte in modo un poco diverso.
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dove c^c2)c^c4 sono espressi dalle (1.5), mentre H^H^H%,H^k,\
si esprimono in funzione dei coefficienti della (2.1) a norma delle:

(2.5)

= 8a
20

— &n — c,
cn

2 (601oailcn —

Il procedimento analitico per otteuere Ie formule (2.4) è il se-
guente: considero il sistema

<2.6)
= o

essendo Q(x,y,Xj Y ) ^ 0 Tequazione della trasfotmazione di con-

tatto (2.1), Clx = — -, Qy = —- e j> il coefficiente angolare della retta

a che forma parte dell'15, ; cosicchè per una linea (2.2)

(2.7) p = 2ax + 3jâx2 -+- [3].

Si élimina X fra le due equazioni ottenute dal sistema (2.6)
sostifcueudo ad y e Y i Yalori dati dalle (2.2), (2.3). Taie eiimina-
zione si effettua rieayando dalla seconda fra le (2.6)

(2.8)

con

X = ex* [3]

(2.9)

2K,«
Ci

4cn(aa0, 3c, 2a,

e sostituendo poi X nelia prima di quelle due equazioni. Eisulta
cosï una serie di potenze nella sola x eguagliata identicamente a
zero : annullando il coefficiente del termine di grado minimo, cioè
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ie2, si ha la (1.4) e annullando il coefficiente del termine di grado
massimo, cioè x% si ha Ia seconda délie (2.4).

Delle equazioni (2.4) si puö assegnare un'interpretazione geo-
metrica rappresentando gli JB3 (2.2) contenenti un dato El nei
punti P(a, P) di un piano -K e analogamente gli Ez (2.3) nei punti
P\A, B) di un piano ie'. Allora Ie (2.4) esprimono che nasce una
Irasformazione di DE JOUQUIÉRES di ordine tre fra i piani 7t, ir'
descritti dai punti P e P' immagini di due i?3 corrispondenti.

Allo scopo di evitare elementi ecoezionali nella rappresentazione
-considerata, ai piani u, -K' si possouo sostituire (2) due coni qua-

rici r, r .
Ne risulta fra i punti di questi coni una corrispondenza bira-

(che muta generatrici in generatrici) con risultati che non
•sembra perö si possono esprimere in termini semplici.

3, - Assunte nel primo spazio coordinate cartesiane (x, y, %) con
l'origine 0 coincidente con A e cou il piano xy coïncidente con i]
piano a e analogamente nel secondo spazio, si considéra fra i due
:spazi una trasformazione di contatfco — che porta VE^x nell'Ü^J. V —
.avente l'equazione direttrice :

flftl

b00lZ
cuxX-t- cl2xY+- cl3xZ

uzZ + [3] = O

€osicchè una calotta del second'ordine

(3.2) & — X#- H- 2[JLX2/ -f- vy2 -+- [3]

si trasforma in una calotta del second'ordine

(3.3) Z=l'X* H- 2 ^ 1 7 + vT 2 -+- [3]

con
6tx -H cv -+- dXv -+- öut.2 -+- ƒ

<3.4)

X' =
a'X - H &V -+• c v •+• d'Xv

QfX -I- feu. -f- JV -+- ïXv -+-

^ a'X 4- 6'(x H- c'v -+- d'Xv

ÜX -H au. -ï- rv -+- sXv H

a'X -+- fc'fjt. -+- c'v + d'Xv

(2) E. BOMPIANI, Elementi differenziali regoïari piani rispetto al gruppo
•proiettivo, Ynlurae I, v. pag. 179, Roma, 195t>.

14
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d o v e :

a = ao o l(c2 1
2—462 0 0a0 2 0); b = 2a001(4fe800a110 — cuctl

c = ötool(cJ1 4o2u0ötg00) ; a ^ 4ö200a-001

e = 4&200a001
?; ƒ = cn

2a()2o -*- c21
2a200 - 2 c l l c t l a M 0 -»-

~*~ ^ ï o o l ^ i i o ^goo^oso)

gf rz: ClOOl(C21C22 46110ffi020); ^ = &001 L(CllC22 "*~ C12C2l) " " l i o ^ l i o j

m= 4 a 0 0 1
2 6 n 0 ; ^ = 4 6 u o ( a n o

2 — a500a020) — alU)(cncn H»
(3.5) -+• c i sc2 l) H- c u ( c n a 2 0 0 -H c12a020)

*» —-—. / ï //» 2 ATx v-w \ * Q —~ AJ\ a ^
* l*00H \t •I:l/{)güw'2O07 î ° ^^OSO^OOl

' = 4 6 oso a 2 ooi Î w = C 2 Î ^ Î O O •+• C,2
saO2o *~ 2 c i « c 2 S a i i o •+-

"*~ 4&ojo(aiio2 asooao2ü)
a ' = 4a0oi&ooiae2o 5 6' = — 8a0016001a110

c = 4a001oüola200 ; ft =4a0 0 1 '&0 0 1
e ^ — 4a00l*

ifeO01 ; / = 46001(a200a0ï0 — ̂ lïO
a)

I I procedimento per ottenere Ie formule precedenti è il seguenter
considero il sistema

f n(x,»,0,z,T,z)=o
(3.6) ] üx -+- p Ctz =r 0

essendo Q(x9 y, e, X, Y, 2) = 0 l'equazione direttrice (3.1) della tra-

sformazione di contatto, fL = — , fL = — , H? = — e p, q Ie ulte-
dx y dy ?z

riori coordinate della faccetta J.a, cosicchè per una calotta (3 2)

o = 2Xx -h 2[xy -h [2]
(3.7)

( 2 + 2 v g H- [2]

Nelle due ultime equazioni del sistema (3.6) si sostituisce &
secondo la (3.2) e p} q secondo Ie (3.7) ; dalle due equazioni coslt
ofctenute si possono allora ricavare x, y in fanzione di X, Y, Z*
Sostituiti finalmente nella prima equazione del sistema (3 6) questi
Talori di x e y, e inoltre ancora il valore di z a norma della (3.2),
si ottiene un'equazione nelle X, Y, Z che, nei termini esplicitatir

deve coincidere con la (3,3). Si ricayano cosï esplicitamente i va-
lori di X', jx', v'.
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Delle equazioni (3.4) si puö assegnare un'interpretazione geo-
metrica rappresentando le calotte (3.2) contenenti il dato Ex nei
punti P(X, pi,v) di uno spazio 2 e analogamente le calotte (3.3) nei
punti P'(X', jx', v') di uno spazio 2'. Allora Ie (3.4) rappresentano una
trasformazione quadratica (2.2) fra i due spazi 2 e 2' descritti dai
punti P e P' immagini di due calotte corrispondentL

Per ragioni di simmetria nel comportamento dei due spazi 2, 2'
è sufficiente che ei limitiamo a descrivere com'è costituito il sistema
lineare omaloidico 0 delle quadriche di 2 corrispondenti ai piani
dello spazio 2'. Per semplicità introduciamo nello spazio 2 coordi-
nate omogenee di punto y^y^yvy4 ponendo

(3.8) '• y» • VA = * : i * : v :

Allora la conica base del sistema & è rappresentata dalle :

2/4 = 0

mentre Fulteriore punto base è rappresentato dalla:

(3.10) : 2/3: Vi =

6
h

6' c
b' j

a

P

a' c

a' j

a' r

c

• c'

c'

r
r

•r

c' f •+• f

c' n -+- ƒ'

c' w-\-f

6 + 6 ' f-*-f
a' fe + 6' n + f

q + 6' w + f

a-+-af 6 -h 6' c -+- c'
g •+- a' h + 6' j -h c'
p -*- a' g •+- 6' r -i- c'
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