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Comportamento di elementi curvilinei e superficiali

in trasformazioni di contatto.

Nota di LauvrA EmMaNUELE (a Torino)

Sunto. - Nella presente nota si considera il comportamento di elementi
curvilinei piani B,, E;, contenenti un dato B, e di una calotta super-
ficiale del 1I ordine, contenente un dato Eg, in trasformazioni di contatto.

Summary. - In the present note the behaviour of ~urvilinear plane elements
E;, B;, containing a datum E,, and of a superficial cap of the II
order containing a datum E; in contact transformations, is considered.

1. - In una trasformazione di confatto fra due piani gli ele-
menti curvilinei del second’ordine E,, contenenti un dato elemento
del prim’ordine E, = Aa, si trasformano secondo una legge ben
nota, la quale pud enunciarsi, in forma metrica, dicendo che il
birapporto dei quattro centri di curvatura di quatiro qualunque
fra gli E, considerati risulta invariante. Questo risultato si trova
in M. Rasur [1], E. Boupriawnt [2], L. BerwaLp [3].

La legge a cui si & alluso, dal punto di vista analitico, & la
seguente: assunte nel primo piano coordinate, per esempio, carte-
siane (x, ¢) con Porigine O coincidente con 4 e 'asse x coincidente
con la retta @, e analogamente nel secondo piano (XY), e intro-
dotta fra i due piani una trasformazione di contatto — che porti
PE,Aa nel’E,A’a” — avente localmente 1’equazione:

(L) @,y + Gy + 20,2y + agey® + by, Y + by X2 + 25, XY +
+ b, Y2+ ¢ X + €Y + ¢ yX + ¢y Y + [3] =0

un K,

(1.2) Y = ax? + [3]

si trasforma nell’E,

(1.3) Y=A4X: + [3]
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con
C,% + C
(L.4) = oo,
3 4
dove (')
S €= — Gy,by 5 = by,
(1.5) .2
( Cy = Z — Qgoby € = by,

201

Nella presente Nota mi propongo di estendere il precedente ri-

sultato passando dagli E, contenenti un dato E,:
a) agli K, contenenti un dato E, (n2);

b) alle calotte del second’ordine contenenti un dato elemento

del prim’ordine A« (n3).

2. - Senza mutare i sistemi di riferimento precedentemente
assunti e scrivendo ora l’equazione (1.1) della trasformazione di

contatto nella forma piu estesa :

Ay + QX% + 205, 2°Y + 20,202 + 0,022 + 20,21 + Ay +
+ i +b,, Y+b,, X2+ 2b, X2Y+2b,, X Y2+ b,y X:+2b, XY +
(21) + 5y, Y240y Y3+ ¢, X + €8 Y + €y Y X + Couy Y + Ay 22X +
+ 4,2 X2 + e 2 + e, x Y+ 2 X + [,y X2 +- g,y Y2 +
+ 9 Y+ h 6 XY+ by y XY+ by xyX + hypxey Y+ [4] =0

un K,

12.2) Y = ax? + fa® + [4]

si trasforma nell’E,

2.8 Y= AX2+ BX? + [4]
PR
N
2.4)
? B_I{0 + Ho + Hyo? + Hod + k8

Acyz +c,)?

(1) Nel lavoro [2] verosimilmente a causa di errori di stainpa, le for-

mule (1.5) appaiono scritte in modo un poco diverso.
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dove ¢,, ¢, C;, ¢, sOn0 espressi dalle (1.5), mentre Hy, H,, H,, Hy, k , 2
si esprimono in funzione dei coefficienti della (2.1) a norma delle:

)F Hy =80, (b, — byobg,) + 4a5%¢,, (bg,d,y — by, — €,,b44) +
+ C112 (bola'sucu - 2b01a20du + Cl2clla2ﬂ) .

Hl - 24“202a01(bnb20—b30601) +SCxlazoaol(bmdm_bn_cl‘zbm)-‘
(2.5) — 2b,61)° (@) gy + BgeCs)) + €% (Cha00) + 2b,0,,).

H, = 204, [1205,00,(b,,b5—b35b,,) + 20,6, (56,015 —b1y—¢,,b40) —
—by,1%)]-
l' Hy = 8ay,° (0,100 — b3,00)); ko = byy61,°aq,; 2 = 16, .

Il procedimento analitico per ottenere le formule (2.4) & il se-
-guente: considero il sistema

Q (. X. Y)=0

(2.6) a
> pQVI = 0
essendo Q(x, y, X, Y)=0 Y equazione della trasformazione di con-
0 Q2
tatto (2.1), Q, = ;_oé’ y = o e p il coefficiente angolare della retta

a che forma parte dell’ E, ; cosicché per una linea (2.2)
(2.7) P = ux + 3px’ + [3].

Si elimina X fra le due equazioni ottenute dal sistema (2.6)
sostituendo ad y e Y i valori dati dalle (2.2), (2.3). Tale elimina-
zione si effettua ricavando dalla seconda fra le (2.6)

2.8) X = e + ox® + [3]

con

2@y, % + G2g)
T=——
g cll

(2.9)

( . A, laay, ¢ azo)(dzl‘*'“czl)_él(“a’m+q'zo)-2(cle+ dyis) 3¢, %@+ 2a,,0+Bay,
- e’

e sostituendo poi X nella prima di quelle due equazioni. Risulta
cosl una serie di potenze nella sola x eguagliata identicamente a
zero: annullando il coefficiente del termine di grado minimo. ciod
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«?, si ha la (1.4) e annullando il coefficiente del termine di grado
massimo, cio®é x® si ha la seconda delle (2.4).

Delle equazioni (2.4) si pud assegnare un’interpretazione geo-
metrica rappresentando gli E, (2.2) contenenti un dato E, nei
punti P, 8) di un piano = e analogamente gli E; (2.3) nei punti
P'(4, B) di un piano =’. Allora le (2.4) esprimono che mnasce una
trasformazione di DE JoUQUIERES di ordine tre fra i piani =, n’
descritti dai punti P e P’ immagini di due E; corrispondenti.

Allo scopo di evitare elementi eccezionali nella rappresentazione
considerata, ai piani =, =’ si possono sostituire (?) due coni qua-
driei T, T,

Ne risulta fra i punti di questi coni una corrispondenza bira-
zionale (che muta generatrici in generatrici) con risultati che non
sembra perd si possono esprimere in termini semplici.

3. - Assunte nel primo spazio coordinate cartesiane (x,y,2) con
Yorigine 0 coincidente con 4 e con il piano xy coincidente con il
piano « e analogamente nel secondo spazio, si considera fra i due
spazi una trasformazione di contatto — che porta '’ £, Ax nell’E 4"« —
avente 'equazione diretfrice:

Gyo12 ~ (oo’ = Qosol® 4 Ggge8® + 20,,0%Y + 200,22 +

+ 200,97 + o0, Z + byggX® + bygy Y2 4 b0y 22 + 2b,,, XY+
4+ 20,6, XZ + 20, YZ + ¢, ®X + ¢, x Y + ¢, 527 + ¢ yX +
+ CooY Y + CouyZ + €5,2X + €28 Y + €527 + [3] =0

(3.1)

cosicche una calotta del second’ordine

(3.2) 7 = Ax® + 2uxy + vy + [3]

si trasforma in una calotta del second’ordine
(3.3) Z=NX* 4+ 2’ XY +v'Y?+ 3]
con

_a+bu v+ dv + e+ f
T oA+ b +cv+div e+ f

’

_gh F hp gy + Dy - mpt 4w
T ar+bp+cvadhva e+

3.4) W

, P+ g+ 1y + Shy + T+ w
A F b vt dl + el [

(?) E. BouriaNi, Elementi differenziali regolari piani rispetto al gruppo
proiettivo, Vnlume I, v. pag. 179, Roma, 1955.

14
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dove:

@ = Qgpy(Cy 2 —4Dy00ly00); b = 250, (4bygo, 0 — €11,
_ 2 . . ,
€ = Ooy(C1y® —4bggolagg); & = — 4bye0%0,

_ 2. —p 2 2
e = 4by40a40,%; [ ==c0 + 0211 W30 — 2€,1C3,\ @11 ~+
+ Abyoo(@y)0° — Bggoos)

g = Qg0 (Cs1Cog—4b,100000); B == Gy, [(€1,€55 + €,5Co,) — 8100y 0]

J = a’um(cnclz_{;blma:oo); | =— 401‘0016“0
—_— 2 . ——
m= 4a,,,°b,)y; 1 == 4b,,0(@),0? — Bygege) — &1 1{C11Ceg +
(3.5) + €14Cy) ~+ €4(Cy5Q000 + €150gs0)
P == Qg (Cog® — A00by30); G = 2840,(Dyse@110 — €15Css)
a— 2 . —_— 2
7 = Qg1 (€15 — 4Dggo@s0); 8 = — 4Dgsg,
—_ 2 . —_— 2
b =4y 015 W == Cyy’Uygg + cl? Qoo — 2€,5C350;30 +
= Abgyo(@110° — Aagolosy)
r_ . r__
0" == 4040,b40, %50 3 b = — 8agg, 64012110
LA . [ 2
€' = 4040, by 1 U005 d' = 4a4,,°byy,
€' = —4a,0,"by 5 f= 4b001{a200a(|¥0 — ,0Y)

11 procedimento per ottenere le formule precedenti & il seguente:
considero il sistema

Qx,y,2, X, Y, Z)=0
Q. +pQ, =0

(3,6) ’
{ Q,+qQ, =0

essendo Q(x,y,%, X, Y, Z) =0 Vequazione direttrice (3.1) della tra-

cQ 0 O _60 | 1t
ax’ "V oy’ 2= 3 O P Q0 e
riori coordinate della faccetta A«, cosicche per una calotta (3 2)

sformazione di contatto, Q, =

= 2\x + 2uy + [2
37 p Y [].
q = 2px + 2vq + [2]

Nelle due ultime equazioni del sistema (3.6) si sostituisce =
secondo la (3.2) e p, g secondo le (3.7); dalle due equazioni cosi
ottenute si possono allora ricavare x, ¥ in funzione di X, ¥, Z.
Sostituiti finalmente nella prima equazione del sistema (3 6) questi
valori di « e ¥, e inoltre ancora il valore di 2 a norma della (3.2),
si ottiene un’equazione nelle X, Y, Z che, nei termini esplicitati,
deve coincidere con la (3.3). Si ricavano cosl esplicitamente i va-
lori di ¥, p', v".
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Delle equazioni (3.4) si pud assegnare un’interpretazione geo-
metrica rappresentando le calotte (3.2) contenenti il dato E, nei
punti P}, 1, v) di uno spazio £ e analogamente le calotte (3.3) nei
punti P'(),u',v’) di uno spazio X’. Allora le (3.4) rappresentano una
trasformazione quadratica (2.2) fra i due spazi 2 e 2’ descritti dai
punti P e P’ immagini di due calotte corrispondenti.

Per ragioni di simmetria nel comportamento dei due spazi 2, £
& sufficiente che ci limitiamo a descrivere com’® costituito il sistema
lineare omaloidico © delle quadriche di X corrispondenti ai piani
dello spazio X'. Per semplicitd introduciamo nello spazio X coordi-
nate omogenee di punto y,, ¥,, ¥;, ¥, ponendo

3.8 Yo Y Ys Yy =rip:v:l

Allora la conica base del sistema © & rappresentata dalle:

2 —0
3.9) Y Y,
Y, =0

mentre l'ulteriore punto base & rappresentato dalla:

b+b c+c¢ f+f
(3.10) YY1 YYo= | B+ jc nf
qg+b r+c¢ w+f

a+a ¢c+c¢ f+f a+a b+b f+f
g+a j+c n+f || g+a h+b n+f
p+a r+c wa+f p+a qg+b w+f

a+a b+b c+c
g+a h+b j+c

p+a q+b r+c
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