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Sul gruppo delle collineazioni di un piano gmfico di ordine 27

introdotto da O. Vebl̂ n e J. H. Maclagan Wedderburn.

ISTota di BOBERTO MAGARI (a Firenze)

Suiito • Si studia il gruppo delle collineazioni di un piano di ordtne 27
su un quasicorpo commutafivo e distrihutivo, F? (introdotto dal DuTcson)
determtnando il gruppo, Gr, delle collineazioni esprtmibili come pro-
dotti di bostituziotti Uneari a coefficienti in F per aiitomorfismi di F.

Suiumary • The collweation group of a 21 order plane on a commutative
aud distnbutive near-fieUf, F, (introduced by Dickson) is studted,
determining the group G, of collineations which are obtained as
prod tc^s o1' linear substitutions, whose coefficients are in F, for auto-
morphisms of F.

1. Sono stati compléta mente determinati i gruppi delle collinea-
zioni dei piaiii su quasicorpi associativi finiti (J. ANDRÉ [1]) e dei
piani di HUGHES (Gr. ZAPPA [10J e L. A, EOSATI [8]). poco si conosce
invece intorno ai gruppi delle collineazioni di al tri piani non
desarguesiani. Mi sono proposto di studiare il problema per uno
dei più semplici esempi di piani non desarguesiani e non appar-
tenenti alle classi citate.

DICKSON introducé in [4] una classe di quasicorpi non associa-
tiyi: il minor ordine possibile per tali quasicorpi è 27 ed esiste
un solo elemento délia classe di tale ordine. Si tratta di un qua-
sicorpo, JP7, commutatiTO e distributivo i cui elementi si possono
scrivere nella forma 2 a,ex con at = 0> 1, - 1 ed et ~ 1, i, j . La
tavola di moltiplicazione si costruisce in modo oyvio dalla seguente
relativa ai soli elementi i, j .
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II piano -K sul quasicorpo F, introdotto da VEBLEST e
"WEDDERBÏÏRN in [9J si puö cosï definire:

punti di 7t sono Ie terne dei tipi: ( (cc, 1, 0) 1

' (i, o, 0) ! p u n t i i

rette di TT sono Ie terne dei tipi: < < 0 , 1, w >

f < 0 j 0, 1 > retta ira propria

ad elementi in F; un punto {x, y, z) appartiene a una retta < u,
v, w ^> se e solo se :

(1) ux -h vy -+- wz = 0.

In quanto segue studierö il gruppo G (2) formato dalle colliriea-
zioni di TC esprimibiJi mediante Ie:

xf = alx<sx -f- Q>i%Gy -+• ttl3c-s

con a0- ç-F e e automorfismo di F e troverö che esso è il prodotto
di un sottogruppo F di ordine 3, isomorfo al gruppo degli automorfi-
smi di F, e di un sottogruppo Gf di ordine 2* • 39 costituito da tutte e
sole le collineazioni che si esprimono linearmente in F, II piano
7T appartiene alla classe V nella classificazione di H. LENZ ([5]) e
(per conseguenza) alla classe F, 1 nella classificazione di A- BAHLOTTI

([2] e [3]).
Precisamente nel paragrafo 3. determinerö un sottogruppo

di G per mostrare poi nei paragrafi seguenti che esso coincide
addirittura con G.

Le considerazioni svolte nel paragrafo 3. sono valide per qua-
lunque piano su un quasicorpo commutativo e distributivo.

2. Il gruppo degli automorfismi di F.

Sia o- un automorfismo di F e si abbia :

ai = xi -+- yj -h0, cc. y, z g GF(3),

({) Dimostrerö nel numero 3. che si tratta effettivamente di un gruppo.
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si avrà anche:

Gj — tsi = (ei)2 = (y% — Xy — aï8)i -+- (X2 -+- y- — y&)j — yz — xy H-

da cui (x3 = £c etc») :

ffiarj = (as — xy2 — y)i -f- (x — x%y -+- 3) ;

ma si deve anche avere :

aiaj =z v(ij) = cr(l -+- i) =rz 1 -4- oi = xi •+- yj -H 0 H- 1

e quindi :
se — xyz — y = x

x — xy -i-z = 2= 1

Le tre soluzioni del sistema cosi ottenuto {fic=l; i/ = 0; 2 = 0,
1, — 1) portano all'automorfismo identico ed agli automorfismi
pj <7 cosi definiti:

+i-j p(ai-hbj+c)=api+btf+c _ _
a, 6, c € G\F(3)

C

II gruppo @ cosï trovato dà luogo in modo oyyio a un grup-
po, F, di collineazioni di TC ad esso isomorfo.

3. Il gruppo Gr.
Sia I Gf I l'insieme del Ie collineazioni del tipo:

x' = anax 4- ...

di cui in 1. Mi propongo di dimostrare che gli elementi di | G
formano un gruppo, G, rispetto all'operazione di composizione
definita nel modo consueto. Sia G' il gruppo delle collineazioni
di ir esprimibili corne sostituzioni lineari a coefficients in I ; Taie
la: ÉrT —Fff' anzi G' risulta un sottogruppo normale del gruppo
generato dagli elementi di | G \ (coincidente come dimostrerö con
G stesso). Sia infatti cp Ç G e o- € F. Se la cp ammette Ie equazioni :

x' = anx H- aisy -+- anz
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la cpff {'j>G(P ) = ff(<p(P))) a m m e t t e Ie :

o-er :

X ZZZ

(dove con c- indico Pelemento di 0 associato a a). La <pc coïncide
cioè col prodotto <rcp dove cp è un opportuno elemento di Q\ JN"e
segue quanto asserito più sopra.

Si ha poi | F | f| | G' \ = \e\ con e collineazione identica; sia
infatti crÇ | F | f] | G' |, si h.a allora con certi a

= anx

(70' — a3,£C H- ...

Ma poicliè a lascia fermi gli elementi 1, 0, — 1, c lascia fermi
i punti (1,0,0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (1,1,1) si deve avere a?i = 1 e
quindi a coiiicide con e.

Da quauto ho dimostrato segue che gli elementi di \ G \ for-
mano un gruppo^ G = TG' = GrT.

Studierö ora il gruppo G'. Sarà utile osservare che n è auto-
duale, è infatti una dualità la corrispondenza S cosï definita :

S(oï, y, s) == < 0, t/, ac >

(uso parentesi tonde per i punti e parentesi acute « < > » per Ie
rette). Conformemente a noti risultati generali (Cfr. per esempio
L. LOMBAKDO BADICE [6] pag. 19) TU contiene «tutte » Ie traslazioni
(se si considéra corne retta inipropria la < 0, 0, 1 > ) . Basta verifi-

care che la sostituzione (definita sui punïi propri di TC) j x ~ ,

(a, b£F) è una collineazione (più esattamente : si puö estendere
in una ccllineazione di -K). Ovviamente essa è una corrispondenza
biunivoca dell' insieme dei punti di TC SU se stesso. Sia ora
<: u, v, w^> una retta di TT, cgni suo punto proprio (#, y^ 1) sod-
disfa la: ux H- %y -4- w = 0 ossia la: u(xf — a)-h v iy' — 6) ^ w— 0
o anche ux' -+- v^' -h w — wa — vb = 0, esso si trasforma cioè in
un punto proprio de]]a retta <-w> ^ w— ua —1*6>. Ne segue
l'asserto.

Ogni traslazione non identica ha periodo 3; per risultati noti
(Cf. ad es. G. PICKEET J7] pag. 206) se r ? 0

è la traslazione che
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porta P in 0 (P ed 0 propri) la corrispondenza <o definita dalla
toP = zpo0 è una omotetia di centro 0, Se P = (as, y, 1) e 0 = (mf

n, 1), si ha:

TF(1 7j, 1) = S — « H- m, *]—«ƒ-*-», 1)
da cui :

wP = XpO = (— œ — w, — y — n, 1).

Ho fatto vedere che mediante un'opportuna traslazione la retta
< w, v, w > si trasforma nella < te, t>, w - bv— au> con a,b£F,
trasformando mediante la 8 si ottengono (a meno di un'opportuna
traslazione) collineazioni del tipo:

x' = x — my

y' = y me F

Esistono cioè in ir « tatte » Ie omologie che hanno per asse la
retta < 0 , 1, 0 > e per centro il punto (1, 0, 0) (ancora conforme-
mente a risultati noti? cfr, ad esempio L. LOMBARDO EAÜICB [6]
pag. 18).

La omotetia X con centro nell'origine ha Ie equazioni:

x' = — x

y'= — y
e'= 8

e trasforma la retta r = < w , ï ) , « ; > nella retta r' = <Cu, v, —n>>.
Per ogni P Ç r P = (x, y} 0) si ha infatti :

ux -h vz -f- wz P= 0
da cui

— uy' — vy' -+- foz' = 0

ossia

ux' ~h vy' — wz' =L 0

e il punto trasformato (x\ y\ z') appartiene quindi alla retta r\
La trasformata délia A mediante o avrà allora Ie equazioni:

x' = — x

2' = i



SUL GBUPPO DELLE COLLINEAZIONI Dl VN PIANO GRAFICO, ECC. 195

Si tratta di un'oinologia ayente per asse la retta < 1, 0, 0 ;>
e per centro il punto (1, 0, 0).

Le collineazioni trovate generano il gruppo, Cf, delle collinea-
zioni aventi equazioni del tipo (2):

x' = sco -h my -h pz

H y' = ty + <iz », * = 1, — 1 ; m,p,q£F

di ordine 22*39

II gruppo G è trasformato in sè stesso dalla dualità S. Consi-
deriamo infatti una retta del tipo < 1, i>, w j>. Ogni suo punto
proprio (ac, y, i) soddisfa la: x -t-vy + w = 0. Se (ac, y, 1) è il tra-
sformato di (x, y> 1) nella (°) si ha:

sac -f- my -+- p -+- ̂  (ty -+• g) •+- w = 0

da cui (essendo £ = 1, — 1 v(ty) = (vt)y (e scriverö anche vty)) :

as -h s(m -+- ft;)j/ -+- s(p + i;g + w) — 0

ossia la retta < 1̂  t;, w > si trasforma per la inversa délia (°)
nella ^ 1, s(m H~ <t?), s(_p f ^ + tï))>.

Trasformando mediante S si ottiene di nuoYo una collineazione
del tipo (°).

4c* Voglio ora dimostrare che non esistono (oltre quelle già
trovate in 3.) altre collineazioni di TC esprimibili come sostituzioni
lineari a coefficient! in F.

Poichè G contiene « tutte » Ie possibili omologie speciali di asse
improprio e «tutte» Ie possibili omologie speciali di centro (1, 0,
0) (che corrisponde alla retta impropria stessa nella 8) •* appartiene
alla classe F, 1 nella classificazione di A* BARLOTTI [8] (non po-
tendo essere desarguesiano) e quindi ogni collineazione di G (G
gruppo di tutte Ie collineazioni di ir) lascia ferma la retta impro-
pria (e il punto (1, 0, 0)) (altrimenti il piano risulterebbe, appunto,
desarguesiano). Ogni collineazione di G induce quindi nel piano
affine n -= TT — lœ (lœ retta impropria di -K) una collineazione. Dimo-
strerö ora che, fra queste collineazioni quelle del tipo;

j — ex -f- dy •+- q ^ ^(3)

(2) Se & = O bisogna supporre £ = 1, se g = 0 e y = 0, s = l
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si riducono tutte alla forma:

x' = sx ~h my -f- p

ossia a quelle studiate in 3. (si puö osservare subito che dev'es-
sere c = Q affinchè il punto (1, 0, 0) risulti mutato in se stesso).

A questo scopo è opportuno premettere i seguenti lemmi:

LEMMA 1. - Condizione necessaria e sufficiente perche Tequazione:
m(ky) ^r (mk)y sia un'identità in y (m, k, y 6 F) è la m, kÇK
(K centro di F, isomorfo al campo di Galois di ordine S).

La condizione è ovviamente sufficiente.
Posto m = mxi H- mSt; -+- mz k =zkxi-+-... y = yli + ... Pequazione

scritta équivale alla:

(5) (m^+mjjMfc^+feJKy^

(corne segue dalla proprietà distributiva del prodotto e dallaf^suf-
ficienza della condizione). Sviluppando i calcoli secondo la tabella
data in 1. si trovano Ie condizioni:

(6)
= m%k1yl

Supposto kl=%=0 o k%=^0 si trova wixyt ^= w*2Î/i ü ^^ porta
mA = 0 e m 2 = 0 ; ne segue la nécessita della condizione.

LEMMA 2. - Condizione necessaria e sufficiente affinchè (a) Vin-
sieme I dei punii (x, y, 1) jper cwi tjaie la: mx-4- n x = 0 (m, n€F)
coïncida con Vinsieme dei punti propri di una retta è che (h)
m € T£ o n/m € K (indico con a/6 Tunica soluzione dell'equazione
6x = a (b=\= 0)).

Ad I appartengono infatti i punti (0, 0, 1) e (— w/m, 1, 1) che
appartengono altresï alla retta r: < 1, w/m, 0 > . La a) équivale
allora alla condizione che I coincida con Tinsieme dei punti pro-
pri di r (che soddisfano l'equazione ^ -+- (njm)y = 0) ossia alla con-

( n \
y\-t- ny = 0 ossia, po-

sto njm—k (si puö supporre ^4=0 altrimenti varrebbe senz'altro la b)

(7) m(ky) = {mk)y,

Per il lemma 1. la (7) équivale alla 6) e per conseguenza la a)
équivale alla 6).
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Consideriamo ora una applicazione dell'insieme dei punti di ïï
in sè che possa essere rappresentata dalle (3), componendola con
un'opportuna traslazione si ottiene la:

i x' = ax + by
) y' = cx H- dy

e la (3) è una collineazione se e solo se lo è la (8). Nella inversa
della (8) i punti della retta <r 1, 0, 0 > si trasformano nei punti
Ie cui coordinate soddisfano la ax -+- by — 0 ; per il lemma 2. questo
è l'insieme dei punti propri di una retta se e solo se a 6 K o
b/a £ Ky perche le (8) rappresentino una collineazione occorre
quindi che la prima equazione assuma una délie seguenti forme:

a) xf = by b) xf = sx -f- by c) x' = a(sx -*-y) a, b 6 F s — 1, — 1

Moltiplicando per l'inversa della collineazione:

x = sx -h by

le trasformazioni (8) che hanno corne prima equazione la 6 si tra-
sformano in altre che ammettono corne prima equazione la: b) x' = x,
allo stesso modo al posto della c) si puö considerare la c) x' =r ax-

Co.i e ho osservato in 4. il punto (1, 0, 0) deve essere lasciato
fermo da qualunque collineazione, ne segue che la retta di equa-
zione y' = 0 dev' essere necet-sariamente mutata in se stessa dalla
inversa di ogni eventuale collineazione che abbia la forma (8} (in
se stessa e non in una parallela perche la (8) tiene ferma l'origi-
ne). Affinchè la (8) rappresenti una collineazione occorre dunque
che la sua seconda equazion.e abbia la forma:

(9) y'~dy d£F d^O.

Esaminerö ora le trasformazioni che si ottengono associando le
a), b), c) con la (9) e mostrerö che in nessun caso salvo quelli
trovati in 3. esse sono collineazioni.

xf = by

Si tratta di una corrispondenza non biunivoca.

x = x
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L'equazione x •+- vy' = 0 che rappreseuta una retta è trasfor-
mata dalla inversa délia (00) nella:

(10) x -h v[dy) = 0.

L'insieme di punti rappresentato da questa equazionë contiene
Porigine e il punto (— vd, 1, 1); la (10) rappresenta quindi una
retta se e solo se équivale alla:

(11) x -+- (vd)y — 0

che rappresenta la retta con°iungente i due punti consideratie
Questo è possibile se e solo se si ha: v(dy) = (vd)y identicamente
in y (e in v) il che per il lemma 1. accade solo se d — l, — 1.
In questo caso si ricade perö in una collineazione già nota.

o\ x = ax

y' — dy

L'equazione x -+- vy' = 0 si trasforma mediante la inversa
délia (00°) nella:

ax -h v(dy) — 0 che per v = 1 si scrive :
ax -+- dy — 0.

(12)

Per il lemma 2. quest'ultima equazione rappresenta una retta
solo se a g K o a/dCÜT. Il primo caso si riconduce subito al pré-
cédente osservando che per la biunivocità délia corrispondenza

dev'essere a è O e ricorrendo alla collineazione ,

in 3. Nel secondo caso la (00°) si riduce alla:
y =y

trovata

x
\ y =tay

e la (12) diviene:

(14)

(sempre ricorrendo ad una délie col-
1 lineazioni trovate in 3 si pu6 sup-

porre t = l)

tv(ay) = 0

L'insieme rappresentato dalla (14) contiene 1? origine e il punto
(—tv, 1, 1) ragionando corne per la (00) si trova allora che la (13)
rappresenta una collineazione se e solo se la (14) équivale alla:
x -t- tvy — 0 da cui : v{ax) — a{vij) identicamente in v ed y il che
è impossibile per il lemma 1.

Resta cosi dimostrato che:

II gruppo, G>, délie cottineazioni di TT ammette un sottogruppo,
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G, prodotto diretto di un sottogruppo F isomorfo al gruppo degli
automorfismi di F (di ordine 3) e di un sottogruppo Gr' di ordine
22 • 89 costituito dalle collinea&ioni che si esprimono Unearmente in
F. Le collineazioni di Gr' sono tutte della forma:

x = sx -+- my -+- pz

y' ~tx -H qz

&' = 8

II piano 7T appartiene alla classe Y nella classifica&ione di
Lenz [5] e (per conseguenza) alla classe Y} 1 nella classificazione
di A, Barlotti [3],
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