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Fuanzioni generatrici del prodotto di due polinomi

di Legendre o ultrasferici.

Nota di LerrErIo ToscaNo (a Messina)

Sunto. - 8¢ stabilisce I’ equivalenza di due generatrici del prodotto di due
polinomi di Legendre, trovate da diversi Autori.
Si perviene ad una generairice, pin semplice di altra nota, ancora del
prodotto di due polinomi di Legendre.
8Si dimostra, provandolo in un caso, che i precedenti risultati ed aliri

analoghi sui polinomi ultrasferici si possono derivare da risultati pui
generali.

Summary. - Two known results on generaling functions for the product
of two LEGENDRE polynomials are equivalent.
Another new generating function is obtained.
The precedent special results can be derived from more general re-
sults concerning JACOBI polynomials.

1. In una nota pubblicata recentemente in questo Bollettino,
L. CarriTz (!) si occupa delle due serie

(1) OEO,.t”P,,(cos «)P,(cos B) =

1;

11 __4tsenasenf
=1 — . - P TR
1 2¢ cos (o +B) + 7|12 B [2, 5 Lo 2tcos(oc+3) t"] [t]<

[e o]
@ %I 2 ) t"P,Y(cos )P,V (cosB)=
4t sen x sen

1 —2fcos(» + [5)+t’] [#<1,

=[1—2fcos (x + §) + #*] v, F, [v, v; 2v;

sui polinomi di LecENDRE P,(x) e ultrasferici P,~(x).

(*) L. CarvriTz, 4 generating function for the product of two ultrasphe-
rical polynomials, « Boll. U. M. L» (3), XIV, 6.9 (1959).

Nel riportare le formule di questa nota ho cambiato C.¥(x) con P,()(x),
(2v)» con (2v, m) per seguire le notazioni dei miei precedenti lavori.
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E afferma che la somma della prima serie & stata calcolata da
C. MaxIMON, (*), mentre alla seconda & pervenuto Hgli stesso ap-
plicando la formula

T

/ senz—1u P, W(cos Q)dw =

. kwﬁl’(v) n!

= P,%(cos «)P,Y(cos B),
1
F(v +5)(2v, n)

con R(v)>0 e cos Q==cos«cos § + sen «sen f§ cos », riportata da un
lavoro di G. N. Warson (3).

Osservo qui che nella citata nota di Warson si trova pure
studiata la serie (1) e sono contenuti i due risultati, rispettiva-
mente di LEGENDRE, () e WATSON,

(3) OZt'ajnt"Pu(cos «) P, (cos B) =
0

s

. 1 dw
- {/ (1 — 2fcos Q@ + U2’

0

o]

4) 3.t P,(cos «) P, (cos 8) =
0

o 4K|=
T [l —2tcos («+ )+ P’]¥2 + [1 — 2f cos (« — B) + 2?12

con K integrale ellittico completo di prima specie e di modulo

_ [t - 2tcos (@ + B) + ]2 — [L —2fcos (x — B) + #[12
T 1= 2tcos @+ B) + ¢ U7+ [L — 2 cos (& — B) + EJ2°

Il passaggio dalla (3) alla (4) si frova in WarsoN, mentre resta
-da provare I’equivalenza delle generatrici (1) e (4).

(?) C. MaxmMoN, A generating function for the product of two Legendre
polynomials, «Norske Videnskabers Selskab Forhandlinger», 29, 82.86
(1957).

(®) G. N. Warson, Notes on generating functions of polynomials: Po-
lynomials of Legendre and Gegenbauer, «J. of the London Math. Soc.>»,
8, 289-292 (1933).

() « Hist. Acad. Sci. Paris », 380 (1789).
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B noto che
; ; =(L + ¢)22,F Lo gpaty
QFI(“, [3; “—.6'*‘1)5)—( +e) oLl | %y “_ﬁ+§’ x— B“*' 7(1+&)2 1]

da cui

11 1 11 4
— —_ L2 e — - — . .
ZF'(z’ 2’ 1")*1+52F112' g3 i (1+e)-2]’

B poichd I'integrale elliftico completo di prima specie & dato da

segue

? K L

1t 4e
w ):l—f—azF'[Q’ 2’ ]

1, (—L—‘_TE—): .
D’ altra parte posto, per semplicity,

1 — 2t cos (« + B) + t* = M?, 1—2tcos(x —B)+ 2= N?,

si ha
M?— N?=4tsen « sen f,
M- N 1 _2M
FTMANT TEEN N
4¢ M*—N*® 4f sen o sen B
(1+¢? "  M* T 1—2fcos(x+ B)+ t*
Quindi
4Kz 4 nM + N

M+N =M+ N)2 2M

1 1 M — N?
zFllgy Qii;“—M,—']:

4
=[1 —2¢ cos (x + 8) + t*]1/2,F, [1 1 sen « sen B 1 i

2 3L 0 tcos(a v p)+ P

come si voleva provare.
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2, Ancora mnel citato lavoro di Warson si trova che ([¢|<1)

5 %on (% —+ %) t"P,(cos )P, (cos B} =

_ 1 (1 — #*)do .
T 2n) (1 —2fcos Q + 2T
0

2E(s) — (1 — )K () ,
=1 — e (=)

—3

1
Q[l — 2t cos (« + B) + £2J/2 + % [1 — 2t cos (x — B) + t2u/2

b

dove figurano i due integrali ellittici completi K ed E.

E mi pare utile riprendere questa serie per esprimere la gene-
ratrice con il solo integrale K.

Si sa che

ke
1/ do b?
;rj (@* + b*— 2ab cos w) a=®. (V’ vi 13 ?) :
]
Poniamo
(@ + b =1—2fcos (x+B) + 2= M?*

{@ —b)?=1— 2t cos (x — ) + 2= N?,
da cui

a* +b*=1—2{cos x cos § + %

ab =t sen « sen B,

(M + N), b:%m—Ny

DO

a =

[

Allora, con v=3/2, segue

[eo}

%,,(n -+ %) t"P,(cos «)P,(cos 8)=

_, A=t 33 (M—Ny
_HM+NWEE’?1%M+M}
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186
Applichiamo alla ,F, la stessa trasformazione del numero pre-

cedente, per cui

g3 3 (M=NV|_(MeNf 8 1 M
S PR ’M£N> - 8Mv ¢ lii’é’ M

Ancora con una trasformazione elementare di EULERO

3 3 M — N\?
F[z g 1 (m‘N}J‘—‘

(M + NP/ M* — N*\—1/2 1 1 N:—M9
- 8M3 (1_ M ) ZFxl_ga éyl) —‘ﬁr’}—
_(M+N)3F 11 1 N — M
8MN T[T 202 T N |

Quindi
[ee] ¢ 1
2. ('n + é>t"P,,(cos o) P,(cosf) =
0
1—# [ 1 1 N:— M?
= i —g0 g5 1 |
E introducendo I’integrale ellittico completo di seconda specie
= 11 .
B =30 (- g 55 15 ¢)

si ha in definitiva (|#| <1)

@® 1
{6) 2. ('n + 5) t"P,(cosa)P,(cos B) =
0
:1‘_th( N~ M*) _
M N N*
1% 1 1 B
m 1 — 2fcos (x + B)+ #*[1 — 2fcos (« — B) + £/

E(l/ — 4tsenasenB )
) 1 — 2¢ cos (x — )+ 2%/
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3. La somma della serie (2), trovata da L. CARLITZ, si pud su-
bito ottenere in quanto l'integrale

s

sen® wdw
{a* + b* — 2ab cos )¢
0

¢ stato gid calcolato (%).

4. I precedenti risultati, con quello relativo alla serie (%)

@ nl(n+v)

7 7 T mp (v o)
Sn 2y, n) t" P, cos «)P,»)(cos B), |t <1,

si possono derivare dagli altri piut generali () ((¢|<<1)

® p!hA+u+1, n)
3 " Q) P (%) 20)—
(7) 20,,, S ’W)t P, sp)(cos 23) P, (o) cos 2¢)
1 a® b
(L At B0 e D)5 e e 20T, g 1,

® nl(A+p+1, n)

n Ly A, 92 —
201,, 0L w1, @n + A + p + 1)i" P, (sp){(cos 2¢) P, (p)(cos 2 ©)
A+ — 1 a" b?
(8) ——mp_u )F4l ( u+2) 2()\—&—{&—1—3) )\+1,}L+1 Cz}’

dove P,%x) & polinomio di Jacosi, F, & funzione ipergeometrica
a due variabili,

1+t
o —sen ¢ sen @, b—=rcos g cos @, TR

E qui ci proponiamo di provarlo per la serie (2).

(3) Cfr. G. N. WarsoN, A Treatise on the Theory of Bessel Functions,
Second ed., « Cambridge University Press », (1938), pp. 369, 406, 407, coun
citazinne di GEGENBAUER, « Wiener Sitzungsberichte ». LXX, 433 (1874).

(6) Cfr. nota (3).

(") W. N. BaiLey, Generalized hypergeometric series, « Cambridge Uni.
versity Press » (1933).

13
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Ricordiamo che

o (29, M)
P,0(x) = ———(H_ % n)

1
e facciamo nella (7) A= =v —5. Poniamo 29 =a, 20 = §.
Si ha
S ») )
-_—n Y ( —
%,, @, n)t P, (cos «) P, (" (cos B) =

1 1 a* b2
=(1+t)“‘2VF4[v,v+§; V+§,v+é; 6—2’ CTQ_J

E d’altra parte {cfr. la citata opera di BAILEY) vale la formula

.. —y ]_
Bl 4 0 05— (1—90)(1—34)]—

=1 —2)"(1 —y)? Fu(p, 1 +p —q; q; xy).

Intanto
o B b « &
a=sengseng, =Cc08 5085,

4ab — sen « sen B,

1 1
a2 +b2=5(1 +cosxcosf), b>—a®=5(cosa+ cospf),
2 2

1 —2fcosxcos B + 2
—_ — —
a® + b2 — ¢ = i

]

1 —2¢cos{x P+ N2
(@ +b—c2=— yy) =—qr

1
(@2 + b2 — ¢*)*— 4a2b% = 168 [1 —2¢cos (= + B)+ t?}][L—Ricos(a—p) + $*] =

M2N?
16
1 — 2t cos « cos B + t2~MN—_—(M—;—M .

Allora la risoluzione del sistema

— @ =Y b

-2l —y & I—ml—y e
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(M — N} (M—NY
= ———_’Ts ’ Y=— o p b)
16t cos® 5 5 cos® 5 16¢ sen? 5 sen? 3
e in conseguenza
(M —nN) . (M - N\?
*Y = 16t sen? « senp  \ M+ N) ’
(M — NP 41+ )2
(L —afl —y)= 4f*sen® o sen  (M+N)'

Risalendo alla serie si ha
b3
On( Yy ’”’)

27 2)

t* P, (cos o) P, (")cos ) =

_( AN Y 1 (M—N2
=(ww) Bz byl |

M+ N

Inoltre per la formula

Lo VI—u\ 72 1 1 (1—VT u\
. 2 . . —
2Fl(Y’ 5’ 8)“) ( 2 )lFi[Y’Y 8+2’ +2’(1+\m Py

1-\1 u M-—N
1+Vvi-—u M+N

con y=38=ve
— M+ N S —
1+\1—-—u=—1_&~, \/1—%:%,
segue

n
2, 3y " Eae0s ) Pu(eo

2 /M + N\
=(M+ N> ( 2M ) ’F'("’ v

da cui

— N2
=TT

Sﬁ):

M2 — N2
ME ):

=[1 — 2t cos(a + p) + ¥, F, [v, v; 2v;1

come si voleva ottenere.

4fsen o sen B ]
— 2t cos (¢ + B) + 2]’



