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Sul moto di un elettrone veloce

in un campo elettromagnetico simmetrico rispetto a un asse.

Nota di CaTraLpo AGosTINELLI (a Torino)

Sunto. - Come nel n° 1.

1. In questa nota, riferendomi ai miei lavori di oltre vent’anni
or sono ('), in cui mi occupavo del probrema del moto di un cor-
puscolo elettrizzato in presenza di dipolo magnetico, o pill in gene-
rale in un campo magnetico stazionario simmetrico rispetto a un
asse, problema che interessa lo studio delle aurore boreali, estendo
ora le equazioni fondamentali ivi stabilite al caso del movimento
di un elettrone, di massa relativistica, in un campo elettromagne-
tico, retto dalle equazioni di MaAXWErLL, simmetrico rispetto a
un asse.

Questo problema ha, come si sa, molta importanza negli studi
delle macchine acceleratrici di elettroni e specialmente nel beta-
trone ideato da KEersT nel 1939 (3).

Introducendo una funzione del campo Vir, 2, {) dipendente
dalle coordinate cilindriche #. 2z e dal tempo {, ma mnon dall’ano-
malia ¢, riduco innanzitutto la determinazione delle componenti
del campo eleftrico e del campo magnetico alla risoluzione di
un’equazione differenziale alle derivate parziali, analoga all’equa-
zione delle onde in cui & incognita la sola funzione V.

Scrivendo poi le equazioni del moto dell’elettrone. dimostro
subito Pesistenza dell’integrale del momenfo della quantitdh di

(1) C. AGOSTINELLI, Sul moto di un corpuscolo elettrizzato in presenza
di wn dipolo magnetico (« Atti della Reale Accademia delle Scienze di
Torino », vol. 73, a. 1937.38). IpeM, Sul moto di un corpuscolo elettrizzato
in un campo magnetico simmetrico rispetto a un asse ecc. («Idem» vol. 74,
a, 1938.39). IpeM, Sulla risoluzione analitica del problema del moto di un
corpuscolo eletrizzato in presenza di un dipolo magnetico (< Memorie della
Reale Accademia delle Scienze di Torino», Serie 22 Tomo 69, Parte I,
a. 1938 39), p. 4“5,

(23) Cfr. B. Prrsico, Gli atomi e la loro energia, p. 465, (Zanichelli
Bologna, 1959).
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moto e, per mezzo di esso, con riferimento al cosi detto tempo
proprio, riduco il problema del moto a quello del moto piano di
un punto di massa unitaria soggetto a una forza che deriva da
un potenziale.

Queste equazioni non ammettono perd l'integrale dell’energia
poiché il potenziale dipende esplicitamente dal tempo.

Dopo cid ho stabilito le condizioni perché il moto dell’elettrone
avvenga nel piano 2= 0 e su orbite circolari, come appunto av-
viene nelle macchine acceleratrici a cui ho accennato. Conseguen-
temente ho potuto confermaie la nota proprieta che il valore del
campo magnetico su un’orbita circolare &, in ogni istante, uguale
alla metd del valore medio nell’interno del cerchio (3).

Ho considerato infine il caso di un campo elettfromagnetico
sinusoidale rispetto al tempo avente una componente dipendente
soltanto dalla coordinata radiale 7, e una seconda componente
funzione ancora di #, ma variabile sinusoidalmente con z. In que-
sto caso, se & fissato il campo, si ha solo uno spettro di raggi corri-
spondenti a possibili traiettorie circolari; ma si pud anche disporre
del rapporto delle inten-ith delle due componenti anzidetie, in
modo che il movimento avvenga su una circonferenza di raggio
assegnuto ad arbitrio.

2. L’equazione vettoriale del moto di un elettrone dotato di
carica elettrica e, mobile con velocita ?'in un mezzo di permeabilita
magnetica w e costante dielettrica ¢, sotto I’azione di un campo
elettromagnetico (E, _’), e, come si sa:

— —_—

d —
1) %(mv)ze(E+%' » A H),

dove m & la sua massa relativistica, definifa dalla

2
(&) m=m0/ 1—;

essendo m, la massa a riposo e ¢ la velocitd della luce.

(3) Cfr. E. Persico, loco citato in (3).
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11 secondo membro della (1) risulta composto della forza dovuta
al campo elettrico e della forza deflettente di LoRENTZ.
Nellipotesi che la carica dell’elettrone non influenzi il campo,
e che in questo non vi siano altre cariche elettriche, le equazioni
maxwelliane del campo elettromagnetico sono
(3) rot H = %f) (4) rot F = — C&a—altz-

ol m

1)) divE =0, (6) div H= 0.

Prendendo il rotore di ambo i membri della (3) e tenendo conto
della (4), si ha che il campo magnetico H deve verificare I’equazione

.
- = ped’H
7 rotrot H =— —+—;;
( ) CZ atl ’
alla quale va associata la (6).

Se ora supponiamo che il campo sia simmetrico rispetto a un
asse, che assumiamo come asse 2z ¢ con riferimento a coordinate
cilindriche 7, ¢, 2, indichiamo con H,, H,, H, le componenti del

campo magnetico, supponendo inoltre nulla la componente traversa
H,, Vequazione (6) diventa

oH,
02

, 120
(6" ;a—r(THr) + =0,

e introducendo una funzione V{r, 2, {) del campo, si ha che la (6"
¢ identicamente soddisfatta ponendo

')
®) g=1 g 1

T re’ T T par

Segue

= 12V 13V
9) H:Hrgradr+Hzgradz=;%grad'r—;a—rgradz

cioé
9) H=—grad V A grade.
Ponendo

9 (127 >V
(10) VZV:ré;(;_W> Y
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dalla (9) si ricava

(11) rot H— V. V.grado
e quindi
(12) rot rot = grad 7,V A\ grad o.

L’equazione (7) diventa allora
u.s n*V
(13 grad \/,V A grad ¢ — P grad S A grad o =0,
che da luogo alle seguenti equazioni scalari
, 2 18V ? 12V
) (w5 )= L(vr-n%)=o
dove si & posto

(14) v, ==c¢/ \/!*“_5

Le (13) trascurando una inessenziale funzione arbitraria del
tempo, porgono
12V

QT‘ZW:O'

(15) VoV —

Determinata la funzione V in modo da verificare la (15), le (8)
danno le componenti H,, H, del campo magnetico. Inoltre la (3),
in virta della (11) diventa

€ 6-1_’;"
VZV‘ grad 0"/ :Eﬁ
e quindi, per la (15),
oE ¢ 18V
Wt Teop ot grade

dalla quale, prescindendo da un campo elettrico stazionario, si deduce
= wiV
(16) =S grads,

la quale fornisce il campo elettrico Eper mezzo della stessa
funzione V.
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3. Sostituendo ora nella (1) in luogo AiE e di Hi valori definiti
dalle equazioni (16) e (9'), ’equazione del moto dell’elettrone diventa

—  ewl{dV

a —_
17 -gl—t(m v) =217 grad ¢ + v /\ (grad ¢ A grad V);.
Poiche risulta

aa—ygra.d ® + v A (grad¢e A grad V)=

(%7—;— grad Vx?) grad ¢ — grad ¢ X v-grad V

ed &

de

oV — 4av —
—+gradV><'v:W, gradgoxv:a,

ot

si ha ancora

(18)

dat

— eu. (dV
d

! do
(mfu):? G grad ¢ — at grad V),

la quale & formalmente identica all’equazione (19') siabilita mnella
nota prima citata in (1). salvo che ora mella (18) la massa m &
variabile secondo la legge relativistica espressa dalla (2), dove @&

VP = 1?4+ riot 4 22

Con lo stesso procedimento seguito in quella nota, dalla (18) si
ottengono le seguenti equazioni scalari

d . . ew -V
gy lmn) —mrgt =—co
d . ep. -3V
(19) ai ™) i
a endV
ai M) °ar
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Dalla terza delle (19) segue subito I’integrale del momento della
quantita di moto

(20) mrto=(v + 0)

con C costante arbitraria, che si pud porre uguale a zero essendo
la funzione V definita a meno di una costante additiva, e per-
tanto 1’integrale (20) diventa

(20') mr'e = e—i‘ V.

Moltiplicando ora per m ambo i membri delle prime due equa-
zioni (19} ed eliminando la velocith angolare ¢ per mezzo della

(20") si oftiene
d, . ew\2/Vr 1 2V

r3 r* 0 or

d - ‘en\2 VaV
m g me) = — () 5%
cioé
d, . 1fem\?a (V)
m gy mr) = — é(?) ﬁ(?)
1)

d . Llleu\*d (V)?
m gy (mz) = —3 ?)5; 7)-

Lo studio del moto dell’elettrone si riduce duunque allo studio
delle equazioni (21), Ie quali, quando sia nota la funzione Vir, 2, #),
soddisfacente alla (15), definiscono le coordinate r, z della particella
in funzione del tempo.

Esse si riducono alle equazioni del moto piano di un punto di
massa unitaria soggetto a una forza derivante dal potenziale

1 ey. 2 V 2
0= (+)

assumendo come variabile indipendente al posto del tempo ¢, il
tempo proprio T definito dalla relazione differenziale

2
dr:%dtsl/i—”—,dt.
m C
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Le equazioni (21), come le loro trasformate, non ammettono
perd integrale dell’energia, essendo la funzione V, e quindi il
potenziale U, dipendente esplicitamente dal tempo, contrariamente
a quanto avviene nel easo in cuni il corpuscolo si muova in un
campo elettromagnetico stazionario.

4. Dalla seconda delle (21) risulta che alfinche per l’elettrone
siano possibili dei moti del piano z2=0, deve essere V=0, per

oV
z=20, oppure a~z=0, per z—=0. Escludiamo il primo caso poich&
allora in virtl della (16) sarebbe nullo il campo elettrico nel piano
=0, e per la (20") sarebbe anche nullo il momento della quanfitia

di moto dell’elettrone. Sard dunque

ﬂ/v:- 0, per 2 = 0.

(22) Py

Quando questa condizione & soddisfatta, in virtu della prima
delle (21) 1a traiettoria sara circolare (r==0), se in ogni istante & ancora

(Vv
(23) iTr(?)Z 0, per 2 =20,
ovvero
, 13V V
(239 P per z=20.

Quest’ ultima equazione fornird i valori », dei raggi delle traiet-
torie circolari, ciascuna delle quali, in virti della (20') e della (2)
verrd percorsa con una velocita angolare « definita dalla relazione

'm'n"'o?“P e
——=_ Vyf),
(24) 1/1 I °
C!

dove con V() si & indicato il valore della funzione Vir, z, {) per
r=wr, e z2=0.
Si ricava quindi

(20

2
¢ m09r0202+<%) VAD
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e corrispondentemente si ha

@4 m == ]/moe N (905) Vi(l)

ryict

Osserviamo che in quesfo caso, per la prima delle (8) sard
H,=0, per 2z=20, cio® nel piano 2= 0 il campo magnetico sara
tutto assiale. Se consideriamo allora il valor medio H, del campo
magnetico entro il cerchio », di una data traiettoria circolare del
piano # = 0, avremo per la seconda delle (8)

H :i,ﬂﬂzdc:—ifﬁ(ﬂ/)dc,
"oomr, wry* ) S r\or /.,

[}

dove l’integrazione & estesa a tutto il cerchio ¢ di raggio v, Poi-
ché do=rd:dy e la funzione V & indipendente dal’anomalia o, si ha

7o
2
H,=—-> (
0
L]

Q) dT _ — i (V‘-r:'ro .
or 2—0 2 z2=0

IrO
Tenendo conto che per #2—=0 ed r=17r, & verificata la (23),

si ha ancora
2 0V
Hm = \a )
Yo \OF Jr=w
2=0

cioé, per la seconda delle (8)

(25) H,, = 2(H. )r=r,.
z=0

Risulta cosi confermata la nota proprieta che afferma: Affinché
Velettrone descriva una circonferenza di determinato raggio r,, 4l
valore del campo magnetico su questa circonferenza deve essere inm
ogni istante uguale alla meld del valore medio nell’ interno di essa.

5. Nel caso in cui il campo magnetico sia sinusoidale rispetto
al tempo e di pulsazione », supponendo che esso sia nullo all’istante
iniziale, come si fa nel betatrone, e che sia ottenuto dalla sovrap-
posizione di un campo indipendente dalla coordinata assiale z, e



SUL MOTO DI UN ELETTRONE VELOCE IN UN CAMPO, ECC. 171

di un altro sinusoidale rispetto a 2z, se si vuole che sia verificata
la (22), affinche possano esistere dei moti nel piano 2z =0, dobbiamo
porre

{26) Vir, 2, t) = [V\(r) + Vy(r)cos 82z] sen vf,

con B costante. In questo caso avremo per le (8)

- H = - ﬁ V,(7)sen Bz sen wi
{27)
(dV,
H, = — (d —+§V cosBz) sen i,
r

¢ la costante § sard determinata imponendo un’ ulteriore condizione.
Se per esempio si vuoole che il campo radiale H, si annulli oltre

che sul piano z2=—20, anche sui piani z = =- s, deve essere B:%T,
rn=1, 2, 3,..)
Sostituendo mnella (15) in Juogo di V il valore (26) si deduce
che le funzioni V (r), V,(r) devono verificare le equazioni
IdV) w? V.—0
Tar (r ar ) T w2 1T

d (1dV, w?
dr(r dr>+(q_;;5'- ?) V. =0,

le quali porgono

w*~

(28) VI:AITJ,(;—)W'), V, = 4,vJ (ar), 1_1/—-[3“
0

dove J, & il simbolo di funzione di BrsseL di prima specie e di
ordine uno, ed A,, A, sono costanti arbitrarie. Lla costante « & un

. . : ©
numero reale, oppure & un immaginario puro secondoche ﬁ<q7,

0
2

)
oppure { > ,:‘ In questo secondo caso ponendo m:l/g? — %, la
A
Jy(er) va sostitnita con la funzione di BESSEL non oscillante I,(«r).
Poiche risulta

1d

xdz [x]\(x)] = J (),

12
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ponendo
A =——h, 4, =——

si ha

V=—

v 3 h
E" hrd, (@—0 r) + :’ rJ\(xr) cos Bz|sen wi
e dalle (27) si ricava

H, = S heJ \(ar) sen Bz sen wi
(29)
H, = [hJ0 ('03 'r) + hyJy(ar) cos pz] sen wt.
0

La condizione (23) affinché nel piano z =10 si abbiano traiettorie
circolari, diventa

Yoy, @ Jl(ﬂr) + Z&iJl(our) =0

w lar N\, o or
cioe
(30) J) (vﬁ «r) + % J, () =0,
0 1

che & equazione determinatrice dei raggi r, di queste traiettorie.
2

. . 2 w . . .
Se « & reale, cioé B~<1~]—2, si riconosce facilmente che la (30)
0

ammette infinite radici positive #»,. In particolare, se h, =0, e
quindi il campo magnetico & puramente assiale, questi valori di

. Uy . . cpso s x .
r, sono dati da r,, ——ux,, essendo x, gli zeri positivi in ordine
(O]

crescente della funzione J,'(x) = J(x) — J,(x)/x.

In ogni caso, se h, non & nullo, si pud disporre del rapporto
hy/h, in modo che il movimento avvenga su una circonferenza di
raggio r, assegnato ad arbitrio.

6. Nel caso in cui la componente traversa H, del campo magne-
tico non & nulla la (9) si modifica nella seguente

(31) H = —grad VA grado + rH, grad ¢
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e si ricava quindi
(32) rot rot H= grad 7, VA grad 9 — V/,(rH,) - grad ¢.
Inoltre dalla (7) si deduce che insieme alla (15) si avra

1 0°(rH)

(33) Vy(rHy) — prE

=0,
che & l'equazione alla quale deve soddisfare la componente traversa
del campo magnetico.

Dalla (3) si deduce poi che oltre al campo elettrico trasversale
E’_@; , espresso dalla (16), si avra un campo elettrico meridiano E,,,
tale che

ok c
(34) i = grad (rHy) A\ grad o.
Se si pone
oY
si ricava
(35) E, = g grad (r¥) A grad ¢

e Pequazione del moto (18) diventa ora

d = — e\dV

de
(36) az(mv) ol at gradcp—agrad V+

|
-+ |v,2 grad (r¥) + raa— v l A grad o

Le equazioni scalari corrispondenti risultano

ey dyaV L0V o¥dz

cldtor T @ T at

m(m"}')—mw'p?
,d 2, __e_‘u.ﬂ/'
aimre) =
_ewy dgaV 13 2w dr
M=) TG T e TN S

(37)

Sussiste ancora 1’integrale (20), e in virth di esso le precedenti
equazioni si riducono alle seguenti

d 1 (ep-) V\: eu a‘lf a‘Ifdz]
g =—g, ar< )'? % o dl

8) d .. L(e_.u)ﬁi A 215 oy 2 dr
at M) = —g.\% az(7)+? v o Y+ g

3}
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Le condizioni affinch® si abbiano traiettorie circolari di raggio
r,, nel piano z = 0, risultano ora

eu1Va(V) 26‘If

o —— (= p =0

cC M 1 0% v 0z
e. 1 Vo[V 19
c mnz(?) — 0’ 5 ) =0,

che devono essere verificate in ogni istante per r—=1r, e z — 0.
Avendo indicato con V (¢} il valore della funzione V per r—=1r, e
z = 0, la massa m dell’elettrone in corrispondenza di queste orbite
sard ancora espressa dalla (24').

Nel caso particolare in cui la componente toroidale H, del
campo magnetico & indipendente dal tempo, si pud supporre anche
indipendente dal tempo, o addirittura nullo, il campo elettrico
meridiano E;z.

In questo caso si ha dalla (34)
39 rH, = C, (costante), E_I; = C, grad o,
e VYequazione vettoriale del moto dell’elettrone risulta

d — av ‘
(40) a(mv):ij(atgradcp—;l—fgrad V+ Co’u/\gradep).

Si ha ancora l’integrale (20') del momento della quantity di
moto e le equazioni ridotte del moto sono ora

d, . 1 jep\2 3 (V2 eu 2z
=55 (5) )~ 5 &

a . 1 feu\*a (VY egc%
s =—gz,\7) 2z\7) T Gy

Si avranno traiettorie circolari di raggio r, nel piano z—=20,
se in ogni istante sono ancora verificate le condizioni

o a (Vv
E= s a—y(—-«).—:O, per Z'-:O, rYr=17

r 02

e sussisterd, anche in questo caso, il teorema enunciato alla fine
del n. 4.



