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Sulle trasformazioni che posseggono

un gruppo di coppie di eorrispondenze in sè.

Nota II (*) di FRANCESCO SPERANZA (a Bologna)

Sunto. Questa Nota è la continuasione di un'altra, dallo stesso titolo,
apparsa nel volume précédente di questo Bollettino.

Summary. - This paper continues another one, wtth the same titlti pubh-
shed in last volume of this Bulletin.

§2.

6. In questo paragraf o si determineranno Ie trasformazioni f ra
due piani TT, TC con un gruppo di coppie di movimenti in sè; tutti
gli enti qui considerati si intendono rappresentati a meno di mo-
vimenti. I gruppi oo1 di movimenti sono quello delle traslazioni
con direzione fissa

(6)
' — y'

le cui traiettorie sono rette parallèle, e le rotazioni intorno ad un
punto fisso (che, in coordinate polari, si possono rappresentare
cosi

l P = P'
(7)

I 6 = ô' -4- X),
\

le cui traiettorie sono circonferenze concentriche* Non esistono inve-
ce, com'è facile constatare, insiemi po2 di movimenti che operino
intransitivamente sul piano punteggiato. Si avranno allora tre tipi
di trasformazioni con un gruppo di coppie di movimenti, in sè:

I. g e g sono del tipo (6).

Si assumano in ir, TT due curve ©, <B arbitrante, purchè non

(x) La numerazione prosegue quella délia Nota I. (Cfr. B01. TJ.MJ.
0) 13, 486-496 (1958)).
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siano traiettorie di g, g. Siano esse

x = 0 e x=f(y)

(una si puö sera pre scegliere in modo particolare, senza ledere la
generalità della T). Sia poi y = f (y) un' arbitraria corrispondenza
F fra di esse. Le trasformazioni di g(g) trasformano un punto ge-
nerico, di ordinata u(u), di 6(6) nel punto

(8)

Un isomorfismo fra i due gruppi, e la corrispondenza T, sono
rappresentati rispettivamente da

(9) X=ra> ü

Eliminando te, u, A, "X fra Ie (8), (9) si ottengono Ie T cercate :

x = ${y) -H ax

II. g e g sono del tipo (7|.

Procedendo come nel caso précédente, si trovano Ie equazioni

(11)
/ ê = 4*(p) H- aô

è sempre rappresentato dalla (9j).

III. g è del tipo (6), e g del tipo (7).

(9) Nel seguito del lavoro, con f, 9, <pj X gi indioheranno delle funzioni
arbitrarie, con a, a, c, a, p, ^,... delle costanti arbitrarie. Va notato che Ie
funzioni che si considerano possono essere a più valori, ed in tal caso Ie
T rappresentate non sono più univoche.
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Proeedendo coine sopra si ottengono Ie equazioni

i Ô — ax -4- -l{y)
112» ]

I P = ?(*)•

7. In questo numero determiniamo Ie trasformazioni puntuali
fra piani sovrapposti che ammettono un gruppo g di movimenti
in sè.

T. (j è del tipo (6).

Assumiamo in TT due curve, ad esempio

x — 0 e x ^= f(y)

ed una corrispondenza T fra di esse: u = ©(te), dove u, u sono le
ordinate di due punti P, P corrispondenti in F. I movimenti di
rj f anno corrispondere a P , P i punti

(13)
i x = '

Eliminando Â  te. te, si ottengono Ie equazioni delle trasformazioni
cercate:

l x = *{y) -h x
114) _

IL g è del tipo (7).

Procedendo come sopra, si ottengono Ie equazioni (10):

( 6 = <p(p) -+- 9
(15)

P = +(p)-

8. Con il metodo qui seguito si dimostra che:

(i0) Alle trasformazioni qui considerate si possono applicare Ie consi-
dorassioni deil'Osservazione del n. 4: basta assumere come parametro sulle
rette l'ascissa, e sui cerchi Tangolo al centro. Le corrispondenze S fra
curve §, § sono similitudini, che si riducono ad uguaglianze nel caso di
trasformazioni fra piani sovrapposti.
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Le sole trasformazioni puntuali fra piani che ammettono nv
rjruppo transitivo reale di coppie di movimenti in sèsorto le affînità.

Infatti il solo sottogruppo transitivo reale del gruppo dei movi-
menti è quello delle traslazioni:

x ~x' + 3i y — y' -+- [X.

Occorre quindi (cfr. n. 2| fissare nei piani TT, -K due punti arbi-
trari (ad esempio Ie origiui) ed un'isomorfismo fra due gruppi di
traslazioni; esso sarà del tipo:

X = aaX -»- a u ^ {A =: aJXX -f- atga.

TJna generica traslazione di -(z) muta l'origine nel punto

x=^l, y — ? {x=^ X, y — jl).

Eliminando X, X, a, JA si ottengono Ie equazioni d'una generica
îf finità :

x = aux + alty y = atlx -+- atty (c. v. d.).

Fra Ie affinitk vanno poi ricercate, manifestamente, Ie trasfor-
mazioni che sono mutate in sè dai due gruppi totali dei movi-
menti; imponendo che un'affiiiità goda di taie propriété, (e per
far ciö basta applicare alle sue equazioni due generici movimenti.
ed imporre che Ie equazioni ottenute coincidano con quelle ini-
ziali) si trova che deve trattarsi di una similitudine ; Ie trasfor-
mazioni fra piani distinti che sono mutate in sè dai due gruppi
totali dei movimenti sono Ie similitudini (").

§3.

9, In questo paragrafo si determinano Ie trasformazioni fra
piani che ammettono un gruppo di coppie di similitudini dirette

(li) Le trasformazioni fra piani sovrapposti che sono mutate in sè da
un gruppo reale oo2 di movimenti sono Ie traslazioni (cfr. pifi avanti Ie
{90)); non esistono invece trasformazoni fra piani sovrapposti che am-
mettono il gruppo totale dei movimenti in sè (infatti quest'ultimo è iso-
morfo al gruppo (28') del n. 11, che, essendo un caso particolare del gruppo
<lll) del n. 18, non trasforma in sè che l'identità).
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reali in sè; tutti gli entL qui considerati si intendono rappresen*
ttiti a meno di similitudini.

I gruppi intransitivi di similitudini dirette reali sono i gruppi
(6), (7) ed inoltre il gruppo

U6)
| = 0'-»- algX

Ie cui traiettorie sono spirali logaritmiche : § = lg(ko")].
Infatti, i gruppi intransitivi di omografie sono costituiti da (l*):

a) se oo1:

1) omologie con centro fisso; queste sono sitnilitudini dirette
reali quando Passe è improprio, ed in tal caso si tratta del gruppo
$elle omotetie con centro fisso (se non speciali). e del gruppo
délie traslazioni con direzione fissa (se speciaïi);

2) omografie paraboliche, che non possono essere similitudini
dirette reali;

3) omografie generali con tre punti fissi, dei quali uno (0}
sarà proprio; queste si possono pensare come prodotto di una
rotazione intorno ad O e d'un'omotetia di centro O:

o = y e = e' -H a,

dove a e X saranno legati da un'opportuna relazione, che deter-
minïamo: se X = cost., è necessariamente X = 1, e si ha il gruppo
delle rotazioni intorno ad O; altrimenti, posto a—a(X), dovrà essere

a(X • JA) = a(X) M- a(|JL), a(jL) = 0.

affinchè il prodotto di due trasformazioni del gruppo, nonchè la
identità, facciano parte del gruppo. Allora appartiene al gruppo-

1'inversa di ogni sua trasformazioiie: infatti a ( ^ j = : — ot(X). Come

si è visto nel n. 5, si ha
a(X) = algX (a costante).

Si ottengono cosï Ie (16), che comprendono, per a = 0, il grup-
po delle omotetie.

(12) Cfr W. F. MEYER, Tabellen von endlichen continuirliche transfor-
mattonsgruppen, « 3Iath. Papers read at Chicago Int. Congress 1893 >>
Mac Mülan, Xew York (1896), pp. 187-200.
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b) Non vi sono gt'uppi intransitivi oo* di similitudini, in
quanto gli ^analoghi grappi di omografie sono costituiti da omolo-
gie con centro fisso, fra Ie quali vi sono al più ool similitudini
(c. T. d.).

Oltre ai tipi (10), (11), (12) si hanno quindi tre tipi di trasfor-
mazioni fra piani distinti per cui g e g sono similitudini:

1, g e g sono del tipo (16).

Consideriamo due curve (?, (2

una corrispondenza F fra i loro punti (u, u sono Ie anomalie di
punti corrispondenti)

û ~ <p(«),

ed un'isomorfismo 3 fra i due gruppi (entrambi del I tipo):

Le similitudini di g, g trasformano i punti di <S nei punti

Eliminando \ X, u, u si ha

II. g fr del tipo (6), e g del tipo (16).

I/equazione di 2 sarà

iu quanto g è additivo e g moltiplicativo.
Si trovano cosï Ie trasformazioni:

(18)
/ 6 = -f [y) H- acx.
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III . g è del tipo (7), e g del tipo (16).

Procedendo come sopra, si trovano Ie seguenti pquazidni

p =

5 - ac0.

In fine Ie trasforinazioni fra ptani sovrapposti che ammettono uu
gruppo intransitivo di similitudini in sè sono Ie (14), (15) e Ie

l P K
( Ö = <p(O - algp)

che si ottengono come Ie (17), ponendo perö a — a e c = 1 (in
quanto ^ - J r " e 3 è l'identità) (13Î.

10. In questo numero si determinano Ie trasformazioni fra
piani che ammettono un gruppo transitivo di coppie di similitu-
diui dirette reali in sè. A taie scopo determiniamo anzitutto i
gruppi transitivi oo! di similitudini dirette reali; essi sono:

(*3) Per le trasformazioni trovate si verificano facilmente le proprietà
di cui airOsservazione del n. 4. Sulle spirali logaritmiche e sulle circon-
feronze conviene qui prendere come parametro Vangolo di contingenta

£ = / -=7 -h l9 (dove s, B sono rispettivamente 1' arco e il raggio di curva-

tura metrici: cfr. E. C ART AN, La théorie des groupes finis et continus et
la géométrie différentielle traitées par la méthode du repère mobile, Gau-
thier Villars, Paris (1951), p. 218). Per le traiettorie del gruppo (16) si ha

= — - (taji curve sono quindi fra di loro equivalenti rispetto al
** lf2

gruppo del movimenti. Con la trasformazione

X = x — iy, Y = x

si constata che sono equivalenti, dal punt o di vista affine, alla

caso 7i s= n, quando le^curve W sono rette, si verifica poi subito che
le 2) sono similitudini.
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1) il gruppo delle traslazioni;

2) il gruppo delle roto-omotetie di dato centro O; in un siste-
m a d i c o o r d i n a t e p o l a r i d i c e n t r o O, e s se sono r a p p r e s e n t a t e d a :

p — Xp' Û — Ö ' + ^ ;

3) 17 gruppo delle omotetie con centro variabile su una retta :

x — lx' •+- [A y —~ty'-

Infatti fra i gruppi transitivi oo? di omografie piano possiamo
«scludere quelli costituiti da omografie paraboliche. nonchè quelli
che non posseggono (almeno) due punti uniti fissi, e quelli che
posseggono due punti uniti fissi £7, V ed un terzo variabile su
una retta uscente da U, in quanto le relative omografie non pos-
sono mai èssere similitudini dirette reali. Restano allora:

il gruppo delle omologie speciali con asse fisso; esse sono
similitudini dirette allorchè Passe è improprio, e si ha cosï il
gruppo delle traslazioni :

il gruppo delle omologie non speciali il cui centro - descrive
una retfca; se esse sono similitudini, diventano omotetie;

il gruppo delle omografie con tre punti unit i fissi, dei quali
uno (O) è proprio; se esse sono similitudini, costituiscono il grup-
po delle roto-omotetie di centro O (c. v. d.).

ScïWiamo allora Ie equaziom dei t re gruppi nella forma*.

traslazioni :

roto-omotetie:

<22) P = e'-P', 8 = 6' + ;.

omotetie:

<23) x — lx' -H y. y — ly'.

I primi due gruppi sono isomorfi ; la legge di composizione è
infatti additiva per entrambi. Il terzo gruppo è invece isomorfo
a quello delle sostituzioni lineari intere su una variabile, e quindi
non è isomorfo ai due precedenti.

Eagionando come nel n. 5 (Osservazione), si haimo i quattro
seguenti tipi di trasformazioni con oo2 similitudini in sè:
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I. g e g sono del tipo (21):

(24) x = ax -hby. y = ex -f- dy (affinità)

II. g e g sono del tipo (22):

<2ö) p = : p«e6*» , 6 zzz C l g p -f- d ô

III. 0 è del tipo (21), e # del tipo (22):

(26) p = &*+*v (i=:cx-h dy,

IV. £ e g sono del tipo (23).

Assumendo in -, -K due panti generici, ad esempio P(0, l)r

2^(0, 1). si hanno Ie seguenti eqaazioni

(27) x = ax -+- by — b, y~y (affiiiità

i l . Passiamo ora alla determinazione delle trasformazioni che
ammettono un gruppo oo3 di coppie di siniilitudini dirette reali
in sè. A taie scopo, si osservi che i gruppi oo3 di similitudini
dirette reali sono :

il gruppo dei movimenti;

il gruppo delle omotetie.

Infatti, dalla citata opera di W. F. MEYER si deduce che i soli
gruppi transitivi oo3 d' omografie, che, a norma delle considéra-
zioni precedenti, possono essere costituiti da similitudini dirette
reali sono, a meno d' omografie

(28) x — li-ix -h a y^lxy^^-v

(29) x = \x' •+- a y = ty' -+• v.

Se al gruppo (28) si applica la trasformazione (affinità)

(30) ; == y -H ix *f\—y — ix,

si ottengono Ie equazioni di una similitudine diretta, qualora ?, n
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si considerino come coordinate cartesiane ortogonali. Affinchè tale
similitudine sia reale, le quantità X*—1 e X? devono essere coniu-
gate, e quindi

_ \

Posto allora

si ha il gruppo

(28') x = px' -f- [x, y = p~ly' •+- v,

che rappresenta appunto il gruppo dei movimenti. in quelle coor-
dinate x, y che sono legate alle coordinate cartesiane ortogonali
5, vj dalle (30).

In quanto alle omologie (29), esse sono similitudini se il loro
asse è improprio, e quindi se sono omotetie.

Entrambi i gruppi ammettono il sottogruppo oo1 (21); Ie tra-
sformazioni che ammettono un gruppo oo' di eoppie di similitu-
dini in sè vanno quindi ricercate fra le affinità. Come s'è già
visto (cfr. n. 8) quelle che sono mutate in sè dal gruppo totale
dei movimenti sono Ie similitudini; si verifica poi subito che
quelle che sono mutate in sè dal gruppo delle omotetie sono tutte
(e sole) le affinità.

Si osservi poi che il gruppo delle omotetie e quello dei movi-
menti non sono isomorf i (14). Non esistono perciö trasformazioni

(14) Infatti, indicata con Qn una trasformazione del gruppo (29), la tra-
sformazione infinitesima Qa—

lQa±da è rappresentata da

X df dp, df dv

e quindi le componenti relative del riferimento di detto gruppo sono

dX dp. dv

con le equazioni di struttura

[râu)4] = 0, \d o2] = — [^i^s]*

Per il gruppo (28'), si ha invece

Le componenti relative sono quindi

dX dp
=
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portie quali g e g siaiio l'uno il gruppo delle omotetie, e V altro
il gruppo dei movimenti.

Si noti infine che se una trasformazione T è mutata in sè da
un gruppo di coppie di similitudini, che costituiscono in ciascun
piano il gruppo totale delle similitudini, essa va ricercata f ra
quelle che ammettono due gruppi di movimenti in sè, cioè fra 3e
similitudini; d' altronde, è manifesto che una qualunque similitu-
dine fra i due piani è mutata in sè da unâ coppia di similitudini.
Concludendo: Ie trasformazioni che ammeitono i due gruppi totali
dolle sïmilitudini in sè sono tutte e sole le similitudini.

12. I gruppi reciproci dei gruppi transitivi di similitudini
(vale H dire, i gruppi di trasformazioni fra piani sovrapposti che
ammettono un gruppo di similitudini in sè) sono:

per i gruppi (21), (22), i gruppi stessi;
per il gruppo (23):

(cioè il gruppo delle affinità omologiche di asse fisso).
Non esistono poi trasformazioni, oltre l'identità, che ammei-

tono un gruppo oo3 di similitudini in sè : questi infatti rientrano
nei tipi (101), (102) del n. 17. A maggior ragione non si hanno
trasformazioni, non identiche, mutate in sè dal gruppo totale delle
similitudini.

§ 4-

13, In questo paragrafo si determinano Ie trasformazioni che
aramettono un gruppo intransitivo di coppie d'omografie in sè:
tutti gli enti considerati si intenderanno rappresentati a meno
d'omografie. I gruppi intransitivi d?omografie nel piano sono (15):

con Ie equazioni di struttura

[dio{] = 0, [dtû2] = — Keus], [d<i)3] = [o>ta>3].

I due gruppi non sono quindi isomorfi (per il simbolismo qui usato, e
per i teoremi applicati. cfr. E. CARTAN, op. cit., §§ 70, 71 e 164).

(i5) üfr. W. F. MEYER, op. cit..
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i gruppi oo1

(31)
y = XV

[ x = xf -f-
(33)

ed i gruppi oo1 e oo3

(32)

(34)

x — x' -+- X

(35)
x —

(36)

x = x' -+- X

J/ = Xx' +• 7/' -4- -

{37)

y'

Cominciamo a cercare Ie trasformazioni mutate in sè da un
gruppo di oo1 coppie di omograf ie : se ne avraimb evidentemente
dieci tipi.

I. g e g sono del tipo (31).

Assegniaino una corrispondenza F f ra Ie curve x = l ? x =

it = y(u) (u, u ordinate di punti corrispondenti).

I gruppi g, g trasformano i punti delle curve suddette nei punti

x =

mentre 0 sarà rappresentato dalla

X = X<\

Dalle relazioni scritte si ottengono Ie equazioni

(38)
\xa)

II. g e g sono del tipo (32).
Procedendo in modo analogo al caso précédente (qui e nei due
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successivi 3 è rappresentato dalla

si trovano le equazioiîi

H l . g e g sono del tipo (83).
Proeedendo corae sopra, si haimo Ie equazioni (I6)

(40)
l x = ax

g G g sono del tipo (34). Si haiino le equazioni (17)

= ax

Y. g è del tipo (32), g del tipo (31).
(In questo caso, e nei due successivi, £ è rappresentato da

Si ottengono le seguenti equazioni:

(42)
j - / y\

(16) T è di 2a o 3a specie, e le corrispondenze 2 ira le rette §r, êF sono
proiettività.

( n | T subordina fra le,^. § una proiettività.
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TI . g è del tipo (33}, g del tipo (31). Si hanno Ie trasformazioni

YII. g è del tipo (34), g del tipo (31). Si hanno Je trasformazioni<44)

VIII. ^ è del tipo (33). ^ del tipo (32). (Negli ultimi tre casi
3 è della forma

I n questo caso si hanno Ie:

<45)

X = aAj.

x = ax

IX. g è del tipo (34), {/del tipo (32). Si hanno Ie trasformazioni

<46)

X. g è del tipo (33), ^ del tipo (34).
Si hanno Ie trasformazioni (l8)

<47)

(ts) Anche in questo caso T subordina fra Ie W, W una proiettivita.
Si noti che? in ognuno dei casi considerati, Ie curve di KLEIN-LIK

di urio stesso slstema | ^ | siano proiettivamente equivalenti; si possono
applicare quindi Ie considerazioni del n. 4.
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14. In questo numero determiniamo Ie trasformazioni che atn
mettono un gruppo di coppie d' omografie in se, a due o tre para-
metri. Si è visto che, in tal caso, i gruppi g, g sono costituiti da
omologie. Gli assi di fali ontologie si corrispondono in T: infatti r

se a[a) è Tasse di una delle O(f>), ed A(Â) un suo punto generico

TA = OTCl-lA = QTA = hÂ=À ( cv . d.).

Da questi fatti si traggono subito le seguenti conseguenze:

I I gruppi g, g sono dello stesso tipo:

infatti non possono essere uno oo8 e 1'altro oo3, nè l'ano del lipo
(35) e 1'altro del tipo (36), essendo il primo isomorfo al gruppa
delle sostituzioni lineari intere sopra una variabile, e 1' altro abe-
liano e quindi isomorf o al gruppo delle traslazioni.

II. Se i due grttppi g, g sono del tipo (35) [(30»], T muta
almeno due fasci [un fascio] di rette in due fasci [un fascio] di vette.

III. Se T ammette due grttppt intransitivi oo3 di omografie
in sè, è certo un' omografia*

Infatti, se g, g sono del tipo (37), gli assi delle H(ÖÏ sono due
rette qualunque del piano; T fa allora corrispondere, ad una
retta qualunque, una retta, ed è quindi un'omografia.

Torniamo ora alle trasformazioni che ammettono due gruppi
intransitivi oo2 di omografie in sè; dimostriamo che esse sono :

I. Le trasformazioni di 2a specie. Ie cui curve caratteristiche
sono9 in ciascun piano, rette di due fasci) esse sono mutate in sè
da tutte Ie (coppie di) omologie aventi centro nel centro del fascio
delle caratteristiche doppie, e per asse una qualunque caratteri-
stica semplice;

II. Le trasformazioni di 3a specie, Ie cui curve caratteristiche
sono, in ciascun piano, rette d'un fascio, la corrispondenza fra i
due fasci essendo una proiettività; esse sono mutate in sè dalle
coppie di omologie speciali aventi centro nel centro del faseio
delle caratteristiche.

I, Le trasformazioni che ammettono due gruppi del tipo (35)
di omografie in sè inutano i fasci x — cost., y = cost. nei fasci
x = cost., y = cost. ; d' altra parte esse rientrano necessariamente
fra Ie trasformazioni mutate in sè da un gruppo di coppie di
omografie, appartenenti a due suoi sottogruppi: ad esempio fra-
ie (40), che ammettono due gruppi del tipo (33) d'omografie in &è.
Per l'osservazione fatta più sopra, nelle (40) si dovrà porre

'b =i cost.,
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ottenendo cosï Ie trasformazioni

x — ax
(48)

se poi a queste s'applicano due gruppi del tipo (35), con la rela-
zione °d' isomorfismo

X = X JA = au — fck -+~ k

si verifica che tali trasformazioni sono mutate in sè dai due
gruppi. Le (48), che con un cambiamento di coordinate si possono
scrivere pure

= x
(48')

rappresentano, a meno d' omografie, tutte Ie trasformazioni di 2a

specie Ie cui caratteristiche sono, in ciascun piano, rette di due
fasci (19) (c. v. d.).

I I . Anche Ie trasformazioni che ammettono un gruppo di
coppie d'omografie, costituito da due gruppi del tipo (36), possono
ricercarsi f ra Ie (40), in. quanto anche il gruppo (36) possiede il
sottogruppo (38). Applichfamo quindi aUe (40) due gruppi del tipo
(36); si ha

l Xf -+-~Xt/' -*- [X'=: a(x' -+- ty' -f- ti.) -H ty[y')

Dalla prima si trae

(49) x' — ax' -+• aky' -H ty(y') — X<p(#') -+- a^ — tl.

Affinchè questa coincida con (40x) dev' essere

• tta — \t. = 0
da cui

d'faX

(i9) Cfr. L. MURACCHINI, Sulïe trasformazioni puntuali di seconda e
ter sa specie f ra piani proiettivi, « Mem. Accad. Sci. Torino » (3) 1, 25 44
(1953), n. 6. E notevoie il fatto che tali trasformazioni siano tutte appli-
cabili in modo forte l'una sull'alti'a: cfr. F. SPERANZA, Applicabilité,
proiettiva fra tr as formas ion i puntuali di 2* specie, « Boll. U. M. I. » (3)
11,526-537 (1956), nota (i4); l 'applicabilité realizzata da trasformazioni
dello «teeso tipo. Si veda ancho: M. VILLA, Applicabiîità proiettiva deile
superficie di 2* specie della Y4 di Segre, « Boll. U.M.I . » (3) 11, 493-495 (1Ö56).
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+1 quindi
<p = ky -+- ft (fc, 7* cestanti).

•Sostituendo ancora nella (49) si trova che questa puö esser soddi-
sfïitta. purchè si stabilisca fra i due gruppi l'isomorfismo:

K ~~ k \J~ — a\>* — .

Mi haiuio cosï Ie trasformazioni

( x = ax -+- >l(y)
(•>!)

che. con un cambiamento di coordinate, si possono scrivere pure

(51') x = ce -

e rappreseiitaiio, a meno d^omografie, tutte e sole le trasforma-
zioni di 3a specie, le oui earatteristiche sono rette d 'un fascio,
fra i due fasci essendo subordinata una proiettività (J0).

Corne nel caso I, questa caratterizzazione permette una sem-
plice costruzione geometrica délie trasformazioni in questione. Si
noti poi che, in entrambi i casi, la T subordina fra le rette W, §
una proiettività (21).

(-0) Cfr. L. MURACCHINI, op. cit. in (l9), n. 9.

(-') Per un'altra caratterizzazîone di queste trasformazioni, cfr. M. VJLLA.
Classificazione délie trasformazioni puntuali di 5a specie fra piani, « Boll.
TT. M. I. » (3) 11, 141-149 (1956), n. 7. Un'altra notevole propriété di tali
trasformazioni è la seguente: considerate duo qualunque di esse (T, T*).
si puö sempre stabilire fra di loro una corrispondenza, realizzata da due
trasformazioni le cui curve earatteristiche coincidono con quelle di T, T*.
Infatti esse si possono rappresentare parametricamente con le equazioni :

i x = u i x = u-hy(v) i œ* = w* i x* =
T ] } T*

f y — v f y =r v f î/* = v* f y* = «*,

Se fra di esse si dà la corrispondenza, rappresentata dalle

si vede corne le trasforraazioni indotte fra i piani (x, y), (x*, y*) e (x, y)
(x', y*) hanno le stesse curve caratteristiehe di T, T*. Per l'arbitrarietà
délia fanzione f, la corrispondenza dipende da una funzione arbitraria di
una variabile.
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15. In questo numero si determinano Ie trasformazioni f ra
piani sovrapposti che ammettono un gruppo intransitivo (Tomografie
in sè.

Si ha:

Ogni trasformasione fra piani sovrapposü* che ammetta oo1

omografie in sè, si ottiene assumendo nel piano un' arbitrario siste*
ma 4> di curve di K L E I N - L I E ed assegnando:

un'arbitraria corrispondenza V fra Ie curve del sistema;

una proiettività arbitraria fra ogni coppia di curve corri-
spondenti in T (i cui punti uni t i coincidano con i punti base di <P).

Infatti, procedendo come per i t ipi I - I V del 11. 7, si t rovano
Ie seguenti trasformazioni

<52)

<54)

x = ^

î/ = ?

a; = as

« = *(

f»)

-+- 4»(

y)

• ac

'V

y)

(53)

(55)

I «= X2

Se Ie curve S7 (di K L E I N - L I E ) non sono nè coniche nè rette, la
«corrispondenza 2 indotta fra di esse è una proiettività per quanto
sJ è dimostrato nel n. 4, (Oss.); se si t rat ta di coniche o di ret te ,
la proprietà si verifica immediatamente sulle equazioni trovate.
ISTel caso, infine, che il gruppo g sia oo2 si ottengono due tipi di
irasformazioni :

(56) (57)
/ x = x H- ©(f/)

y = y-

Le (56) sono caratterizzate dal possedere un fascio di rette unito,
ed un}altro di rette unité. Le O sono Ie omologie con centro nel
oentro del primo fascio, ed asse in una retta del secondo.

Le (57) sono quelle trasformazioni che posseggono un fascio di
rette unite, subordinando, su ogni retta, una proiettività parabolica,
in cui è unito il centro del fascio. Êsse sono mutate in sè dalle
omologie speciali il cui centro è il centro del fascio.


