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Su certi sistemi oo7 di linee spaziali.

Nota di ALESSAKDRO TEBRAOINI (a Torino)

Santo. - Si considerano sotto il nome di sistemi r dei sistemi oo7 di linee
spasiali, i quali costituiscono una délie possibili genetalissasioni dei
sistemi G- di linee di un piano. Taie gêner alizzazione si ottiene assu-
mendo corne ente spaziale analogo di un elemento curvilineo del terzo
ordine nel piano, non già un elemento curvilineo ordinario* bensï un
elemento curvilineo composto E2, {. Nel n. 4 si considerano dei sistemi
A di linee spaziali: essi hanno una definizione un poco più generale
dei sistemi J}. La presente Nota è strettamente collegata con quella dello
stesso A. pubblicata nel précédente fascicolo di questo Bollettino-

Snmmary. - The oo^-systems of space-curves which are considered in this
paper (V-systems) constitute one of the possible généralisations of the
plane Gr-systems. Such a généralisation is obtained adopting composed
curvilinear éléments E 2 ) i as being analogous to curvilinear éléments of
the third order in the plane. In n. 4 some more gênerai Systems (^-Sys-
tems) are dealt with. The present paper is closely related to the paper
pxtblished by the same Author in the foregoing issue of this Bollettino.

1. In una Nota recente (*) ho definito e considerato certi insie-
mi doppiamente infiniti di elementi curvilinei composti i£2), (nello
spazio ordinario) aventi lo stesso supporto (2), totalità che ho chia-
mate sistemi F. Qui basti ricordare che:

1) in coordinate cartesiane XYZ (*), di origine 0; se il sup-
porto Oow è costituito dairorigine 0, dall'asse X e dal piano Z=0
un j£2j l composto è rappresentato dalle

(1) T = a u Z 2 -h a12Z3 H- [4], Z = a24X3 H- anX' +- [5]

(con ana2z =)= 0 se l'elemento è regolare);

(4) A. TERRACINI, SU alcuni sistemi di elementi curvilinei^ questo Boll.,
(3), xiii, 1958, pp. 395-405, T. i n.i 4-6. Questa ISTota sarà richiaraata con
la sigla {B).

(*2) Cfr. i richiami relativi agli elementi curvilinei composti contenuU
nel n. 3 délia mia !N"ota (B). Un supporto (che indicheremo con Ootû, op-
pure Mmp, ecc.) è costituito da un punto, da una retta e da un piano che
a due a due mutuamente si appartengono.

(3) Le coordinate XYZ si possono ovviamente supporre proiettive non
omogenee.
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2) un sisfcema F di Ei,i composti (1) è costituito dagli oo2

E%\ (1) per i qaali an, a22 sono arbitrari, mentre a12, aâ3 sono
dati dalle

-3£ana22.

essendo h, k, l tre costanti arbitrarie;

3) un sistema F di E-2ti composti è formato dagli j ^ i di dato
supporto Ooco che dal loro centro 0 si proiettano su un piano arbitra-
rio secondo gli Ez di un sistema G-i\ che dà luogo alla considera-
zione di una prima retta satellite (appartenente al fascio Ow)
proiettante da 0 il punto satellite del sistema G piano, e di un
piano satellite (passante per la retta o) proiettante da O la retta
satellite del medesimo sistema G —, e che soddisfano contempora-
neamente alla propriété duale — il che dà luogo alla considera-
zione di una seconda retta satellite (appartenente ancora al fascio
Ow) e di un punto satellite (appartenente alla retta o) — con la
particolarità che le due rette satelliti siano tra loro coincidenti.
Questa caratterizzazione dei sistemi I1 ne conferma il carattere
invariante per omografie (che in (B) risultaya, oltre che per questa,
anche per altra via), e ne mette anche in evidenza il carattere
autoduale (invarianza per reciprocità).

Ciö premesso, un sistema oo7 di linee spaziali (taie che prefis-
sati genericamente un punto 0, una retta o per 0 ed un piano o>
per o, esistano oo2 linee del sistema passanti per 0 con la retta
tangente ed il piano osculatore coincidenti rispettivamente con o, «)
si chiamerà a sua volta un sistema F quando gli oo* E-^ i délie
oo1 linee testé menzionate formano costantemente un sistema F.

Anche la nozione di un sistema F di linee spaziali è invariante
per omografie e reciprocità.

Costituiscono per esempio un sistema F le oc7 cubiche sgheinbe
passanti per un punto fisso B con data retta tangente h e dato
piano osculatore 6. Invero, assunte coordinate proiettive (") (omo-
genee oc,, xt, x3i xAi non omogenee X=xjx4, Y=x2/x4, Z~xjx4)
con tetraedro fondamentale AlA*AzAA taie che Az == JB, J.3 A'2 = 6,
A*A*Al E= 3, A* = 0, AAAl = o, A4AlA2 = OJ, le oo1 cubiche passanti
per B, 0 con le rette tangenti e i piani osculatori testé indicati
sono rappresentabili con le

(4) B analogamente nel n. 4.
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con c15 ca costanti. Il paragone cou le (1), (2) mostra che attual-
mente sono soddisfatte le (2) con h = k=l = 0, il che proya Pas-
serto.

Un altro esempio notevole di sistema oo7 di linee spaziali co-
stituenti un sistema Y è offerto dalla totalità délie eliche circolari,
corne si dira più avanti [Osservazione I del n. 2).

I sistemi Y di linee spaziali costituiscono una délie possibili
estensioni allo spazio dei sistemi G di linee di un piano, Essa si
ottiene assumendo corne ente spaziale analogo di un elemento
curvilineo del terz'ordine nel piano, non già un elemento curvi-
lineo ordinario , bensï un elemento curvilineo composto Etfl.

2. Ci proponiamo anzitutto di assegnare una forma tipica per
il sistema di due equazioni differenziali nelle due funzioni inco-
gnite y(x), &[x), taie che le linee integrali-descritte dal punto di
coordinate se, y{x), z(x) - siano precisamente quelle di un sistema Y.

Supponianio s enz'altro che si tratti di linee analitiche, e-in-
trodotto un sistema di coordinate cartesiane (oppure proiettive non
omogenee) xyz - consideriamo le linee del supposto sistema T uscen-
ti da un assegnato punto M(se0, yQ, z0), con retta tangente m di
assegnati parametri direttori (1, y0', 0O'), e col piano osculatore
coincidente con un assegnato piano [/. di equazione

(3)

OC

1 0o z0

0 1 A

essendo X u n a costanfce a s segaa ta . S iauo

6

= 0

[4],

24

le equazioni di una tal linea, in prossimità di M (naturalmente,
in base alla (3), dovrà essere s0" = A Eseguita la trasforma-
zione di coordinate

X = x — x0, Y — 2/ — 2/0 — yo'(a; — œ0),

Z = 0 — 0O — so'(a;—a:0)—X \y—yô-y0'(x~x0)\,

lo 2?2, i della linea (4) avente come supporto Mm^, risulta rap-
presentato dalle (1) con

24
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Perciö se gli oo*2?2)1 délie linee del sistema che consideriamo,
aventi corne supporto MW(A, costituiscono un sistema F, devono
esistere a norma délie (2) tre quantità h, le, l, funzioni di oco, y0,

0o > y** 2*> x> t a l i c h e

y,"' = h(zo>" - W) -H 3 % 0 " H- 3lyQ" *

Concludiamo cosï intanto che un sistema F di linee spaziali si
puö rappresentare col sistema di equazioni differenziali

/ s"\{ z" \ (

( z"\
-t-3l\x, y, 0, y', e', -jjrjy"*,

che (sottintendendo i sei argomenti da cui dipendono le tre fun-
zioni h, k, l) scriviamo

( (i H W\y"))y'" = M" + 3%" + 3iy" \

y"z™ — z"ylY = (8k -h §ly")(y"z'" — zny'").

Sussiste il

TEOBEMA. - Un sistema T di linee spaziali, a meno di un even-
tuale scambio tra y, z, è necessariamente rappresentabile con un
sistema di due equazioni differenziali del tipo

{A)

essendo cp, ^, t»> funzioni di x, y, z, y', z', z"/y", con

u^ sistema del tipo (A) (con la restrizione (7)) rappre*
senta un sistema F.

La prima parte del teorema si conchiude subito, se

(8) * 4=-»" /«" ,

dividendo la prima equazione (6) per 1 •+- h{z"jy"\ e definendo le
unzioni <p, <]>, w ia modo che l'equazione cosï ottenuta coincida
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con la prima délie (A). Se inrece h = —y"\&", la prima délie (6)
si scrive

oosicchè, ponendo

Vx = &, «i = 2/, fei = fc, î = (y"fe'%

il sistema (6) diventa

(6') ' * " ' = :

II sistema (6') nelle funzioni incognite yx, 01; è ancora un sistema
(J.) (con la particolarità cp = 0). In entrambe le ipotesi resta assi-
curata la (7). La prima parte dell' enunciato sussiste dunque in
ogni caso.

Quanto alP invertibilità affermata nell' ultima parte, essa ri-
sulta dal fatto che, partendo dal sistema (A), con T ipotesi (7), si
possono definire le funzioni

CD w CO

in modo da scrivere quel sistema sotto la forma (6), la quale/ tra-
duce appunto la circostanza che si tratta di un sistema F.

OSSERVAZIONE I. - Corne applicazione del teorema che précède,
si verifica subito agevolmente quanto si è asserito nel penultimo
capoverso del n. 1. Si supponga a taie scopo che il sistema di
coordinate cartesiano xyz sia ortogonale : se si scrivono le condi-
zioni affinchè la linea descritta dal punto (x, y(x\ &{x)) abbia en-
trambe le curvature costanti, si ottengono appunto le due equazioni
che costituiscono il sistema (A), essendo attualmente

(10)

dove si è posto

y'(y' — g'*

(y' ~

=r 1 H~ y"2 -+- z'

OSSERVAZIONE II. Nel sistema (A) le funzioni y(x), z(x) non

compaiono in modo simmetrico. Tuttavia si riscontra subito che,
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se cp non è nullo, posto

CD 0

il sistema (.4) si puö scrivere sotto la forma

cioè con una strattura del tutto analoga a quella del sistema (A)
salvo lo scambio tra y, 0.

OSSERVAZIONE III. - Si è già rile^ato che non solo ogni omografia?

ma anche ogni reciprocità trasforma un sistema T ancora in un
sistema F. Di questo carattere di invarianza gode dunque un si-
stema di due equazioni differenziali del tipo (A), dove tuttavia è
da tener presente la circostanza che puö essere necessario lo
scambio tra le due futizioni incognite y(x),

3. Per un sistema F di linee spaziali :
a) abbiamo dunque da un lato la sua rappresentazione ana-

litica col sistema (A) del n. précédente, nel quale entrano in gioco
complessivamente, corne coefficienti, tre funzioni cp, <!>, w di sei
paramefcri atti a caratterizzare un supporto ;

b) d'altro lato, in relazione con ogni supporto Mm\t., nelle
proprietà richiamate, sotto 3), nel n. 1 relativamente agli JE->,i délie
linee del sistema che lo contengono, entrano complessivamente in
gioco una retta r del fascio MJA, un piano p del fascio di asse wiy

ed un punto B, délia punteggiata avente per sostegno la stessa
retta m. Chiameremo questi tre elementi (ognuno dei quali appar-
tiene ad una forma di prima specie individuata dal supporto)
satelliti (5) del supporto considerato.

(5) Estendiamo cosi una definizione da me già introdotta per i sistemi
G piani (A. TBRRACINJ, Sobre la ecuadón diferencial yr" — G(x, y, y')y" -f-
-h H(xy y, y')ytt2, «Bev. de matem. j fis. teór. de la Univ IN'ac. de Tucumân».
vol. 2, 1941; questa Memoria sarà richiamata con la sigla {T)). In quella
occasione, dovendo considerare, in un dato piano, gli oo1 E3 contenenti un
dato E{ Aa, tali che rispetto aile coniche che li contengono un punto fis-
so P délia retta a ha corne polare ùna retta fissa p per A, ho denominati
P, p rispettivamente punto e retta satelliti dell'l^ Aa. In (T) ho poi chia-
mato 3-elemento la figura coraplessiva fox-mata da A, a, P, p nelle condi-
zioni testé richiamate.
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In relazione con ciö, rappresentato un sistema F di linee, a
norma di a), con un sistema (A), procediamo intanto alla rappresen-
tazione analitica dei tre elementi satelliti di un generico supporto
Mm\j. che si intenderà assegnato analiticamente come al principio
del n. 2. Ci6 si ia subito, ricorrendo come in (JB) alle formole per i
sistemi G assegnate in (T), nel sistema di riferimento XYZ (n. 2),
ottenendosi :
per la retta satellite r Ie equazioni

Z=X-hlY=Q,

per il piano satellite p l'equazione

Y=hZ,

per il punto satellite le coordinate

X—l/3/c, Y = 0 , Z = 0

(dove naturalmente Ie funzioni h, k, l vanno calcolate per i yalori
«os 2/os ̂ o» Vu'i »O'J ^O"/2/O"J

 e C0&Vl nelle successive (11), (i2), (13)).
Passando al sistema xyz, secondo Ie (5), si hanno: per la retta

satellite r Ie equazioni

x - x, _ y — y9 _ z - s0

per ü piano satellite p Pequazione

(12) y-yQ — yQ'(X-x0)=

per i? punto satellite R Ie coordinate

(13) * = «, + ! , » = ï,o + | t , 0 = 0o + ^ .

(Le /̂ , A;, l, calcolate — come si è detto — per gli argomenti
XQ> 2/oï s o ' 2/o'î 0o') 0o72/o'î s^ esprimono mediante Ie (9) per mezzo
dei valori assunti dalle tp, ^ OJ per gli stessi argomenti).

Le formole (11), (12), (13) mostrano che, se per ogni supporto
Mm}x si conosce la terna degli elementi satelliti, restano senz'altro
individuate Ie funzioni h, k, l (e conseguentemente il sistema (A)).

Ne segue che di un sistema di equazioni differenziali del tipo
{A) si ha un' immagine geometrica del tuttó soddisfacente, associan-
do ad ogni supporto Mm\t. una terna di elementi satelliti : punto
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R (sulla retta m), piano p (passante per m), e re t ta r (nel fascio
La figura complessiva formata dal supporto Mm\t* insieme con R,
r, o si puö designare corne b-supporto (6) in quanto coi pun t i M, R,
le rette m, r, ed i piani jx, p si possono formare in tutto i c inque
supporti Mma, Rmp, Mru., Mmp, Rmp. Cosï corne nel piano u n
sistema G di l iuee sostanzialmente si identifica con un sistema
oo3 di 3-elementi, nello spazio la considerazione di un sistema F
di linee équivale a quella di una totalità oo6 di 5-supportL

OSSERVAZIONE. - Se si scrive il sistema (A) adottando per i
coefficient! <p. ̂ , OJ i valori (10), si Arerifica mater ia lmente utiliz-
zando le (11) (12) (13) che per il sistema F costituito dalle oo7 eliche
circolari, per ogni supporto Mwp. il punto satellite è il punto
improprio délia m, il piano satellite è il piano per m% perpendico-
lare a p, e la re t ta satellite è la re t ta del fascio M^ perpendicolare
alla m. Anche in questo esempio si r iscontra dunque una certa
analogia con quanto a w i e n e per il sistema G piano costituito
dagli oc3 cerchi di un piano.

4. I n (B) ho anche consideratie col nome di sistemi A, dei siste-
mi oo* di E>, i di dato supporto, u n poco più general i dei sistemi
F. Essi r isultano definiti ne lFuno o ne lFa l t ro dei seguenti modi :

a) un sistema oo* di E-2,i composti (1) è un sistema A quando,
essendo arbi t rar i a n , a^2, i coefficienti a12, an sono dati dalle

(14:)

dove h, fc, l} m sono quat tro costanti arbi t rar ie (cfr. quanto detto
sotto 2) nel n. 1);

b) un sistema A di Ü/2,1 è costituito dagli oo2 E2,1 di dato
supporto OOJ che dal loro centro 0 si proiettano su u n piano arbi-
t rar io secondo gli Ez di un sistema G, e che soddisfano contempo-
raneamente alla proprietà duale (cfr. quanto è r ichiamato sotto B)
nel n. 1).

Secondo &), a norma di quanto è detto sotto 3) nel n. 1, ogni
sistema A di E2,1 di dato supporto Oou> possiede una prima retta
satellite rx (nel fascio Oo>), un piano satellite p (nel fascio di asse o),
una seconda retta satellite r2 (ancora nel fascio OOJ). ed un punto
satellite R (sulla re t ta 0).

(6) Cfr. la denominazione adottata in (ï1), richiamata alla fine di (5).
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Tra i sistemi A, i sistemi T si caratterizzano con V eguaglianza
l — m dal punto di vista a), e con la coincidenza r, =E r̂  dal punto
di vista 6).

Corne a partire dalla nozione di un sistema T di élément! COTU-
posti Etfl di dato supporto siamo passati nel n. 1 a definire un
sistema F di oc7 linee spaziali, cosï, in modo del tutto analogo, si
définisce un sistema A di oo7 linee spaziali.

Anche i sistemi A di linee spaziali si trasformano in sistemi
A in ogni trasformazione proiettiva (omografia o reciprocita).

Ripetendo le considerazioni del n. 2, si dimostra poi che un
sistema 'A di linee spaziali - a meno di un eventuale scambio tra y, z-
è sempre rappresentabile con un sistema di due equazioni différent
ziali del tipo

yfff — cpa"' H- ̂ y" -+- o>y"2

essendo v, ^, o>, T funzioni di x, y, z, y\ z\ z'jy". tali che

(7) ?H=»>"
Viceversa ogni sistema (A'), con la condizione (7) rappresenta

un sistema A.
Procedendo poi corne al n. 3, si trova che, se per ogni supporto

Mmy. si prefissa la. quaterna degii elementi satelliti rx, p, r t , E
(ciascuno entro la forma di prima specie individuata dal supporto,
alla quale esso deve appartenere a norma délia definizione), as-
sunto un sistema di coordinate proiettive, restano determinate le
quattro funzioni cp, 'Ĵ , <*>, T, e quindi il sistema di equazioni diffe-
renziali (Af) rappresentante analiticamente il sistema A.

Senza trattenerci su ciö, diamo alcuni esempi di sistemi A di
oo7 linee spaziali, non ridotti a sistemi V: a taie scopo è sufficiente
che le funzioni w, T siano tra loro distinte.

Parfciamo alF uopo da un sistema [A') dove si adotti

(15) cp = -I = w ^ 0, 2T = ply' (p =(= 0),

essendo p una costante arbitraria : l'ipotesi p =(= 0 serve appunto
ad assicurare che il sistema A che si ottiene integrando (Ar) non
si riduca ad un sistema T. Eseguendo l'integrazione, supposto

si ottiene
y = Axz H- 2Bx

(16) ,
z = q(Ax H- B)P+3 -H piper -h ptx

essendo 4̂, JB, C, q, pl9 p2, pz costanti arbitrarie.
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ESEMPIO 1°.- Assunto p = — 4 dalle (16) si ricava senza diffi-
coltà quanto segue. Sono date due rette ri s incidenti in un punto A :
si considerano le cubiche sghembe che passano per A, hanno il piano
osculatore in A passante per la retta r, sono ulteriormente inci-
denti alla retta s e tali che la retta tangente nel punto di incidenza
si appoggi alla r. Tali cubiche cosiituiscono un sistema A (non F) (7).

ESEMPIO 2°. - Corne risulta da quanto si è detto sotto b), la
nozione di sistema A di liiiee spaziali è autoduale. Perciö, dal
précédente, si ricava per dualità il seguente ulteriore esempio di
sistema A costituito esso pure da cubiche sghembe. Sono date due
rette r. s situate in uno stesso piano a. Si considerano le cubiche
sghembe che osculano il piano a in un punto (variabile) délia retta
r, e ammettono un secondo piano osculatore passante per la retta s,
in modo che la retta tangente nel punto di osculazione si appoggi
alla r. Tali cubiche costituiscono un sistema A (non F).

Naturalmente, questo secondo esempio non rientra nelle ipotesi
{15) Si riscontra invece facilmente che, prendendo A^A^^r, AzAl==s
nel sistema (Af) relativo alFattuale esempio si ha

ESEMPIO 3°. - Se invece torniamo aile (15), e adottiamo ora j9= 1.
ottenendosi cosï

( y — 2maQx* -+- ma^ -+- a5

( B = a0x
4 •+- a^3 -+- a2x2 H- a3x -+- a4,

con m, a0, al. a2, az, a4, a5 costanti arbitrarie, si riscontra quanto
segue. Costituiscono un sistema A (non ridotto a un sistema F) le
quartiche sghembe cuspidate, per le quali sono assegnate la cuspide
A, a retta tangente cuspidale a, il piano osculatore a in A, e la
« retta covariante » g nel fascio A& (8j.

(7) P e r il s i s tema (16) con p = — 4 si ha A == A3, y = A^A1, s==
(8) Per una quartica sghemba cuspidata in A, essendo a, a definiti co-

Txte nel testo, chiamiamo « retta covariante » la retta g che si ottiene nel-
l'uno o nell'altro dei seguenti due modi (dei quali si riconosce subito
l'equivalenza, per esempio mediante le equasaioni parametriche canoniche
délia quartica xi \ x2 \ sc3 ; x4 = t* \ t2 \t\ 1). 1) La retta tangente nel punto,
uetto esistente, délia quartica nel quale il piano osculatore è stazionario
incontra il piano a in un punto G: Ja «retta covariante» è la retta AG.
2) La quartica cuspidata sta sulle quadriche di un faseio, tutte tangenti
in A al piano a: esse segano il piano a nelle coppie di rette di un'involu-
^sione. Dei due raggi doppi di questa, uno coïncide con la tangente cuspi-
dale, l'altro è la «retta covariante».

Per le quartiche (17) si ha A~A*, a


