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Sa di una questione relativa alla partizione di n.

Nota di GTIUSEPPE PALAMÀ (a Lecce)

Sunto. - Si dà una formula con cui si ha il numero délie partizioni del
numero naturale n in somme di particolari addendi.

Summary. - A formula is given by which the number o f the partitions of
the natural number n ts obtained in sums of special addends.

Non molti anni or sono H. GTUPTA, [1], [2] (*) si è occupato di
problemi di partizione nel calcolare Tabelle che danno il numero
p(n) di tutte Ie partizioni del numero naturale n in somme di
addendi interi e positivi, per n < 600, [1], [3], ritrovando ed esten-
dendo i risultati di MACMAHOI* [4J.

H. GTIPTA, posto (n, 3> wt>\ (n, w) per indicare il numero delle
partizioni di n in ciascuna delle quali Pelemento minimo è rispet-
tilamente maggiore od uguale ad m (agli stessi simboli attribuiamo
gli stessi significati in questa Nota), détermina i valori di

[ï]-1) (-BH- w
b) (4m -h l, m), (4m -H j , > m), (5m + ï ;w), [2] ;

in cui è

Interessanti sono i risultati stabiliti da H. GTTJPTA in [2].

La somma delle formule relative alle a) segue da quella relativa

alla seconda delle b) che dà (n, >> T | | -

Ora noi qui trattiarao la qaestione un po' più difficile délia

determinazione di in, > ë ) c n e °i conse)ite di ricavare agevol-
( n \

mente ad esempio il valore di I n, > ^ — 21 .

Il passaggio dalla formula relativa ad In, J> ë ) a quella rela-

(4) I nurneri f ra parentesi quadre rimandano alla bibliografia riportata
in fine.
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tiva alla (n, > \-=\—2) puö farsi a mezzo della formula che da

il valore della terza delle b).
Chi volesse defctagliate nofcizie relative alla partizione di n

puö consultare Gh H. H I R B T and E. M WRIGKHT, [6] e L. E.
DICKSON, [5],

I. Posto

e quindi

noi dobbiamo qui occuparci della determinazione del valore di

S (n, k » s),
8=0

essendo

2. Sussiste ora il seguente

TEOREMA.

t

21 (n, AÏ — *) = /If + P-t- ft-+• 22,-f- T, n = 4k+j, Q<j < 4,

quando si assuma

e quando, posto inoltre

(1) t — 1 -f- [(3; -t- 2)/4] = 3v -+- *, 0 < i < 2,

si faccia

(2) QO(Q = o,

E?- = 0, per j = 0, 1, 2 ; J23 = tï(3t) -f- 1).

Dimostrazione del Teorema.
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(3)

3, Difatti H. GIUPTA, [2], ha dimostrato la seguente formula

m -+- l]
(4m -+- l, m) = 3 2 12 , 0 < ? < m,

cui si puö pervenire per altra via.
Se ora in (3) poniamo

l = n — 4m, m = n n — 4fc 0 < j < 4,

e quindi
— /c — s, ? =m 4s -+- j ,

con

\n
5 ^ 5

notato che nelle posizioni che seguono la (3) è contemita la limi-
tazione 0 < l << m, la (3) puö scriversi

(», h - S) = (S 4- 1)* +- 1 [ L j

cui per i valori 0, 1, 2, 3, di j puö darsi la forma

\k H ds -h j -h 21 \k2 -4- 2s7 -4- 2j
3

che dà

\n, te — s) — ft \

= 0, 1,..., t,

2) (2^ -4- 3)
s=0

4. Ora se j = 0, 1, 2 si ha

* |s2 + 2sj + 2y

3
= ( 1 + 3 + 5 ) + . . . +

2rj + (r — 1)*1 T2 (r + l)j + r-

3 J ' L B
che per r = 3r'—j, r' = 1, 2,. . . , i?,

* Ts2 + 2s7* + 2j
s=Q [ 3

2 ( r l)
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essendo Qt dati dalle (2) e v ed i definite dalla (1) che ora, essendo
j ~ 0, 1, 2, più semplicemente puö scriversi

t - 1 + j = Sv + i, 0 < i < 2, 0 < i<2.

Se invece è tj = 3 si ha

s--=0

2(3r — 3) -+- 2

= S ( 2s -4- 2 -+-

- 2(3r — 2) •+- 2

1 | r 1\?

o
•4- ! (3r2 — 1) -H (3r2 + 2 r - l )

« 3
= S (9r* H- 6 r — 2) +• Qt = 5 «(t) -4-

l ^

ia cui Qt sono dati dalle (2) e t) ed i sono definite dalla (1) cne
ora per j — 3 diventa

5. Infine si ha

y.
A; H- 3s 21 ± A \3t*-h2(a 2a

, — lc+j.

6. Tenendo présent! i risultati conteuuti nelle sez. 3, 4 e 5
segue senz' altro il teorema.

7. Dopo aver stabilito il teorema précédente, per la determinazione

ndi (n, > \-= J occorre valutare (w, >- k- J. Ora il valore din

n n n

si ha subito dalla formula relativa alla seconda délie b), ma taie
valore pu6 essere stabilito agevolmente anche nel seguente modo.

Posto

n = 3fe' -H ƒ 0 < ƒ < 3,

u = h' — 1 — &,

-essendo

37
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dalla

n=z(k' —s)-+- (k' — s -\-r) + (k' -+- 2s — r -+-ƒ ) = (k' — s) -+• (2k' -h s H-ƒ ),

segue

S (n.fc' —s) = E
0 O

8. Si tenga presente inoltre che

9. Il teorema délia Sez. 2 ed i risultati délie Sez. 7 e 8 danno

il valore di (n, > [ |̂] .

10. Si puö passare dalla formula che dà [ « - , > = ! , di cui si

è parlato nella précédente Sez., ad altra refativa a In, > ë —h)>

quando si osservi che per le valutazioni di In, \-=\—s'j, s' = 0, 1,

..., h — 1, basta servirsi délia (4), che continua a sussistere quando
vi si fa

per ogni s' = 0, 1, ... , h—1, purchè vi si aggiunga il corrispon-
dente numero délie partizioni di n in somme con un numero di
addendi, interi e positivi, maggiore od uguale a 5.

Se per es. h = 2, taie numero d'aggiungere è, se

n=j, (mod 5), 0 <j1 < 5,
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quando si valuta con la (4) f n, L j ; è invece

quaudo si valuta con la (4) in, \-= — i j , ed è n > 54.

Infine se n < 54 possono esserci eventualmente partizioni di n
con un numero di addendi > 5, ma è agevole la, valutazione del
loro numero.

11. Se per es. w = 600, si ha

k = 1 5 0 , j = 0, t = 2 9 , v = 9 , i = l

e quindi
M = 9515, P — 2565, Q, = 280, T == 2895 ;

inoltre è

k' = 200, ƒ — 0

e perciö

u = 49, 2(M + 1 ) + ÏSU2 ^ 2U] = 1925;

e poichè

(600, > 200) = 101, | ~
u 5

si ha infine

= 120,

(600, > 120) = 9515 H- 2565 H- 280 -h 2895 -+- 1925 -+- 101 = 17281.
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