BOLLETTINO
UNIONE MATEMATICA ITALIANA

LUCIEN GODEAUX

Sulle superficie algebriche di genere zero e
di bigenere uno.

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Serie 3, Vol. 13
(1958), n.4, p. 531-534.

Zanichelli

<http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1958_3_13_4_531_0>

L’utilizzo e la stampa di questo documento digitale é consentito liberamen-
te per motivi di ricerca e studio. Non é consentito 1’utilizzo dello stesso per
motivi commerciali. Tutte le copie di questo documento devono riportare
questo avvertimento.

Articolo digitalizzato nel quadro del programma
bdim (Biblioteca Digitale Italiana di Matematica)
SIMAI & UMI
http://www.bdim.eu/


http://www.bdim.eu/item?id=BUMI_1958_3_13_4_531_0
http://www.bdim.eu/

Bollettino dell’Unione Matematica Italiana, Zanichelli, 1958.



Sulle superficie algebriche di genere zero e di bigenere muno.

Nota di Luciex Gopeaux (a Liegi, Belgio)

Sunto. - [n questa mota, vogliamo deferminare le superficie algebriche di

genere p,=py;=0, P, =1 con una curva bicanonica di ordine maggio-
re di zero.

Sammary. - In the present note we are determining the algebraic surfaces

of genera p,—=p,=0, P,=1 with a bicanon.al curve of order greater
than zero.

1. Sia F una superficie algebrica di genere p,—p,—=0, P,—1
e quindi p'? = 1. Supponiamo che l’unica curva bicanonica C,
sia di ordine maggiore di zero. Questa curva & ellittica.

La curva tricanonica C; — C,” non pud contenere C, (ma pud
avere qualche parte comune con questa curva).

Le curve 6-canoniche 3C, e 2C, sono distinte e quindi si ha
almeno un fascio di curve 6-canoniche C,.

Osserviamo che le curve pluricanoniche sono ellittiche e che
quindi le curve 6-canoniche, che sono le aggiunte di una curva
5-canonica C;, non possono incontrare questa curva C;. Ma poiche
vi sono oo! curve C;, una di queste passa per un punto di C,.
Quindi, questa curva C; e la curva C; hanno una parte comune.

Poniamo

Cs=7v+ 4,0, + 1,0, + ... + G0,
Co=38+ ko, + ko, + ..+ ko,

dove ®,, w,,.., w, sono curve comuni alle C;, C; e v, 3 curve che
non hanno una parte comune.

Abbiamo
G,/ = Cy=7v + Ziv =3 + 2k,

dunque

v =3 + Ik — d)w.
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Poi

C'=0C;,=0C;+ C, =0+ Zko = C, + vy + Ziuv,

3 = Gy +y— 2(k — o
Abbiamo dunque
Y 4+38=Ci+vy+3 o C,=y —y+3—3
Ne deduciamo

Co=0C/ =y —y+8—8=Cy+5—3

C,=0=9— 143 —-3=C+y —1y.

2. Supponiamo dapprima che la curva C, sia irriducibile.

La curva 8 non pud appartenere alla curva aggiunta 3’. Poniamo
V=38 +38, 3=0C,+3, Y=1+1Yy Y=Ci+1,.

Sappiamo che le curve 3 e y non possono avere una parte co-
mune, siamo dunque condotti ad un assurdo e la curva C, & quindi
riducibile. Poniamo

Co=T,+T,, ¥=38 +35, y=1,+7, s=0I,+3, y=T+y,.
Allora, abbiamo

03:F,+F2+81+82—FI—SI:F2+32, C,=T,+7,.

Ne deduciamo

¥=T)+3 =38 +3,, I''=3,,

V=0"+n=n+71,, L=

Le curve 'y +3,, I, + v, sono distinte, dunque abbiamo almeno
un fascio di curve tricanoniche. Queste curve sono ellittiche e
non possono appartenere ad una rete, poiche allora la superficie
F sarebbe razionale o rigata (Castelnuovo). Lie curve tricanoniche
formano dunque un fascio | C,|.
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Abbiamo
C,= Cs' — le + 8, =1, + 82‘:: 2(C, + Ty).

Tenuto conto che le curve y, e 5, non possono avere una parte
comune, abbiamo:

1°) vy, =2T,, 8§, = 2I', oppure
2°) v, =2T,, 3, = 2T,.

Nel primo caso, abbiamo
C,=T,+T,+3 +3 —(I",+3)=T,+8,=20, +T,.
Ma allora
C,—Cy==Cy — Cp=2T, + T, — ([, +T,) =T,
e la curva I', sarebbe una curva canonica, cid che & assurdo.
Invece, nel secondo caso, abbiamo
Co=T,+1,+8 +38, — ([, +8)=3T,,

C;=T,+Ty+7y,+7v — ([, +71)=3T,.

Quindi, abbiamo sulla superficie F un fascio | C;| di curve
ellittiche e vi sono due curve I',, T, che. contate tre volte,
danno curve del fascio. Lie curve T',; ', sono ellittiche e non si
incontrano.

8. Possiamo costruire agevolmente i sistemi pluricanonici della
superficie F. Abbiamo

C=r+T,, (=3I =3I,.
Ne deduciamo
C, =T, + 2@, = 2([, + T,),
Co=0I,/+T, +2IN, =T, + 40, =—=4I' + T,
C,=4T, + I, =60, =3(T, + T,) = 6,

dunque P, —=1, P, =2 P,=1, P, =2, P, =3.



534 LUCIEN GODEAUX

In generale, abbiamo
Cop, =8N =3¢ — ', + 3, = ...,
Copy =B — 1) + 2L, = ...,
Cops =B+ 1)1 + T, =...,

e quindi P, =3¢+ 1, P, =34, P,,,— 3+ 1.

4. Possiamo adesso dimostrare che la superficie F esiste (*).

Counsideriamo nello spazio S; la varieta V,* di SeerRE che rap-
presenta le coppie di punti di una retta e di un piano. Possiamo
scrivere le equazioni di V,? sotto la forma

Ty Xy Xy
=0.

Ly Xgy Ly

Lalipersuperficie V,* di equazione
3 3 S —
@&+ By s o By X = 0

taglia sopra V,® una superficie ¢ il cui sistema canonico & il
fascio di cubiche ellittiche intersezioni della varieta V,® cogli oo!
piani della varieta di SEGRE.

La omografia, dove ¢ & una radice primitiva cubica dell’ unita,
’ . ’ . ’ . ’ . ’ . ’ — . . . .2 o 7 .
Lgy e @ ge e Wg) o X gy Xgy o Bgg ==Xy . ELyp . &gy o 8°Xgy . € Tg) « Ly

da, sulla ®, una involuzione del terzo ordine, senza punti uniti.

Abbiamo dimostrato che la superficie immagine di questa invo-
luzione & precisamente una superficie F. I'|, I', corrispondono
alle curve canoniche di ¢ tagliate dai piani

L, =%y =%, =0 e x,=x,=20ua;,=0.

(1) L. GopEAUX, Sur une surface algébriqgue non rationnelle de genres
arithmétique et géométrique nuls, et de genre linéaire un, « Bulletin de la
Société roy. des Sciences de Lidge », 1934, pp. 184-187).



