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Sui multilateri sghembi connessi in relazione
alla classiflcazione delle curve algelbriche sghembe.

Nota di BEL.L.INO ANTONIO EOSINA (a Ferrara)

Santo. - È contenuto nel n. 1.

Suinmary. - Contained in n. 1.

1. Mentre HALPHEN (l) e NOEÏHEB (3) per la elassificazione
delle curve algebriche sghembe prive di singolarità si sono serviti
delle superficie di ordine minimo avenii per intersezione (totale o
parziale) Ie curve delle varie famiglie, SEVERI (3), in una serie
di ricerche fondamental!, ha ripreso il problema e lo ha trattato
da un altro punto di vista basandosi sulla considerazione deile
€urve spezzate (in particolare multilateri) in esse contenute.

Puö avere allora particolare interesse, stabilire quali e quanti
«iano i multilateri sghembi di dato ordine e genere, non iso-
morfi (4), e verificare, caso per caso, se ognuno di essi sia, o
no} contenuto in una famiglia di curve irriducibili dello stesso
ordine e genere.

Nella presente Nota metto appunto in rilievo, in primo luogo,
il metodo dato ed il procedimento seguito onde ottenere, per ogni
ordine e genere, tutti i tipi possibili di multilateri sghembi con
w -f- p — 1 vertici di connessione e il cui genere sia minore od
uguale al genere massimo delle curve algebriche sghembe dello
stesso ordine, dando i risultati per n < 7.

In secondo luogo, adoperando opportunamenfce il metodo di
« piccola variazione » determino per i valori di w < 7 quei mul-
tilateri che sono limite di curve algebriche sghembe irriducibili
dello stesso ordine e genere.

(*) G. HALPHEN, Mémoire sur la classification des courbes gauches algé-
briques, «Journal de l'Ecole Polytechnique», t. 5*2, 1882, pp. 1-200.

(J) M. J^OETHER, a) Zur Grundlegung der Theorie der algebraischen
Baumkurven, « Abhand. Akad. d. Wissenschaften zu Berl in» 1882; b)
Journal fur die reine und ang* Math. Bd. 83, 1882.

(3) P . SEVERT, a) Vorlesungen über algebraïsche Geometrie, Ber l in 1921
b) Sulla classificazione delle curve algebriche e sul teorema dt esistenza
di Riemann, «Rend. Ace. Lincei », Serie 5, Roma, 1915.

(4) Chiamando, con S E V E R I , isomorfi due w-Iateri che hanno lo stesso
•schema di connessione ossia tali che si possa porre fra i loro lati una
corrispondenza biunivoca in modo che a due lati incidenti deH'uno corri-
spondano due lati incidenti dell 'al tro, e viceversa, v. F . S E V E R I , loc. cit. (3)
in h) a p. 1016.
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2. Indicati con a t , a2,..., <xw i vari lati del multilatero, con
(araj, (r, s = 1, 2,..., n) i suoi vertici (di connessione) e con xt{i =
= 1, 2, . . . , w) il numero dei vertici del multilatero che stanno sul
lato cnit sussiste la relazione

(1) Xi -+- x% -+- ... -+- xn — 2n -+- 2p — 2

che considerata corne equazioue indeterminata (5) nelle variabili
&i 9 a&2î«'j xn, si risolverà per valori interi e positivi, tenendo
presente che 1 <^ x{ <L n — 1 (i = 1, 2, ... , n).

Fra le soluzioni aritmetiche délia (1), corne facilmente si jpuö
verificare caso per caso, alcune non corrispondono a possibilità
geometriche e vanno scartate, aile rimanenti corrispondono invece
effettivi multilateri di ordine n e genere p con n-\-p — 1 vertici
di connessione.

Resta cosï un certo numero di gruppi di yalori per xi,x2,...
... ,acn, gruppi che corrispondono a tutti, i possibili multilateri
sghembi d'ordine n e genere p esistenti, con n ~+~ p — 1 vertici di
connessione.

I multilateri appartenenti ad uno stesso gruppo di valori
[sc15 x%,..._, xn] diremo che hanno lo stesso schema di distrïbuzione
dei vertici, mentre lo schema di connessione dei vertici ha, si
intende, il siguificato cousueto (6).

3. Per individuare tutti i multilateri sghembi di ordine n e
genere p che appartengono ai vari schemi di distribuzione, pos-
siamo procedere nel modo seguente.

Notiamo anzitutto che esistendo un sol tipo di multilateri di
ordine 2 [ovviamente di genere zero e che indicheremo con L%°, (7)]
basterà aggiungere ad esso una sua qualunque unisecante (8) e si
darà cosï origine all'unico tipo esistente di trilateri sghembi i3

0.
È altresï ovvio che aggiungendo ad un trilatero sgembo una

sua opportuna bisecante si dà origine ad un quadrilatero Là
l ed

aggiungendovi una opportuna unisecante si dà origine ad un
quadrilatero L4

Q, esaurendo cosï la ricerca dei quadrilateri.
I cinquelateri sghembi, corne è noto, possono essere di genere

2, di genere 1 oppure di genere zero (tenendo presente che ci

(5) v. M. PIAZZOLLA. BELOCH, Sui multilateri sghembi connessi, «Rend.
Ace. ISTaz. Lincei, Yol. X I I , serie 6, Roraa, 1930.

(6) v. loc. cit. (3) in b).
(7) Indicando con LnP un multilatero di ordine n e genere p.
(8) Riteneiido per y-secante di un multilatero una retta che si appoggi

ad y suoi lati, in punti che non siano comuni a due di essi.
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siamo proposti di considerare solo i multilateri aventi genere
massimo eguale a quello delle curve algebriche sghembe dello
stesso ordine).

Determineremo, in primo luogo, tutti i tipi di cinquelateri
sghembi di genere 2 aggiungendo ad un quadrilatero, il cui ge-
nere indichiamo con ac, quella opportuna ^/-sécante sv onde otte-
nere un multilatero Ls*. Doyrà aversi :

L* + sv = W
dove x potrà assumere i valori uno o zero ed è inoltre 1 < 2/ < 3.

Tenendo ora presente la formula che fornisce il genere di una
curva connessa spezzata si trova 1' equazione indeterminata

x -+- y = 3

che risolveremo per interi e positivi, tenendo presenti Ie limita-
zioni piu sopra poste, ottenendo cosï Ie soluzioni x = 0, y = 3;
x = 1, y = 2. Tutti i cinquelateri L5

2 esistenti si trovano dunque
aggiungendo una trisecante ad un L4°, e una bisecante ad un LA

l.
Analogamente si procédera per ottenere i cinquelateri di genere

uno e di genere zero.

4. In generale supposto dati tutti i multilateri sghembi di

ordine n — 1 per i quali il genere varia fra 0 e j—- se n — 1

tn — 2){n — 4)
è pari e fra 0 e -— .— s e n - 1 è dispari, si tratta di de-

terminare il genere di quei multilateri per i quali con V aggiunta
di una opportuna ^-sécante si ottiene un multilatero di ordine n
e genere p assegnati.

Indicando allora con x il genere, da determinarsi, del multi-
latero di ordine n — I e con sv la plurisecante da adoperare, si
dovrà avere:
(2) i*n_1 + s v = L /

dove nep sono prefissati.
Tenendo poi presente la nota formula che dà il genere di una

curva connessa spezzata, segue la seguente equazione indetermi-
nata nelle variabili x e y:

(3) x-*-y =p -+- i

dove x ha la limitazione suddetta, y è un intero qualsiasi compreso

fra l e d n ~ 2 e p è n n intero dato compreso fra 0 e -—j—- se

n è pari e fra 0 ed — ]- * se n è dispari.
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Hisolvendo la (3) e discutendo, caso per caso, le soluzioni otte-
nute e, scarfcate quelle che non presentano possibilité geometrica,
si potranno deterrninare effettivamente tutti i multijateri sghembi,
esistenti e tra loro non isomorfi, di ordine n e genere p assegnati
con n-{-p—1 vertici di connessione. Essi si inquadrano necessaria-
mente nei vari schemi di distribuzione di cui al n. 2 poichè. come ab-
biamo visto, tutti i multilateri di ordine n e genere p sono ivi compre-
si. Con ciö si ottiene anche un'utile verifica dei risultati conseguifci.

5. Costruiti cosi tutti i multilateri non isomorfi di un dato
ordine e genere e condotte per ognuno di essi le superficie di ordine
minimo di cui sono intersezioni parziali o totali, applicando come
sopra già accennato, in modo opportuno il metodo di « piccola va-
riazione », si possono determinare quelli che con tale metodo si
ottengono come casi limite di curve algebriche sghembe ïrriduci-
bili dello stesso ordine e genere, e individuare Ie eventuali
eccezioni. Ho eseguito al riguardo calcoli e costruzioni fino al
settimo ordine incluso. Lo stesso metodo potrà applicarsi per gli
•ordini successivi n = 8, n = 9.... proseguendo fino ad un ordine
n alto quanto si vuole.

In \in successivo lavoro pubblicherö dettagliatamente i risultati
ottenuti, limitandomi in questa Nota a trattare, a titolo di esempiOj
il caso n — 7, p ^ 6 ,

6, Supponiamo di avere a disposizione tutti i multilateri sghembi
di ordine 6 e genere p (= 4, 3, 2, 1, 0) (precedentemente determinati)
«on 5 -f-j? vertici di connessione e procediamo alla costruzione di
tutti i multilateri di ordine 7 e genere 6.

Dalla (1), posto n = 7, p — 6 si trae:

xt -+- x% -+- xz -t- x4 -h x5 -h xQ -+- oc7 = 24

dove l< f l c t <6 {i — l, 2, 3,..., 7).
Erisolvendo per interi (e positivi) e tenendo conto soltanto di

quelle soluzioni aritmetiche che ammettono possibilità geome-
trica, segue che i soli multilateri possibili di ordine 7 e genere 6
con 12 vertici di connessione sono quelli che hanno i vertici sod-
disfacenti ai seguenti schemi di distribuzione:

I) [6, 4, 4, 4, 4, 1, 1]

II) [6, 3, 3, 3, 3, 3, 3]

III) [5, 5, 4. 4, 4, 1. 1]

IY) [5, 4, 4, 4, 4, 2, 1]

V) [4, 4, 4. 3, 3, 3, 3].
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Per determinare poi effettivamente i multilateri cercati, indichia-
mo con LQ00 un nmltilatero di ordine 6 e genere x (0<l£c<4),
supposto precedentemente trovato, e con sy quella opportuna £/-se-
cantewda aggiungere ad LG°° onde ottenere un settelatero di gene-
re 6. Si avrà allo ra:

da cui, applicando la (3):

x -+- y — 7

dove x, y sono numeri interi e positivi sottoposti alle limitazioni
0 < œ < 4, 1 < j / < 6.

E-isolta la précédente equazione indeterminata si hanno ovvia-
mente le due sole soluzioni x = 3, y ^=4; x - 4 , y = 3.

Segue allora che tutti i settelateri di genere 6 e con 12 vertici
di connessione si ottengono aggiungendo una quadrisecante ad
un seilatero di genere 3, e una trisecante ad un seilatero di
genere 4.

Cosi operando si ottengono tutti i possibili settelateri di genere
ïnassimo e per essi gli schemi di connessione sono i seguenti :

1) (a,^), (aAa3), (a^), (a,a5), (a^g), (a^), (a2oc3), (otsa4), (a2a5), (a3a4), (a3a5), (a4a5),

2) ( a ia,) , (a^j) , (al3c4), (a2a3), (asa4), (a8a4), (a^g), ( a^^ , (a^ , ) , (y5a6). (a5a7), (a6a7),

3) (aia8), (a^s), (a4a4), (a4a5), (a2a3), (a2a4), (a2a5), (ot3a4), (a3a5), (a4a5), (a4a6). (%2a7),

4) (ai*s), (a4a3), (x4a4), (aia5), (agota), (a2a4), (asa5), (a3a4), (a3a5), (a4a5), (a4a6), (a6a7),

5) (a1a4), (ajaj), (a4a6), (x4a7), (aaa4), (a8a5), (a2a6), (oc2a7), (a3a4), (a3oc5), (a3a6), (a3a7),

6j («1*3), (ata4), (a4a5), (a2a3), (oc2ot4), (^s), (*sa7), (oc4a5). (a5a6), (a3a6), (a3a7), (a6a7)

e non ne possono esistere altri ad essi non isomorfi.

È evidente che questi multilateri con i loro vertici soddisfano
agli schemi di distribuzione I), II), III), 1Y), V) e Y), rispettiva-
mente.

È altresï facile verificare che soltanto il settelatero di schema
di connessione 5) sta sopra una (e una sola) quadrica irriducibile, i
settelateri di schemi 2), 4) e 6) stanno invece su quadriche spezzate
ed i settelateri di schemi di connessione 1) e 3) non possono stare su
quadriche nè irriducibili nè spezzate.

7. Bicordando che Ie curve di ordine 7 e genere 6, in quanto
curve di genere massimo devono stare su quadriche, e osservando
che i settelateri di schemi 1) e 3), come si è notato al n. précédente,

35
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non soddisfano a questa condizione, si vede che essi non possono es-
sere casi limite di curve irriducibili dello stesso ordine e genere 9).

8. Procedendo con i settelateri rimanenti all' operazione di
« piccola variazione» si trova che per i settelateri di schemi 2) e 4}
tale operazione, comunque eseguita, non conduce mai ad una
curva irriducibile, bensï ad una curva spezzata, di cui f anno
parte uno o piu lati del multilatero di partenza, quindi detti
multilateri non si ottengono corne limite di curve irriducibili dello
stesso ordine e genere.

I settelateri di schemi 5) e 6) invece, per « piccola variazione »
danno luogo a curve sghembe irriducibili dello stesso ordine e
genere dei settelateri e si ottengono come intersezioni di quadriche
con superficie del quarto ordine. Queste curve appartengono alla
stessa famiglia C7*[2, 4] della classificazione di H A L P H E N e NOETHEH

e come caso limite hanno, rispettivamente, i settelateri 5) e 6).
Partendo per es. dal settelatero Lf avente lo schema di con-

nessione 5), siano F% e 3>4 due superficie di ordine minimo passanti
per esso (del secondo e del quarto ordine rispettivamente), segantisi
oltre che in L7

Q in una retta k residua e presa una superficie
del quarto ordine W4 passante per k, superficie ohe possiamo sup-
porre irriducibile, la superficie del fascio.

d>4 -+- 1W4 = 0

che si ottiene per X sufficientemente piccola, sega la quadrica Ft

secondo la retta k e una curva sghemba C / irriducibile. prossima
a _L7

6, curva che ha come caso limite, per A = 0, il multilatero di
partenza.

9. Possiamo concludere che la famiglia délie curve del settimo
ordine e genere massimo C7

6[2, 4] è car alter izzaia dai multilateri
di schemi di connessione 5j e 6) e da questi soli l0).

Analogamente, per ogni famiglia e sottofamiglia di curve della
classificazione di HALPHEN e NOBTHER ho déterminato col metodo
esposto, per gli ordini n <~ 7, i multilateri che Ie caratterizzano.

(9) F ra essi quello di schema 3) è stato segnalato da F . S E V E R I , V .
loc. cit. (31

(10) Ciö concorda con M- P I A Z Z O L L A B E L O C H (Multilateri sghembt e
curve dl genere massimo, Rend . Circolo Mat. di Palermo, T. LV, 1931).


