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Su un probleina al contorno per una classe di sistemi
di equazioni aile derivate parziali.

Nota di GABTAKO VïLLiAjti (a Firenze)

Sunto. - Si dànno condizioni sufficienti per Vesistenza di soluzioni continue
di una classe di sistemi di equazioni aile derivate parziali, soddisfa-
centi prescritte condizioni al contorno,

Snmmary. - Sufficient condictions for the existence of continuons solutions
for a class of Systems of partial differential équations, with boundary
condictions, are extablisJied.

1. J$e\ volume sulle equazioni a derivate parziali di F. TBICOMI
è trattato il prolblema dell'esistenza di soluzioni del sistema (*)

(1)

— r ^ - = F\x, y, u(x7 y), v{x, y)],

[x, y, u{x, y), v(x,

soddisfacenti aile condizioni al contorno

(2) u{x0, y) = U(y). v(x, y0) = V{x),

essendo U{y) e V(x) due funzioni definite e continue rispettiva-
mente negli intervalli

yQi<y<<yQ + b, x^^x^x^-^a, (a, b > 0).

Il sistema (1) puö riguardarsi corne una generalizzazione di
quello cui si perviene dalla equazione di tipo iperbolico

(3) zœy -h a(x, y)zx -+- b(x, y)zy + c{x, y) = 0

con la sostituzione

(4) u =. 0, v = zx •+- bz ;

(*) Cfr. F. TRICOMI, Equazioni a derivate parziali, Borna 1957, p. 117.
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e sotto l 'ipotesi délia continuità délie funzioni F e G e délia loro
lipschitzianità rispetto ad u e v. è dimostrata l'esistenza e Funicità,
in un conveniente rettangolo, di una coppia di funzioni continue
u(x, y) e v{x, y) che verificano il sistema (1) e le condizioni (2).

Se adesso pensiamo di operare con le (4) sulla equazione non
lineare di tipo iperbolico

(5) zxy -+- a(x, y)zx -+- b(x, y)zv -+- f(x, y, z) = 0,

ove si suppone f(x, y, z) funzione continua dei suoi argomenti,
perveniamo al sistema

uœ = — bu -+• v,

vy = (ab -+- by)u ~ f{x, y, u) — av,

che rientra nel tipo (1), ma per il quale non è in generale sod-
disfatta la lipschitzianità délia G rispetto ad u (s), a meno che
f(x, y, z) sia lipschitziana rispetto a z.

D'altro canto, corne è ben noto (3); la sola continuità di f(x, y, z)
è sufficiente a garantire l'esistenza di soluzioni délia (5) che veri-
ficano prescritte soluzioni al contorno.

È perciö naturale domandarRi se non sia possibile risolvere il
problema (1), (2) riducendo in qualche modo le ipotesi di Lipschitz
sulla F e sulla G.

In questa Nota, adottando un metodo esistenziale di L. To •
NELLi (4) già usato nel caso délie equazioni differenziali ordinarie,
dimostreremo. al n. 2, il

TEOREMA: Siano Y(x) e TJ(y) due funzioni definite e continue
rtspettivamente negli intervalli x 0 <x<Çx o n-a , y0 < y < y0 -H b :
se nel dominio chiuso

(a? b, A, B, costanti positive) le funzioni F(x, y, u, v), G(x, y, u, v)
risultano continue, e se inoltre esiste una costante positiva H taie

(2) Operando sulla (5) con la trasformazione u = «^ 4-ötj», v = 8, si ott iene
ancora un sistema del tipo (1), in cui non è in genera le soddisfat ta la
lipschitzianità délia F r ispet to a v.

(3) Cfr. P H . H A R T M A N • A. W I N T N E R , On hiperbolicpartial differential

équations, Am. J . of Math., 74(1952), 8B4-86A.
(4) Cfr. G-, SANSONE, Equazioni différenciait nel campo reale. Parte l a

?

Bologna 1948, p. 45.
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che si abbia in D

F(x, y, u, v) — F(x, y, u, v) | < H \ u — u |,

! G(x, y, u, v) — G{x, y, u, v) | < G \ v — v \,

allora, in un conveniente rettangolo

R : xa<x < ;x 0 H- h, y§<y <y§+-]?>, (O <zh<a, O <: k<C 5);

esiste almeno una coppia di funmoni u(x, y), v(x, y) c/ie soddisfano
il sistema (1), verificano Ie condizioni (2), ed inolire risultano con-
tinue in E, (5).

Mostreremo poi con un esempio, nel n. 3, che tale teorema non
è più vero quando ei si limiti alla sola ipotesi di continuita delle
funzioni F e G.

Infine, nel n. 4, è indicata una estensione dei risultati ottenuti
al caso di n funzioni di n variabili indipendenti.

2. Dimostriamo in questo numero il Teorema enunciato.
Il problema (1), (2) risulta equivalente al sistema integrale

(6)

v{x, y)=

, y)= U{y) ~h j F[l, y, u& y), v(Z, y)]d* ,

y

)-¥- G(x, rh u(x, TJ), v(x, y\)]d-r\

Indicando con L un limite superiore di \ F\ e \ G\ in D, defi-
niarao nel rettangolo

xQ<x<:x0-ï-h , h = min (a, AjL),

y§<y <y§-*-h , k = min (a,

Ie successioni \u„(x, y)\> \ v„(x, y) \, « -= 1, 2,... con la seguente
legge :

uy{x. y) = U(y),

Vï{xn y)= V(x),
in tutto il rettangolo R;

(5j Per la supposta continuita di F e G le funzioni u e v risulteranno
anche dotate di derivate ux e Vy continue.
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h

(7.)

u7i(x, y) = TJ(y\ nel rettangolo S1 :

vn(x, y) — V(x), nel rettangolo

u»

n

^(x, y)= V(x) -H | (T[X, rh

n ?

h,

h
n1*

5, in i ü -

, in R-

Qualunque sia l'indice n, si ha in E:

l>Àxi y) ~ U(y) | < j \ F\ii y, *&„(?, y), v,,{l, y)] \ d%

Va

Lfc < J5 ;

pertanto le funzioni Mn(ac, ^), u„(ic, 2/) risultano equilimitate in R,
e in corrispondenza ai valori da esse assunti gli argomenti délie
funzioni F e G appartengono al dominio D.

Si ha ancora, indicando con (act, t/J? (x2, y2) due punti di R :

(8) \uH(xi9 y ^ — un(xx, y,)\<\uv{xt, yi) — un(x19 yy)\-+-

+ \un{xi9 y t ) — ut>(xt> y x ) \ .

Per il primo termine che figura al secondo membro délia
(8) otteniamo

h
X

h

e per tan to esso r i su l t a inf ini tes imo con \xt — xv\ u n i forme m e n te
r ispet to ad n.
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Osserviamo poi che, ponendo
h

-+-I n(yt)-myi)

per la continuité, delle funzioni U(y), F(x, yy u, v) rispettivamente
in (y0> yo-t-b) e nel dominio chiuso D, e per il fatto che l'espres-
sione

k

h

risulta infinitesima con \yt — y1\ uniformemente rispetto ad n,
segue che Cn puö rendersi minore di una quantité arbitraria,
indipendentemente da n, se \yt — yx\ non supera un conveniente
numero, ossia

(10) Cn — Ö(| y2 — y^\ ), uniformemente rispetto ad n.

Per il secondo termine che figura al secondo membro della (8)
si ha allora

h

' \ '-1
J Wn(?) Vl)> Vn$i 2/i)]d5 + C „ <

««IS, y*) — «n(5, 2/i)|d?-+- Cn,

da cui, applicando il lemma di GRONWALL, e per la (10) :

(11) | ujx2, y%) — un(x2, t/i) | < C„ ehH = ehH • 0( | y2 — y± I ).

P e r la (9) e la (11) il p r imo m e m b r o del la (8) r i su l t a inf ini tes imo,
u n i f o r m e m e n t e r i spe t to a n, con la q u a n t i t é \x2 — xL\-t- \y% — yL\y

e si conclude che Ie funzioni del la successione \ un(x, y)\ sono
e q u i c o n t i n u e i n R.

Con analogo procedimento si p rova 1' equ icon t inu i t é i n R delle
funzioni del la successione \vjx, y)\.
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Per il teorema di ASCOLI è allora possibile estrarre dalle due
successioni \un(x, y)\9 |vn(a?j y) \ due sottosuccessioni di eguali
indici convergent!, ed uniformemente in B, rispettivamente verso
due funzioni un(x, y), vn(x, y); e passando al limite per n —* oo
nelle due ultime (7„), si conclude che le funzioni

e, y) = U(y) y, u& y), i»(Ç,

y

v{x, y) — V{x) H- j G[x, v], u{x, T]),

continue in R, yerificano il sistema (6) e rappresentano pertanto
una soluzione del problema (1), (2).

3. Che il Teorema dimostrato al numero précédente non sia più
valido in generale quando ci si limiti alla sola continuità délie
funzioni F e G, puö vedersi con il seguente esempio.

Si consideri il sistema

(12)

£=••
che rientra in quelli del tipo (1), eccettuato il fatto che la funzione

F(x, y. u, v) = V | u | H- y sen - (6)
y

risulta continua ma non lipschitziana rispetto ad u per u = 0.
Se valesse il Teorema dovrebbe esistere almeno una coppia di

funzioni u(x, y), v(x, y), continue in un conveniente rettangolo

B : 0 < x < h9 0 < y < fe, (fc, A; > 0),

ivi soluzioni del sistema (12) e tali da soddisfare le condizioni

(13)
«(0, y) = 0, per 0 < y < *,

«(», 0) = 0,

(6) Si pone naturalmente F(x, 0, u, v) = V | u | .
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Mostriamo che ciö non è possibile.
Infatti, qualunqne sia h è sempre possibile determinare Fintero-

n in modo che Fintervallo .-̂  rr- , 7^ 77- risulti interno a
l(2n -+- IK (2n — t)7r|

[0, k] ; e sarà in corrispondenza

™ÀX, y)> VJ^T' *M*Ï y) < V~h«l » per o < « < f t ,

a seconda che si abbia ± < y < ( - ^ ^ , ovvero ( s 6 r ^ <

Poichè, come è noto (7), Fequazione

(14) £ = VM

animette un integrale massimo ed uno minimo distinti nscenti dal

punto x = 0. ne segue che, per ^— < y < 75 r p la superficie

te = u(x, y) dovrà trovarsi al di sopra délia superficie che si ottiene
dall'integrale massimo della (14) per traslazione del piano (œ, u)y

mentre, per .75 TT—~~ y < ^ — dovrà trovarsi al di sotto di quella

che si ottiene per traslazione dall'integrale minimo della (14).

Ciö esclude la continuità di u(x9 y) nei punti del rettangolo R

di ordinate ^— e dimostra la non esistenza di soluzioni continue

del problema (12), (13).

4. I risultati del Teorema enunciato nel n. 1. sono suscettibili
di estensione al caso di n funzioni di n variabili indipendenti.

Si consideri il sistema

(14) — — — =^[05!,..., «„;

* = 1 , 2, . . . , n,

ove Ie funzioni JF\ sono supposte continue nel dominio chiuso

D : 0 < ^ - ^t
0 < «,, i u,(»i,..., O - Dito) I < ̂ ,

(«j , ^ t costanti positive),

(7) Cfr. Gr. SANSONE, Equazioni differemiali nel campo reale, Parte 2a
?

Bologna 1949, p. 74.
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essendo Ut(x)(i = 1, 2,..., n) n funzioni continue definite rispetti-
vamente negli intervalli x,° <x<x,° •+- ax .

Si supponga inoltre Fesistenza di una costante positiva H, taie
che sia sempre verificato nel dominio D

.... xn ; u{,..., «,_!, ut, «,+ 1 , . . . , MJt) —

In tali ipotesi esiste sempre almeno una n-pla di fanzioni
u,(xi, .. , xa), continue in un conveniente rettangolo

E: xQ
t < x < xt° -+- fc,, ^ = min (a,, i l t / i ) ,

ove if rappresenta un limite superiore délie \ Ft\ in D, che sod-
disfano il sistema (14) e verificano le condizioni iniziali

(15) w^ 0 ! , . . . , < _ t , »,, »o i + 1 , . . . , œ ° J = Ut{xt),

p e r aCj0 < ac, < ac,0 -+- fet.

Basta infatti definire in i? le n successioni

! ul
m(xi,..., x9t) ( , * = 1, 2...., n ; w = 1, 2....

con la seguente legge:

M^ (*!,..., a r j " Z7(aB,), in JB ;

1 Art 1 À 1 À I 1 Art

^"'(aci,..., #„) = Ï7(a5t), nel rettangolo St ' ' " ' ' '

r
ix

m(xi9.., xn)= U(xt)-hJ

in R —

e procedendo in modo analogo a quanto è stato fatto nel n. 2, si
perviene all'esistenza di almeno una soluzione del sistema integrale

Ut(i

il che équivale all'esistenza di almeno una soluzione del sistema
(14), verificante le condizioni (15).


