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Su un problema al contorno per una classe di sistemi
di equazioni alle derivate parziali.

Nota di Garrano VILLARI (a Firenze)

Sunto. - Si danno condizioni sufficienti per Vesistenza di soluzioni continue
di una classe di sistemi di equazioni alle derivate parziali, soddisfa-
centi prescritte condizioni al contorno.

Summary. - Sufficient condictions for the existence of continuous solutions
for a class of systems of partial differential equations, with boundary
condictions, are extablished.

1. Nel volume sulle equazioni a derivate parziali di F. Tricom:
& trattato il problema dell’esistenza di soluzioni del sistema (%)

; %"c—y_) = Flz, y, ulx, y), v, y)},
1) vz, y)
(_@l=ﬂWﬁJM%ﬂ”%mL

soddisfacenti alle condizioni al contorno
(2) u(xy, y) = Uly). vz, yo) = V(x),

essendo Uly) e V(x) due funzioni definite e continue rispettiva-
mente negli intervalli

Y<Y<Yo+b 2, <x<2 +a0 (@, b= 0).

Il sistema (1) pud riguardarsi come una generalizzazione di
quello cui si perviene dalla equazione di tipo iperbolico

3) 2y + alx, Y2, + bz, Yz, + clz, Y) =0
con la sostituzione

4) =2, V=2, + bz;

() Cfr. F. Tricomr, Equazioni a derivate parziali, Roma 1957, p. 117.
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e sotto I’ipotesi della continuithd delle funzioni F e G e della loro
lipschitzianita rispetto ad u e v. & dimostrata ’esistenza e I'unicité,
in un conveniente rettangolo, di una coppia di funzioni continue
u(x, y) e v(x, y) che verificano il sistema (1) e le condizioni (2).

Se adesso pensiamo di operare con le (4) sulla equazione non
lineare di tipo iperbolico

(5) Bpy + a(w) y)zx + b(.’X), y)zu -+ f(x} Y, Z) - Oa

ove si suppome f(x, y, #2) funzione continua dei suoi argomenti,
perveniamo al sistema

U, = — bu + v,

v, = (ab + by)u — f(x, y, u) — av,

che rientra nel tipo (1), ma per il quale non & in generale sod-
disfatta la lipschitzianith della G rispetto ad « (*), a meno che
flx, y, #) sia lipschitziana rispetto a 2.

D’altro canto, come & ben mnoto (¥), la sola continuita di f(x, ¥, #)
& sufficiente a garantire Vesistenza di soluzioni della (5) che veri-
ficano prescritte soluzioni al contorno.

B percid naturale domandarsi se non sia possibile risolvere il
problema (1), (2) riducendo in qualche modo le ipotesi di Lipschitz
sulla F' e sulla G.

In questa Nota, adottando un metodo esistenziale di L. To-
NELLI (*) gid usato nel caso delle equazioni differenziali ordinarie,
dimostreremo, al n. 2, il

TrorEMA : Siaro V(x) e U(y) due funzioni definite e conlinue
rispettivamente mnegli intervalli x, <<xX<<x,+a, Jo<y <Y, + b;
se nel dominio chiuso

D:0<z—x,<0, 0<<y—y,<b, |lu—U|<<A, |v—V|<<B,

(a, b, A, B, costanti positive) le funzioni ¥(x, y, u, v), G(x, y, u, v)
risultano continue, e se inolire esiste wna costante positiva H iale

(?) Operando sulla (5) con la trasformazione u=g2, -+ a2, v==2, si ottiene
ancora un sistema del tipo (1), in cui non ¢ in generale soddisfatta la
lipschitzianita della F rispetto a v.

(3) Cfr. Pa. HARTMAN - A. WINTNER, On hiperbolic partial differential
equations, Am. J. of Math,, 74(1952), 834-864.

(#) Cfr. G. SaANsoN®, Equazioni differenziali nel campo reale, Parte 12,
Bologna 1948, p. 45.
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che st abbia in D
| Flx, 9, w, v) — F(x, 1, u, v)| < H|w —u|,
!G‘(.’X}, Y, u, /E)_G(x3 Y, U, ’U),<G[;}-—’U‘,

allora, in un conveniente retiangolo
R:ix,<axx,+h, yo<y<<y,+k O0<h<a 0<k<b),

esiste almeno una coppia di funzioni u(x, y), v(X, y) che soddisfano
il sistema (1), verificano le condizioni (2), ed inollre risultano con-
tinue 2w R (°).

Mostreremo poi con un esempio, nel n. 3, che tale teorema non
¢ pit vero quando ci si limiti alla sola ipotesi di continuita delle
funzioni F e G.

Infine, nel n. 4, & indicata una estensione dei risultati ottenuti
al caso di # funzioni di » variabili indipendenti.

2. Dimostriamo in questo numero il Teorema enunciato.

Il problema (1), (2) risulta equivalente al sistema integrale

x

(@ y)= U+ | FE g wl o), o6 9,
Y

v(x, y) = Vi) +j Gla, n, ulx, 1), vix, n)]dn.
Yo

(6)

Indicando con L un limite superiore di | F| e |G| in D, defi-
niamo nel rettangolo

Ty<ax<<x,+h , h=min (a, 4/L),
Yo=y=<9y,+k , k=min(a, B/L),

E

le successioni {u,(x, ¥)}, {v.(2, )i, n=1, 2,... con la seguente
legge :

(73)

w,(x. ¥) = Uly),
{ ey ) in tutto il rettangolo R;

v\(x. y) = V),

(®) Per la supposta continuita di F' ¢ G le funzioni % e v risulteranno
anche dotate di derivate u, e vy continue.
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h
xogmgxo-r—;b,

u,(x, y) = Uly), nel rettangolo S,

Yo=Yy, + Fk,

Tyl <<ay 4+ I,
v, (x, y) = V(x), nel rettangolo S, :

k
Yo=Y=<1Yo + .,
(7.) b

r——
n

wie, )= U +[  FE g, 9) vyl in B,

Xo

y—"
y n

v%(x’ y}: V(m) -+ { G[w9 7;? un(xy 7})? ,Un(x7 -’))]d"}) in -R_ng
Yo

Qualunque sia !’indice #», si ha in R:

xg+h

.z, y) — Uly) | < / | FE g, w.G y), 0.6 9]l dE<<Lh<A,
Lo
Yotk

e, y)— Vi) | < f | Glz, , (@, ), oalz, ]| dn < Lk < B;
Yo

pertanto le funzioni u,(x, y), v.(®, y) risultano equilimitate in R,
e in corrispondenza ai valori da esse assunti gli argomenti delle
funzioni F' e G appartengono al dominio D.

Si ha ancora, indicando coun (x,, ¥,), (%,, ¥,) due punti di R:
®) | %@y Ys) — Wal@ys Yo) | << | %o (ys Y1) — waly, Y|+
(@, Ys) — w2y, Yy) |-

Per il primo termine che figura al secondo membro della
(8) otteniamo

Ly——
"

(9) |un(zs, ¥,) — un(x,, f’!])iéf FEE, g, wa & y), 0.6, yl’]dE£L|x2_xll,
h

e pertanto esso risulta infinitesimo con |x, — x,| uniformemente
rispetto ad x.
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Osserviamo poi che, ponendo

y——
n

Cn :f | F[E vy, w55 9y, 0.6, yz)]_F[E—’ Yo G5 Yy v, (%, y.)]!di+
+ | Ulys) — Uly) |,

per la continuithd delle funzioni U(y), F(x, y, u, v) rispettivamente
in (4,, Y, + b) e nel dominio chiuso D, e per il fatto che ’espres-
sione

k
Yo

| Val&s Yo) — 0, ) gf | GIE, ny u,( m), 0,6 0} dn<<L|y,—y, |
k

n—y
risulta infinitesima con |y, — %, | uniformemente rispetto ad m,
segue che C, pud rendersi minore di una quantitd arbitraria,
indipendentemente da =, se |y, —y,| non supera un conveniente
numero, ossia

(10) C,=0(|y, —v,|), uniformemente rispetto ad .

Per il secondo termine che figura al secondo membre della (8)

si ha allora

h
g— —
T n

(@, yo) — u, (2, Y1) | << f LFZ ya, w6 92)y 0,6 w0l —
&g

- F[Z’ yi’ un(ia yl)’ ’U“(E, yl)]dz -+ Cn <

Xz
< f Hiwu, & 92) — s 90)] dE + Ca,

Xo

da cui, applicando il lemma di GrONWALL, e per la (10):
(11) l un(x?’ y2) - ’M/n(le yi) I < Cn ehHl — ghH . 0( | Y2 — Y | )-

Per la (9) e 1a (11) il primo membro della (8) risulta infinitesimo,
uniformemente rispetto a », con la quantity |z, — x|+ | ¢y — yi|,
e si conclude che le funzioni della successione |u,(x, )} sono
equicontinue in R.

Con analogo procedimento si prova ’equicontinuity in R delle
funzioni della successione }v,(x, y)l.



SU UN PROBLEMA AL CONTORNO PER UNA CLASSE DI SISTEMI, ECC. H19

Per il teorema di AscoLri & allora possibile estrarre dalle due
successioni |{u,(x, ¥)!, |v,(x, y)!| due sottosuccessioni di eguali
indiei convergenti, ed uniformemente in R, rispettivamente verso
due funzioni u,(x, ¥), v,®, y); e passando al limite per % - oo
nelle due ultime (7,), si conclude che le funzioni

(@, y) = Uy) + j FE g, uC. y), o6 )d
X

Yy
v, y) = Viz)+ J Glz, n, ula, 1), vix, n)])dn,
' Yo
continue in R, verificano il sistema (6) e rappresentano pertanto
una soluzione del problema (1), (2).

3. Che il Teorema dimostrato al numero precedente non sia piu
valido in generale quando ci si limiti alla sola continuita delle
funzioni F e G, pud vedersi con il seguente esempio.

Si consideri il sistema

ou _— 1

a;:\/i'u,|+ysen?—/, .
(12) w_

oy~

che rientra in quelli del tipo (1), eccettuato il fatto che la funzione
S 1
F(z, y. u, v)=\/lul+ysen& @

risulta continua ma non lipschitziana rispetto ad # per u=0.
Se valesse il Teorema dovrebbe esistere almeno una coppia di

funzioni w (z, Y), v(x, y), continue in un conveniente rettangolo
R:0<xz<h, O0<y<k, (h k>0),
ivi soluzioni del sistema (12) e ftali da soddisfare le condizioni

u(0, ) =0, er 0 =y=k,
13) { Y) p Y

v(x, 0) =0, per 0 =z =h.

(°) Si pone naturalmente F(x, 0, u, v)=V|u].
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Mostriamo che cid non & possibile.

Infatti, qualunque sia £ & sempre possibile determinare ’intero
1

2n + 1)’ (2n —

[0, k]; e sara in corrispondenza

n in modo che Yintervallo 1)ﬂ] risulti interno a

/l;'x(wa Z/) = Vﬂma ;Lx(x, y\’ < \/m s per OSw = h”

a seconda ch i abbi _1_ __l__ - _*_1___
che s1 1a S <y < Bn—1)" ovvero en s )= <

1
<Y <oux-

Poiche, come & noto (7), equazione

d

(14) e =VTul

ammette un integrale massimo ed uno minimo distinti uscenti dal

1 1 L.
o <Y < T la superficie
u = u{x, y) dovra trovarsi al di sopra della superficie che si ottiene
dall’integrale massimo della (14) per traslazione del piano (z, u),

punto ¢ = 0. ne segue che, per

mentre, per dovra trovarsi al di sotto di quella

@n+10= Y= %
che si ottiene per traslazione dall’integrale minimo della (14).

Cid esclude la continuitd di w(x, y) nei punti del rettangolo R
1
di ordinate S e dimostra la non esistenza di soluzioni continue
del problema (12}, (13).
4. I risultati del Teorema enunciato nel n. 1. sono suscettibili

di estensione al caso di » fanzioni di #» variabili indipendenti.
Si consideri il sistema

Uy . Xayeen, X,)
(14) BT B Bl s 05 W s @) s Wl 3]s
i
i=1, 2, .., n,
ove le funzioni F, sono supposte continue nel dominio chiuso
D: OSw,,—:x:,"Sa., lu‘n(xi$"'$ 9'1,“)— Uz(w:)!SAz
(a,, A, costanti positive),

{") Cfr. G. SANSONE, Equazioni differenziali nel campo reale, Parte 22,
Bologna 1949, p. 74.
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essendo U(x)(¢ = 1, 2,..., n) » funzioni continue definite rispetti-
vamente negli intervalli z°<ex<<2° -+ a,.

Si supponga inoltre l’esistenza di una costante positiva H, tale
che sia sempre verificato nel dominio D

| Bhaoyy eoe e @5 Wiguny Upemyy Wyy Uypgyoney W) —
— Ffayy s @y5 Win oy ey, Wy Wyyy, ey )| << H|w, — u,]|.

In tali ipotesi esiste sempre almeno una #x-pla di funzioni
u,(x. .., x,), continue in un conveniente rettangolo

R: o, <x<a2°~+h,, h,=min/(a, A4, L),

ove L rappresenta un limite superiore delle | F,| in D, che sod-
disfano il sistema (14) e verificano le condizioni iniziali

(15) WXy 5 ey X0y, @y X0y, ey 2°) = Ulfw,),
per x <z, <x°+ h,.
Basta infatti definire in R le » successioni
™y, )0, =1, 2..., n; m=1, 2...
con la seguente legge:

uw' (%, .., x,)== Ulx,), in R;
), <, <« + h,,

=1, =1, 541, W,
w,"(%y, ..., x,) = Ul,), nel rettangolo S, P b P L e

wozimtixoz -+ ~
m

k2

X,— E
— z . z
Mzm(xi PR xu)_ U(xz) +f Fr[xi;"'a Xyety Sy Ly g gyerey x, u’i}-") un]d:zy
z°,

in R—8§,,
e procedendo in modo analogo a quanto & stato fatto nel n. 2, si
perviene all’esistenza di almeno una soluzione del sistema integrale
wz
S » . »
uz(wlv'“: 96;,)—— U(x,) -+ [F(xl)“'y Lty Sos Loggy Ugyeeny u'n] d:l’
z,°
il che equivale all’esistenza di almeno una soluzione del sistema
(14), verificante le condizioni (15).



