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I gruppi di collineazioni dei piani di Hughes.

Nota di LUIGI ANTONIO ROSATI (a Firenze)

Suuto. - Si détermina la struttura del gruppo délie collineazioni dei piani
non - desarguesiani fîniti introdotti da HUGHES.

Summary. - The collineation group of non - desarguesian finite planes
introduced by HUGHES is completely déterminée.

Gh ZAPPA [3] ha recentemente studiato il gruppo délie colli-
neazioni dei piani non desarguesiani finiti introdotti da HUGHES [2]
(seguendo G-. ZAPPA, chiamereino tali piani piani di HUGHES), e,
soffermandosi sul gruppo délie collineazioni del piano di ordine
9, ne ha determinato completamente la struttura.

Noi, utilizzando anche alcuni risultati di ZAPPA, abbiamo deter-
minato completamente la struttura del gruppo délie collineazioni
di o gui piano di HTTGHES.

Il risultato che abbiamo ottenuto è il seguente : Se -n è il piano
di HUGHES relativo al quasicorpo del DICKSON B. e TT0 è il suo
sottopiano (desarguesiano) relativo al centro F di B, il gruppo X
délie collineazioni di n è dato dal prodotto GT, dore G è il gruppo,
isomorfo al gruppo délie proiettività di 7c0, costituito dai prolun-
gamenti a tutto TC délie proiettività di 7r0) e F è il gruppo délie
collineazioni indotte in TC dagli automorfismi di B ed isomorfo al
gruppo degli automorfismi di B. Se l'ordine di B è il quadrato
di un numero primo si ha S = G x F. Nel caso che l'ordine di B
sia diverso da 9, 2 si puö ulteriormente definire corne sottogruppo
di un notissimo gruppo.

1. Sia B un quasicorpo del DICKSOÎST d'ordine piln — qt (p nu-
mero primo), avente per centro un campo di QALOIS F d'ordine q (]).
Sia V l'insieme délie terne ordinate di elementi non tutti nulli
di B e Vn l'insieme délie terne ordinate v di elementi non tutti
nulli di F e délie terne che si ottengono moltiplicando gli elementi
délie terne v per gli elementi diversi da zero di B. Sia u il piano
di HUGHES relativo ad B. I punti di TT sono le terne di V con
Tidentificazione (kx, ky, kz) = (x, y, B) per ogni k^O in B [2].

') In B supponiamo che valga la propiietà distributiva a sinistra.
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Le rette di iz sono gli insiemi dei punti di TT soddisfacenti alle
equazioni (non identiche) del tipo (-)

(1) ax -+- by -h cz -+- (a{x -4- h^y -+- c^z)t = 0,

dove a, 6. c, a o &ls ^ sono elementi yariabili di F e t un elemento
variabile di B che si puö pensare non appartenente ad F. Le terne
di Vo e Ie equazioni ax • % -+- es = 0 [sono i punti e Ie rette di
un piano desarguesiano 7r0, contenuto in TT. Le rette di TT contenute
in 7i0 vi posseggono quindi g + 1 punti, mentre i riinanenti g2— q
punti di ciascuna di esse non appartengono a ir0. Invece una retta
di ir non appartenente a iz0 ha in comune con 7r0 uno ed un sol
punto. Dualmente per un punto di nQ passano g + 1 rette di n0 e
q-—q rette di -K non appartenenti a TT0; e per un punto situato
fuori di 7r0 passa una ed una sola retta di nQ [2].

Chiamando retta impropria di ir la retta di equazione 0 = 0,
punti impropri i suoi punti, e punti e rette proprie i punti non
appartenenti alla retta impropria e Ie rette distinte da essa, si ha
che ognijpunto proprio di TT si puö dêterminare con una coppia
ordinata di elementi di H (di F se il punto appartiene a TT0), coor-
dinate non omogenee dei punti di -K, mentre una retta propria di
TT è definita da un' equazione del tipo

(2 ) ax -+- by -+- c -+- {a{x -+- b{y -\- c^t = 0,

con a, b, c, ai: bu c± elementi variabili di F e i elemento variabiie
in i£, ma non in F.

Infatti, considerato un punto, P, di TT di coordinate (kx, ky, hz),
e posto X = z~lX) Y = &~ly, si ha per kz 4= 0 (fcx, ky, kz) =
==((kz)~1kx, (kz)—lky, 1). e d'altra parte, tenuto conto che gli ele-
menti diversi da zero di B formano gruppo rispetto alla moltipli-
cazione, si ha j ^ - ^ r 1 ! ; " 1 , perciö (fcas, ky, kz) = (X, Y, 1), con
X, Y indipendenti dalla particolare terna usata per rappresentare P.
Inoltre, se (x, y, z) verifica la (1), (X, Y) verifica la (2).

Si ha il seguente

TEOREMA 1 (ZAPPA [3]) - Ogni proiettività di TT0 puö prolungarsi
in una collineazione di ir.

(2) JN'ella nota [2] di HUGHES Ie rette di n sono definite diversamente.
La nota [3] di ZAPPA mostra 1'equivalenza della definissione di HUGHES
e di quella data sopra.
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In altre parole se A è una qualunque proiettività di TI0 e

x = anx -h ax%y -+- anz

(3) y' = a2ïx H- a%%y H- ai3z

z' ~ a3lx -+- aZ2y + anz

sono le sue equazioni, al variare di as, 7/, 0 in 22, Ie (3) inducono
una trasformazione di TT in sè che è uiaa collineazione.

Indicando con G il sottogruppo del gruppo delle collineazioni
di ir costituito dai prolungamenti a tutto ?r delle proiettività di TTOJ

si ha che G è isomorfo al gruppo di tutte le proiettività di TI0. La
struttura di G è quindi perfettamente nota.

TEOBEMA. 2 - Se c è ww qualunque automorfismo di R Za corri-
spondenza ~B di Y in sé di equazioni

(4) x' = (sx. y' = o-t/, 0' = 0-0

induce in -TT M » collineazione che lascia fermo u0.

a) ,B porta un punto di u in un punto di ir. Tnfatti se B
porta (x, y, z) in (x\ y\ z'), tenuto conto che o- è un automorfismo
di R, B porta anche (kx, ky, kz) in (ak • x\ sfc • y\ <sk • z').

b) B è biunivoca sui punti di -K. Infatti, se B porta (a?, 2/, z)
in (x', 2/', 0'), detto x 1' automorfismo inverso di a, la corrispondenza
di equazioni

x = TX', ?/ = xy\ % = T 2 r '

porta (au', #', 0') in (x, y, z).

c) B muta una retta in una retta. Infatti se per una certa
terna (x, y, z) di V sussiste 1' eguaglianza

ax -hby -f- cz -+- (a{x -f- bty -f- c^z)t = 0,

posto a' = ffaj 6' =r c6, c' = cc, a\ = aai, fe'j = a6i, c'i = vcu i' = et,
sussiste anche 1'eguaglianza

(5) a'cx -+- b'cy -+- c'cz -+- (a\<yx -+- fe'i^ + c'i^)f = 0 ;

onde se un puuto (x, y, z) appartiene alla retta di T di equazione (1),
il punto (ax, ey, sz) trasformato di (x, y, z) mediante la JB, in base
alla (5) appartiene alla retta di equazione

a'x -+- b'y -4- c'z -+- (a\x -+- b\y -+- c\z)t' = 0.

d) 5 muta in sè TT0 perché un automorfismo di R muta un
elemento di F in un elemento di F.

Il teorema è cosï completamente dimostrato.
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Indicando con F il gruppo delle collineazioni di x di equazioni
(4), si ha che F è isomorfo al gruppo degli automorfismi di R. La
struttura di F è perciö perfettamente nota [4]; precisamente, se
l'ordine di R è nove, F è un gruppo d'ordine 6 isomorfo al gruppo
totale di sostituzioni su 3 oggetti ; se l'ordine ptin di R è diverso
da 9, F è uu gruppo ciclico d'ordine 2w (avvertiamo che R non
è mai uno dei 7 quasicorpi del DICKSON eccezionali, perché il
centro di ognuno di essi è d'ordine 3, mentre nessuno di essi ha
ordine 9).

TEOREMA 3. - La corrispondenza C di equazioni

x' = anax -+- atiay H- a^z

(6) y' — a^x H- a22ay/ -+- at3<is

a è tfrM- qualsiasi automorfismo di R, a,7 (i, j = 1, 2, 3) sono
elementi di F, | at/ | 4^0, induce in * una collineazione che muta
in sè 7T0. Se ^ è il gruppo delle collineazioni di equazioni (6) si ha
2 = GF. Di pnt, se, e soltanto se, V ordine di H è ?7 quadrato di
'tin numero primo si ha 2 = Gr x F.

È ovvio che la C è una collineazione che muta TT0 iu sè.
Infatti se A è la collineazione di K di equazioni (3), JB la collinea-
zione di -K di equazioni (4), si ha C = AB, Quindi C è una colli-
neazione di TT e lascia fermo ir,, perché sia A che ^ lasciano
fermo TT0. Siccome poî  come si verifica facilmente, Ie collineazioni
di equazioni (6) formano gruppo, detto - tale gruppo, si ha I = Gr.

Dimostriamo ora che 6f pj F = 1. Tutte Ie collineazioni di G-
inducono in T,0 delle proiettivita, mentre dalle (4) si ricava che
soltanto Ie coilineazioni di F che subordinano in TT0 Fidentita
danno luogo a proiettività di 7c0. Quindi Ie eventuali collineazioni
comuni a G e a F sono quelle che inducono in TT0 l'identità. Sic-
come soltanto l'identità di G puö lasciar fermi tutti i punti di TT0,
ne viene che G f| F = 1. Di conseguenza l'ordine di 2 è il pro-
dotto delFordiue di G e delP ordine di F e- vale 33696, se F ordine
di R é uguale a 9 ; vale 2mq\q2 -+- q -+- l)(q — l)-(q]-\- 1), se l'ordine
q- = p'2m di R è diverso da 9.

Dimostriamo infine che si ha 2 — G X F se, e soltanto se>
l'ordine di R è il quadrato di un numero primo. Basterà dimo-
strare che ogni collineazione di G è permutabile con qualunque
collineazione di F se. e soltanto se, 1' ordine di R è il quadrato
di un numero primo. Infatti se A è la collineazione di G di equa-



I GRTJFPI 01 COKLTTVEAZTONI DEI PIANI Dl HUGHES 509

zioni (3), B la collineazione di V di equazioni (4), allora AB ha Ie
equazioni (6), mentre, posto btJ = <*atJ, BA ha Ie equazioni

e d'altra purte si ha bu—ka,„ con k indipendente da i e da j ,
se, e soltanto se, G lascia fermi tutti gli elementi di F. Siccome
questo succède se, e solamente se, F ordine di R è il quadrato di
un numero primo, si ha quanto si voleva dimostrare.

Dato che sono note le strutture di G e di r, risulta nota anche
la struttura di 2.

Abbiamo già osservato che B non è un quasicorpo del DICKSON

eccezionale, quindi gli elementi di R si possono considerare anche co-
me elementi di un campo di GALOIS, F\ avente lo stesso ordine qt=p2m

di R, lo stesso giuppo additivo e differente gruppo moltiplicativo.
Allora, se 1' ordine di R è diverso da 9, a è un qualsiasi elemento
di R, c un qualunque automorfismo di ÜÏ, indicando con ap* la
potenza p r - m a di a in F\ si ha Ga—apr* con 0<r<:2m [4]. Ne
viene allora che, se R non ha 1' ordine 9, alle collineazioni di -
si possono dare anche Ie equazioni

x = T r r

y' Z=L

z' = aHxrr •+- any
pr -+- auz

p7

con a,3 (Ï. i = 1, 2, 3) elementi di F e | a„ | =}= 0.
Quindi se consideriamo il piano desarguesiano u', di rango

q% z^z 9, su F', 2 è isomorfo al gruppo delle collineazioni di 7c' che
lasciano fermo TT0. Questo chiarisce ulteriormente, per q* =|= 9, la
struttura di 2.

Dimostriamo ora il

TEOEEMA 4. - JZ gruppo r4 cfóZZe collineazioni di TZ che lasciano
fermo ogni punto di u0 è isomorfo al gruppo degli automorfisnii
di E c/ie lasciano fermo ogni elemento di F,

Biferiamo T. a un sistema di coordinate non omogenee. Sia S
una qualunque collineazione di Fj ; essa lascia ferma la retta, r,
di equazione y = 0, e quindi porta un punto (x, 0) di R in un
altro punto (x', 0) di R. La retta, s, di n di equazione x = x, pas-
sante per il punto improprio della retta x~0, Yoo (appartenente
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a 7i0), avrà perciö per corrispondente in S una retta passante per
y°° e per (x', 0), cioè la retta s' di equazione x = x'~ Consideriamo
allora il punto di -n {X, y). Esso appartiene ad S ; il suo corrispon-
dente in S apparterrà ad s' ed avrà perciö le coordinate (x', y')
Questo significa che, se (x, y) è uu punto generico di TT e (x', y')
il suo corrispondente in S, si ha

x' = ax,

essendo a un' applicazione di B in sè
Analogamente si ha

y' = ïy<
essendo {3 un'applicazione di i? in sè.

Evidentemente tanto a che p lasciano fermo ogni elemento di F.
Si vede facilmente che a coincide con S. Infatti la retta x~ y

appartiene a -rr0 ed è quindi lasciata ferma da S ; il suo punto
generico (x, x) viene portato da S in (ax, 8x), e quindi oo — S.

Yogliamo ora dimostrare che oc = p è un automorfismo di E.
Consideriamo la retta, te, di u di equazione y = xt, essendo t un
qualsiasi elemento di B, Essa passa per (0, 0) e quindi anche la
sua corrispondente in S passera per lo stesso punto. La u perciö
avrà per corrispondente una retta, u', di equazione y = œt', con t'
elemento di B. Quindi, se (x, xt) è un generico punto di u e
{x\ x't') il suo corrispondente in S, si ha

(7) x = ax, x't' = v{xt).

Siccome a lascia fermo ogni elemento di F, per x = l si ha
x' = 1 e dalle (7) si ottiene t' — â , e perciö

(8) axai = *(xt).

In particolare, ricordando che a lascia fermo ogni elemento
di F, per t = — 1 si ottiene

(9) — xx — a(— se).

Consideriamo ora la retta, v, di equazione x + t/ + l = 0; essa
viene trasformata da S in sè, e quindi la retta ax -+- uy -+- l ~ 0
deve coincidere con la v. Di conseguenza, qualunque sia x in B,
deve essere

%x H- a(— 1 — x) -f- 1 = 0,

cioè, tenuto conto della (9),

(10) oc(x -#-!) = ax H- 1.
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Prendiamo ora due elementi qualsiasi di E, h e h. Si ha,
tenuto conto della (8) e della (10),

<x(ft -H k) = a[fc(fc-^ •+- 1)] = xhx(k-lh + 1) = a&

= afcfocfc"1^ + 1] = a(Mr~J)oc/fc -+- a/c = a/i -+- afc.

Dunque, qualunque siano ft e k in JR, abbiamo

(11) a(ft -+- fe) — a& H- aft.

La (8) e la (9), insieme all' osservazione già fatta che a lascia
fermo ogni elemento di F, dicono che a è un automorfismo di E
che muta in sè tutti gli elementi di F. Siccome poi, per ogni
automorfismo a di E che lasci fermo ogni elemento di F, la cor-
rispondenza fra i punti di TT di equazioni x' = aar, y' = uy dà
luogo a una collineazione di TT che lascia fermo ogni punto di 7t0,
il teorema è completamente dimostrato.

Eitornando a coordinate omogenee, si ha che ogni collineazione
di -K che lasci fermo ogni punto di TT0 ha Ie equazioni

(12) xf = MX, y' = kxy, z' = kxz,

dove k è un qualsiasi elemento di E diverso da zero e a un
automorfismo di E.

Ora [4] se E è d'ordine 9 (e quindi F d'ordine 3), il gruppo
degli automorfismi di E è isomorfo al gruppo totale di sostitu-
zioni su tre oggetti e ogni automorfismo di E lascia fermi tutti
gli elementi di F; inentre, se Tordine g-=Jp

5lrt di E è diverso
da 9, il gruppo degli automorfismi di E è ciclico d'ordine 2m, ma
soltanto un suo sottogruppo d'ordine 2 lascia fermi tutti gli ele-
menti di F. Ne viene che in ogni caso la struttura di I\ è per-
fettamente nota.

TEOREMA 5. - 2 è il gruppo delle collineazioni di n che mutano
in sè 7T0.

Indichiamo per un momento con K il gruppo delle collinea-
zioni di -K che mutano ir0 in sè. Sia T una qualunque collineazione
appartenente a K] essa subordina in 7r0 una collineazione, e quindi
opera in TT0 come vi opera una conveniente collineazione C appar-
tenente a 2 (siccome 2 ~ GT per ogni collineazionej U, di ir0 si
hanno in 2 6 collineazioni, se l'ordine di E è uguale a 9, 2 colli-
neazioni, se 1' ordine di E è diverso da 9, che subordinano in TT
la collineazione U). Pertanto C~lT lascia fermo ogni punto di 7t0,
ossia coïncide con una collineazione S in Tt ; vale a dire T = CS,
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da cui K = 2 FA. Siccome poi 2 = Gr, dato che F contiene F t , si
lia di conseguenza K=^, come si voleva dimostrare.

2. Rimane ora da provare che ogni collineazione di -K lascia
fermo 7r0, dopodichè risulterà che 2 coincide col gruppo di tutte
ie collineazioni di TT.

Cominciamo col provare il seguente

LEMMA 1. - II gruppo 2 é transitivo sui punti di K non appar-
ie nenti a 7T0.

Per dimostrare il lemma basta dimostrare che G è transitivo
sui punti di ir non appartenenti a %0. Siano P(xi, x2, as8),
P'(aci', x2f x3') due punti di TT non appartenenti a ir0 ; vogliamo
dimostrare che esiste una collineazione di G che porta P in P' ,
•ossia vogliamo far vedere che si possono determinare in F i coef-
ficient! Cij (i9 j = 1, 2, 3) di una sostituzione lineare in modo che
si abbia

(13) xt' = CaXi ~h ci2x2 -+- cinx9 (i = 1, 2, 3), | ctj

Sia t un elemento di R non appartenente a F ; al variare di a
•Q b in F, a -*-bt fornisce q% elementi distinti di R e quindi tutti
gli elementi di R. Sara allora xi=^ai-^-btt, a;/ = a/-H bt't (* = 1, 2, 3),
essendo a,, 6,, a/, 6/ (i = 1, 2, 3) elementi di J1 univocamente
determinati da xl e xt'. Il sistema (13) diventa di conseguenza

a( = cxiaL H cl2a2 *- ct3a3

&/ = c,i&i -+- ci2h H- cï3ö3, | cfi | 4= 0.

Tenuto conto che P e P' non appartengono a 7i0? aA, a2 ; a3

non sono tutti nulli^ e cosï bt, fej, &8 ; ai', a2', ct3'; bL', b2', bz'.
Oonsideriamo quindi i punti di 7r0 A{aL, a2, a8), ^(6A, b2, 63),
A'(aL\ a2, az

f), B{bi, b%\ &3'). Siccome una proiettività di TT0 è deter-
minata da due quaterne di punti corrispondenti, tre a tre non
allineati, esisterà una proiettività di 7r0 che porta A e B rispetti-
vamente in A' e B'. I l sistema (14) ammette perciè soluzioni nelle
incognite cf/ e il lemma è dimostrato.

Come fa Gr. Z A P P A in [3] si dimostrano poi i seguenti quattro
lemmi.

LEMMA 2. - Una collineazione di -K appartenente a Gr, la quale
sübordini in 7i0 un'omologia, e essa stessa un'omologia.

LEMMA 3. - Comunque si prendano un punto P e una retta r
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inddenti, appartenenti a 7u0, esiste in G qualche omologia (speciale)
-non banale di TT di centro P e asse r.

LEMMA 4. - 11 gruppo - è transitivo sull'insieme delïe coppie
punto-retta inddenti non appartenenti a TT(1.

LEMMA 5. - Le coppie punto-retta incidenti, P, r, di -K si sitddi-
vidono rispetto a ^ in quattro sistemi di transitività : a) coppie
•con P ed r in TT0 ; b) coppie con P in -rr0 ed r non in TT0 ; c) coppie
von P non in iz0, r in TT0 ; d) coppie con P ed r non in TT0 .

Come in [3] si puö allora dimostrare il

TEOREMA 6. - II grtippo X, di cui al teorema 3, è il gruppo
•delïe collineazioni del piano di HUGHES K.

Euunciamo soltanto Ie linee generali deila dimostrazione,
rimandando per i particolari alla nota di ZAPPA. Supponiamo per
assurdo che il gruppo 2 delle collineazioni di TC sia più ampio di ̂ ;
allora si yede che 2 è transifcivo rispetto all'insieme di tutte Ie
-coppie punto-retta incidenti. Dal lemma 2 discende quindi che se
- è più ampio di 2, comunque si prendano in -K un punto P ed
una retta r incidenti, esiste almeno un'omologia speciale non
banale di centro P ed asse r. Ma, per un teorema di GLEASON [1],
un piano grafico finito in cui, per ogni coppia punto-retta inci-
denti, esiste almeno un'omologia speciale non banale di centro P
ed asse r, è desarguesiano. Perciö, se - è più ampio di 2, TT è
-desarguesiano. Poichè ir non è desarguesiano (HTTGHES [2]), f non
puö essere più ampio di - e il teorema è dimostrato.

Come conseguenza di questo teorema si ha che Ie equazioni di
una qualsiasi collineazione del piano di HUGHES -n, definito sopra
11 quasicorpo del DICKSOK E di ordine q'-z^p2"1 ayente per centro
un campo di GALOIS F di ordine g, sono date dalle (6).
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