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Geoinetria integrale in uno spazio euclideo E„

Nota di MARIUS I. STOKA (a Bucarest)

Sunto. - Considerando i risultati ottenuti anteriormente sui gruppi misu-
rabili e sulle misure degli insiemi di varietà, V autore introducé la
nosione di famiglie misurabili, dimostrando alcune propriété di queste
famiglie.

Summary. - Gonsidering the results previously obtained for measurable
groups and for the measure of sets of varieties, the author introduces
the notion of measurable family and gives the properties of these families.

Sia uno spazio euclideo E„ di coordinate os1,..., x n . Consideriamo
un gruppo di Lie di trasformazioni in questo spazio, definito dalle
equazioni

(1) • y* = p(x\ ..., x", a\ ..., "o-) (• = 1,..., n)

dove a1...., a* sono parainetri essenziali.
La funzione F(xx,..., xn) è funzione invariante integrale del

gruppo, se

f F(x1,..., xn)dxl...dxn= f F{y\..., yn)dyl... dyn,

per ogni insieme di punti €LX dello spazio E„ per il quale V inte-
grale ha senso.

R. DELTHEIL ha mostrato [2] (') che Ie funzioni invarianti inte-
grali di un gruppo di trasformazioni di Lie sono le soluzioni del
sistema di equazioni con derivate parziali

(2) A [Vh(x)F(x)] = 0 (h = 1,..., r)

dove \\ (x) sono i coefficient delle trasformazioni infinitesimali
del gruppo (1).

Abbiamo chiamato gruppo misurabile il gruppo di Lie che ammette
un invariante integrale unico, facendo astrazione di una costante
moltiplicativa.

In un lavoro anteriore [7] (*), abbiamo dimostrato il teorema

(1) P a g . 28.
(2) P a g . 485.
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Perché il gruppo di tras for mazioni (1) sia misurabile è neces-
sario e sufficiente che il gruppo sia transitivo e siano verificate le
relazioni

(3) cl
uvl

i
hVl \u

5\\ — c\kVll
u

s = Q {i, j , u, 0 = 1 , . . . , n)

dovè Cpr è il tensore di struttura del gruppo, e fM,. è il reciproco
delVelemento lv

u nel déterminante non nullo délia matrice j | ? l
h | | .

Nella prima parte di questo layoro dimostreremo alcune propriété
dei gruppi misurabili, che applicheremo poi, nella seconda e nella
terza parte del lavoro stesso, aile famiglie di varietà.

I.

D E F I N I Z I O N E . - Chiameremo base di un gruppo transitivo Gtr il
sistema di funzioni ^ a(x)(a = aM . . . , otnÇ | ly . . . , r\) che formano un
déterminante non nullo.

Dimostreremo

LEMMA 1. - Se il gruppo G-,, è transitivo, allora esso ha almeno
due basL

Per questo ammettiamo che la matrice \\\\\\ abbia un solo
déterminante diverso da zero, A = det || ̂  || (i, j = 1,... , n), e che
tutti gli altri determinanti dell'ordine n délia matrice siano nulli.

Dunque abbiamo

V- n

SI «
' n — 1 V» -n — l • •

= 0.

Ne risulta che

(4) (a = !>..., « —1).

Ma, se notiamo con Aa il déterminante ottenuto da A sostituendo
la linea a colla linea n -+-1 délia matrice 11 Ç*A 11j dalla supposizione
fatta risulta

Sostituendo qui la relazione (4) risulta

X«(a;) A = 0
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Ma A =J= 0, dunque

X*(x) = Ö" (a = l, ..., n — l)»

Risulta che

?n+1[x) = 0

ciö che è assurdo, pèrcliè il gruppo Gv ha r parametri.

LEMMA 2. - Se il gruppo Grv, definito dagli operatori Xh =

5*fc(x) z--(h = 1,... , r) ha un sotto gruppo misurabile Grs(X.l , . . . , Xs)/

allora la condizione necessaria e suffldente perché esso sia misu-
rabile è

(ZA cl U ?wYu Jv _ rh ~EW tu f)

! \ , è iï reciproco delVelemento \w
n del det || Ê- || = 0.

Infatti. tenendo conto che il gruppo Gs è definito dagli opera-
tori Xj , . . . , Xs, risulta

(6) c\k=0.

Noteremo

A — h poïuïv __ l $10 Ju
^ — °uv l%l1

C>lü
C>i Cul\ \

Sostituendo ora nelle espressioni di Ah la relazione (6), otteniamo

Ma il gruppo Gs è misurabile, dunque ^^ = 0. Risulta che .4;r=0?

e, tenendo conto che Ie condizioni di misurabilità del G7. sono
appunto -Âz—0, Ah = 0, risulta il lemma.

Da ciö risulta che se Gr,, è non misurabile, ma esso ha un sot-
togruppo Gr, misurabile, alïora è valevole almeno una delle ine-
guaglianze

l (fc=s + i,. . . , r).
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LEMMA 3. - Se il gruppo Gr(Xw..., X,.) ha due sottogruppi mi-
surabili G , (X a i ) . . . , X ^ ) e Cr^Xp,.... , Xp f)(aj , . . . , <xs, f*,-,**., 6,£ 11,..., r I)
che hanno una base comune, allora questi sottogruppi hanno gli
invarianti integrali uguali (3).

Per semplificare la notazione ammetteremo che la base comune
dei due sottogruppi sia Xx, ..., Xn. Gli invarianti integrali dei
gruppi Gs e Gt sono dati dai sistemi di equazioni con derivate
parziali

u dLnFx __ 9?*f

r V t i - | - l y •" ) ^ s *

?« j

a 3x* 93C*'

lx1 dx*

dLnF2 _ 3g<p

Ma, tenendo conto che i gruppi Gs e 6re sono misurabili e che
il det ||I-*}||=J=O risulta che i due sistemi hauno una soluzione
comune, dunque i due invarianti sono eguali.

LEMMA. 4. - I sottogruppi di un gruppo Gr,, hanno fra i loro
invarianti integrali tutti gli invarianti integrali del gruppo Gr,..

Possiamo supporre [8] (4) che il grappo G> sia definito dagli
operatori Xl,... , Xr, ed il suo sottogruppo G, dagli operatori
Xx,..., Xs.

Le loro funzioni invarianti integrali sono date dunque dai
sistemi

ed è evidente che il secondo sistema ha fra le sue soluzioni tutte
Ie soluzioni del primo sistema.

COKSEGTTEĴ ZA. . 1. - Se un gruppo Qr misurabile ha un sotto-
gruppo misurabile, allora i loro invarianti integrali sono eguali.

CQNSEGTTENZA 2. - Se un gruppo Qrr ha un sottogruppo transitiva
Grs non misurabile, allora il gruppo G-r è non misurabile.

(3) Due invarianti integrali sono eguali se essi differiscono tra di loro
per una costante moltiplicativa.

(«) Pag. 84.
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Se il gruppo Gr fosse misurabile, esso avrebbe un invariante
integrale, il quale in base al lemma già dimostrato, sarebbe inva-
riante integrale anche per Gs. Ma Gs essendo transitivo e non
misurabile non ha nessun invariante integrale.

Dunque Gr è non misurabile.
Ora dimostreremo

TEOREMA 1. Sia & r(X,,..., Xr) un gruppo non'misurabile che ha

Se questo gruppo ha due sottogruppi misurabili definiti dagli
operatori

Gs l Xx,..., X„_, , X„, X a , , . . . , Xas^n

che hanno le basi X p . . . , X n , rispettivamente XL J . . . , X,,»!, XB + 1 e
r^o^ hanno nessuna base comune, allora i sottogruppi Qrs e Grt hanno
i loro invarianti intégrait ineguali.

Noteremo con F^ e F2 le funzioni invarianti integrali dei gruppi
Gs e Gt, e

A,—

p. p f ?2

. . p\.

Abbiamo

dove Çj3 è il reciproco dell'elemento E| del déterminante A2.
Dunque
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Si puö facilmente mostrare che si ha ïa relazione

dove A* è il déterminante formato cogli elementi ?**!,...,

Si ha similmente

Sostituendo queste relazioni in (7), troviamo

dx'

Si
•> 2

n "= n

« ' ,

dxl

dx'

ri Zn

e, tenendo conto di un calcolo anteriore [7] (5)

(8)

Ma A1^r0^ dunque, almeno uno dei reciproci l,n è non nullo.

e diversa da zero.Hisulta che almeno una delle derivate
cxl

dunque gli invarianti integrali F1 e F% sono ineguali.

Dimostreremo ora

TEOREMA 2. - Se il gruppo G^+^X,,. . . , Xn + 1) dello spazio E„
ammette due sottogruppi semplicemente transitivi G'„(X1 . . . . , X„) e
G"M(X1,..., X„«, , X„+ I) allora perché il gruppo G n + 1 sia misura-
bile e necessario e suffidente che i gruppi G'„ e Gr"n abbiamo gli
invarianti integrali uguali.

(5) Pag. 487.
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l a un lavoro anteriore [7] (6), abbiamo dimostrato il teorema:
Perché il gruppo di trasformazioni G-n4_i sia misurabile è neces-

sario e sufficiente che il gruppo sia transitivo e sia soddtsfatta la
relazione

c,5Vt-iê\ — cMH_L = 0 (i, i = 1,..., n)

dove ck = cl
lh (h, 2 = 1,..., n -H 1) è il vettore di struttura del

YKANCEANÏÏ del gruppo,

Supponendo che il gruppo Gn+ l(X15 . . . , X,,+J abbia due sotto
gruppi seraplicemente transitivi G'n e G"n (7), cogli iuvarianti
integrali Fx e F2 la formula (8) diviene

Y _ _ A
(9) - ^ = P . (q, e w Pi - c..+I) ̂  (*, y, Ï = î , . . . , n)

Tenendo conto che almeno un £*„ è non nullo, risulta che se Fï

e F% sono eguali allora c/l
l
n+l^ï — ctt+1 = 0.

IL

Consideriamo ora nello spazio F„ una famiglia Wq di varietà
con p dimensioni L̂?,,, definita dalle equazioni

(10) i^(x ' , . . . , X\ a1,..., a«) = 0, (i = l,..-, n - i ? )

dove a1,..., a5 sono g parametri essenziali.
Sia T una trasformazione continua di coordinate dello spazio

En che lascia globalmente invariante la famiglia Wg di varietà>

cioè per ogni varietà ^ C ^ , esiste una varietà ^ ' ^ É ̂ , di modo
che

U insieme di tutte le trasformazioni T con questa propriété,
forma un gruppo di trasformazioni di Lie, che noteremo §. Sia ora S
una trasformazione di ©, avendo la propriété

per qualsiasi 6VP G %rq .
L'insieme délie trasformazioni S, aventi questa proprietà, forma

un gruppo g, che è un sottogruppo invariante di § r .

( 6) Pag 489.
(7) G-. VRANCEANU ha dato in [9] le condizioni sufficienti perché un

gruppo G-n+i ammetta un sottogruppo sempliceraente transitivo.
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Possiamo dunque associare al gruppo 6r, il gruppo fattore

il quale ha la proprietà di lasciare globalmente invariante la
famiglia di varietà ^ , , senza contenere trasformazioni (oltre quella
identica) che lascino invariante ogni varietà typ dalla famiglia Wq.

Chiameremo il gruppo Gr il gruppo massimo d' invarianza della
famiglia <!rqj ed i suoi sottogruppi, gruppi d'invarianza della mede-
sima famiglia Wq.

Sia Gr un taie grappo d'invarianza della famiglia §qi definito
dalle equazioni

(11) y% = P(n\-> * n i a \ . . . , al (i = l,.t., n)

nelle quali a1,..., ar sono i parametri essenziali.
Dunque si ha

(12) F>\f\x, o ) , . . . , r ( x , a), a » , . . . , *<] = F > { x \ . . . t x n , p 1 , . . . , p«)

dove

p* = p*(a l , . . . , oc*, a ' , . . . , o') (* = 1 , . . . , q).

Dunque al gruppo Gr di invarianza della famiglia ïïq si associa
nello spazio Eq dei parametri alla famiglia 3q la famiglia di
trasformazioni (13).

In un lavoro anteriore [6] (8), ho dimostrato il teorema seguente:
La famiglia di trasformazioni (13) forma un gruppo tsomorfo

col gruppo Qrr di invarianza della famiglia di varietà Wq.
Chiameremo il gruppo (13) gruppo associato al gruppo Qrr e lo

noteremo con H r .
Supponendo che il gruppo associato Hr sia misurabile e deno-

tando con J^Ja1,... , a9) la sua funzione invariante integrale, ho de-
finito la misura délie varietà della 3rq nel modo seguente [6] (9).

Chiamiamo misura delVinsieme <£L di varietà typ dello spazio E n

(14)

dove da è Vinsieme dei punti che corrisponde, nello spazio E ? dei
dei parametri, alVinsieme 61 di varietà typ.

Chiameremo famiglia misurabile quella famiglia di varietà che
ammette una misura unica.

(8) Pag. 911.
(9) Pag. 913.
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Presenteremo adesso una condizione sufficiente di misurabilità
di una famiglia di varietà.

TEOREMA 3. - Se il gruppo assodato al gruppo massimo di
invarianza di una famiglia di varietà è misurabile, allora la fa
miglia e misurabile.

Infatti, il gruppo £[% associato al gruppo massimo di invarianza
G della famiglia, è misurabile, dunque la famiglia ammette almeno
una misura.

Supponendo che la famiglia di varietà ammetta ancora una
misura u.'=̂ r (/., risulta che esiste un gruppo Hr associato ad un
gruppo di invarianza Gr, della famiglia di varietà il quale è misu-
rabile e rispetto al quale la famiglia ammette la misura \K'. Ma Gr

essendo uu gruppo di invarianza, esso è un sottogruppo di G e, in
base all' isomorfismo, risulta iï", C H. Dunque in base alla conse-
guenza 1 del lemma 5, fx' = pu

Se il gruppo associato al gruppo massimo di invarianza è non
misurabile, la famiglia di varietà puö essere e non essere misu-
rabile Presenteremo adesso un teorema di non misurabilità di
una famiglia di varietà.

TEOREMA 4. - Sia H^X,,..., X,) il gruppo associato al gruppo
massimo di invarianza della famiglia &g. Se questo gruppo è non
misurabile avendo

(*, u, v, w=l,..., g; fc = i,..., r)

ed ha due sottogruppi misurabili definiti dagli operatori

23..., r\)

i quali hanno Ie basi XM..,, Xg e rispettivamente Xx,..., Xg_ t, X?4.!
e non hanno nessuna base comune^ allora la famiglia di varietà $q

è non misurabile.
Iufatti dal teorema 2 risulta cae i grappi H, e Ht hanno inva-

rianti integrali ineguali, dunque la famiglia §q è non misurabile,

III.

Applichiamo adesso qaesto teorema ad alcune famiglie di va-
rietà usuali.

1°. L'insieme dei cerchi del piano.

Si sa che il gruppo massimo di invarianza dell'insieme dei
cerchi del piano è il gruppo delle similitudini. Nel lavoro citato



GEOHETKIA INTEGRALE IN UNO SPAZIO ETJCLIDEO En 479

[6] (10) ho dimostrato che il grappo associato a questo grappo di
fronte ali'iusieme dei cerchi è misurabile e dunque, in base al
teorema 3, risulta che

L'insieme dei cerchi del piano e misurabile.

2°. L'insieme delle coniche del piano.
Il gruppo massimo di invarianza di questo insieme è il grappo

proiettivo. Ho già mostrato [6] (ll) clie il gruppo associato al gruppo
proiettivo, di fronte all'insieme delle coniche è misurabile. Dunque

L'insieme delle coniche del piano è misurabile.

3°. L'insieme delle iperboli del piano.
Considereremo nel piano (se, y) Ie iperboli di equazione

(15) xz •+- 2Axy -+- (4* — Bl)y2 -+- '2Gx + 2By +- E = 0

II gruppo massimo di invarianza di questo insieme è il gruppo
affine. Il grappo associato a questo grappo, rispetto alle iperboli
(15) è misurabile e ha come funzione invariante integrale

dove

F(A,

1

A

C

C, A

A

A2-

B

E) = B

c
B

E

è il discriminante dell'iperbole (15).
Dunque
L'insieme delle iperboli è misurabile e la misura è data dalla

formola

u(£t) = 1-ïdA dB dC dB dE.

In modo analogo si ottiene
L'insieme delle ellissi di equa&ione

x9 H- 2Axy -H (A1 ~h B*)y2 -H 2CX -+- 2By +E = i

è misurabile, e la misura è

(jL(d) = j — dAdBdC dB dE,

(10) P a g . 915.
(11) Pag. 920.
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dove

è il discriminante delV equazione delV ellissi.

4. L'insieme délie terne di punti (12) del piano.

Considererenio l'insieme délie terne di punti del piano di equa-

MABIUS

1

A j

G

I . STOKA

A

i2 + Bl

D

c
B

E

zione

(16) . = &, (1 = 1,2,3)

a3 6,

II gruppo massimo di inyarianza di questo insieme è il gruppo
proiettivo. L. A. SANTALO ha mostrato [4] (u) che il gruppo asso-
ciato a questo gruppo rispetto alla famiglia (16) è misurabile ed
lia la funzione invariante integrale

•>,b.)= i
dove

Otj &! 1

a2 52 1
a3 63 1

Bisulta
L'insieme delle terne di punti è misurabile, avendo la misura

dove dP, = da.db,,

5. L'insieme délie coppie « retta-+- punto » del piano.

Consideriamo l'insieme délie coppie « retta-hpunto » rappresen-
tato dalle equazioni

<17)

G l ux -f- vy

x = a

y = b

1 = 0

P :
(ua -h vb -h 1 =$= 0).

(12) Chiamiamo terna di punti del piano un sistema di tre punti non
collineari.

(43) Pag, 135.
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Mostrasi clie il gruppo massimo di invarianza di questo insieme
è il gruppo proiettivo. L. A. SANTALO ha mostrato [4] (u) che il
gruppo associato a questo gruppo, rispetto all 'insieme (17) è inisu-
rabile e possiede la funzione invariante integrale

F{a, bt u, v) =
(au -+- bv -+- l)3 '

Dunque

V insieme delle coppie « relie -+- punto » (9) è misurabile di misura

<18, ' ~ ' dGdP

(au -+- îw-t- iy

dove dG = dudv ; dP — dadb

6. L9 insieme dei parallelogrammi del piano.

Oonsideriamo l'insieme dei parallelogrammi di equazioni

( utx -h v,y -+-1 = 0
{19) { ( ^ = 1 , 2; n^v^ — uzvi^0] k

\ k}(utx -t- v,y) ~+- 1 — 0

II gruppo massimo di invarianza di questo insieme è il gruppo
affine. Il gruppo associato di questo gruppo rispetto alla famiglia
<{19) è misurabile ed ha la funzione invariante integrale

F(u,, «,, fc.) =

Dunque

L} insieme dei parallelogrammi del piano (19) è misurabile e
-ammette la misura

_ f dh,dh,dG,dG,
V[ ] ~ J (K - l ) ^ , ~ 1) t*!*, - «,«,)8 '

da
CL occuperemo di qualche insieme di varietà non misurabili.

7. L'insieme delle rette del piano.

M. W. CROFTOK [1] ha trovato per P insieme delle rette del
piano

<(20) ux H- vy -+- 1 = 0

(i4) Pag. 135.
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di fronte al gruppo dei movimenti del piano la misura

dG= fJ (u* -f- v1)3!*'

Ii. A. SANTALÖ [4] (I5) ha trovato, rispetto al gruppo centroaffine
unimodulare la misura

f
Considerando il gruppo

( x' = ace

otteniamo
Eispetto al gruppo (21) V insieme delle rette (20) ammette la

misura

Dunque
U insieme delle rette del piano è non

8. L'insieme delle eoppie di rette del piano.

Sia nel piano V insieme delle eoppie di rette dato dalle equazioni

(22) ukx -+- vfy -f-1 ~ 0 [i = 1, 2) (uxvt — utvx =|= 0).

Il gruppo massimo di invarianza di questo insieme è il gruppo
proiettivo. Bispetto a questo gruppo F insieme delle eoppie di rette
non ammette misura.

Considereremo adesso il gruppo affine unimodulare. Il gruppo
associato di questo gruppo, rispetto alla famiglia (22) è misurabile
ed ha la funzione invariante integrale

Dunque
L'insieme delle eoppie di rette (22) ammette, rispetto al gruppo

affine unimodulare la misura

dGldGiC dG{d

Pag. 12L
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Cottsiderando il gruppo centroaffine, otteniamo
L'insieme délie coppie di rette (22) ammette, rispetto al gruppo

centroaffine la misura

/ r n f dG.dG,

dia

Considerando il gruppo

(XX

x = y - hj -+- 1
(23 ]

v _ fa
' J yx + oy-+-l

otteniamo
Rispetto al gruppo (23) V insieme delle coppie di rette (22) ha la

misura
_ r dGxdGt

Eisulta che

L'insieme delle coppie di rette del piano è non misurabile.

9. L' insieme delle parabole del piano.

Consideriamo

(24) . xx -+- VAxy ~^-A'y2 -4- 2Bx •

OHERN lia mostrato [5] che, rispetto al gruppo
affine unimodolare, l'insieme delle parabole (24) ammette la misura

= /
rdAdBdCdD
(C - ABfU '

Considerando il gruppo delle similitudini troviamo
L'insieme delle parabole (24) ammette, rispetto al gruppo delle

ini. la misura

= f {C-ABY dAdBdCdD-
èi

Rispetto al gruppo centroaffine otteniamo

L'insieme delle parabole (24) ammette, rispetto al 'gruppo centro-
affine la misura
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CdAdBdCdD
V-tW-J B[C~ABf

da
Gonsiderando il gruppo

(25)

otteniamo
LHnsieme délie parabole (24) ammette, rispetto al gruppo (25)

J (
da

Risulta
LHnsieme délie parabole del piano è non misurabile.

10. 1/ insieme (lelie coppie di punti del piano.

Consideriamo V insieme dei punti del piano P^a,, bt) ( i = l , 2)
equivalente all' insieme di rette

II gruppo massimo di invarianza di questo insieme è il gruppo
proiettivo. Bispetto a questo gruppo 1'insieme (26) non ammette
misura.

Considereremo adesso il gruppo affine unimodulare. L.A. SANTALÖ

ha mostrato [3] ehe il gruppo associato a questo gruppo rispetto
alla famiglia (26) è misurabile. La funzione invariante integrale è

F(a,, bt) = 1.
Dunque
LHnsieme delle coppie di punti P^a,, b,) (i = l, 2) ammette rispetto

al gruppo affine unimodulare la misura

|i.1ia)= ! dPxdPit

Considerando il gruppo centroaffine troviamo
L'insieme di coppie di punti Pt(at, b l)(ir=l, 2) ammette rispetto

al gruppo centroaffine la misura

f dP.d
=] (aA -

dP.dP,
] (a
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Considerando il gruppo delle similitudini del piano, troviamo
L'insieme 'delle coppie di punti P,(aM b,) (i — 1, 2) ammette

rispetto al gruppo delle similitudini la misura

Considerando il gruppo (25) otteniamo
L' insieme delle coppie di punti P t (a,, bt) (i — 1, 2) ammette

rispetto al gruppo (25) la misura

dP,dPt

Risulta che

L'insieme delle coppie di punti del piano è non misurdbile.
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