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Geometria integrale in uno spazio euclideo E, .

Nota di Maritus I. Stroka (a Bucarest)

Sunto. - Considerando ¢ risultati ottenuti anteriormente sui gruppi misu-
rabili e sulle misure degli insiemi di varietd, U’ autore imiroduce la
nozione di famiglie misurabili, dimostrando alcune proprietd di queste
famiglie.

Summary. - Considering the results previously obtained for measurable
groups and for the measure of sels of varieties, the author introduces
the notion of measurable family and gives the properties of these families.

Sia uno spazio euclideo E, di coordinate ..., . Consideriamo
un gruppo di Lie di trasformazioni in questo spazio, definito dalle
equazioni

(1) Y= filx, ..., ", &', .., @) =1, .., w)

dove a',..., a" sono parametri essenziali. ,
La funzione F(x',.., ") & funzione invariante integrale del
gruppo, se

[F(x',..., x") dx! ... da = [F(y',..‘, Yy dy' ... dy",
o ay

per ogni insieme di punti &, dello spazio E, per il quale 1 inte-
grale ha senso.

R. DeLTEEIL ha mostrato [2] (') che le funzioni invarianti inte-
grali di un gruppo di trasformazioni di Lie sono le soluzioni del
sistema di equazioni con derivate parziali

@ = E @ F@)] =0 (h=1,.., 7)
dove &%, (x) sono i coefficienti delle trasformazioni infinitesimali
del gruppo (1). )

Abbiamo chiamato gruppo misurabile ¢l gruppo di Lie che ammette
un invariante integrale unico, facendo astrazione di una costante
moltiplicativa.

In un lavoro anteriore (7] (*), abbiamo dimostrato il teorema

() Pag. 28.
(?) Pag. 485.
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Perché il gruppo di trasformazioni (1) sia misurabile & neces-
sario e sufficiente che il gruppo sia lramsitivo e siano verificate le
relazions
3) B B BB — B8 =0 (4, §, w, v=1,..., )
dove cfg‘Y e ¢l tensore di struttura del gruppo, e T, & 4l reciproco
dell’ elemento &, nel determinanie non nullo della matrice ||, ||.

Nella prima parte di questo lavoro dimostreremo alcune proprieta

dei gruppi misurabili, che applicheremo poi, nella seconda e nella
terza parte del lavoro stesso, alle famiglie di varieta.

I

DeriNizIONE. — Chiameremo base di un gruppo transitivo G, il
sistema di funzioni £, (x) (e =o,, ..., @, €{1,..., 7{) che formano un
determinante non nullo.

Dimostreremo

LeMuma 1. - Se il gruppo G, & transitivo, allora esso ha almeno
due bast.

Per questo ammettiamo che la matrice |/, || abbia un solo
determinante diverso da zero, A=det||t}]|/(¢, j=1,..., n), e che
tutti gli altri determinanti dell’ordine % della matrice siano nulli.

Danque abbiamo

£ 2 2 rn
=1 1 =1
lélz E:z 2"n
H ‘ : =0.
S 4 S
[ El 4] Zn
n+1 RS S B !
Ne risulta che
) B, (@) = Me(@fEin(a) (=1, n—1).

Ma, se notiamo con A, il determinante ottenuto da A sostituendo
la linea « colla linea » + 1 della matrice ||£, ||, dalla supposizione
fatta risulta

A, =0 (¢=1,.., n—1)

Sostituendo qui la relazione (4) risulta

A(x) A =0
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Ma A==0, dunque
' M) = 0 E=1,.., n—1).
Risulta che _
Eppa(@) =0
cid che & assurdo, perché il gruppo G, ha » parametn

LEMMA 2. - Se @l gruppo Gr,, deﬁmto dagli operatori X, =

1

b
£ ()
allora la condizione necessaria e sufficiente perché esso sia misu-
rabile &

(h =1, .., r) ha un sottogruppo misurabile G(X,, .., X,),

(3) Chup ER G0 €%y, B0 — Chuw w, ;"k =0

Gy, 0, w=1,..m; h=1,...,7; l=1,..,8; k=s+1,..., 7}

dove &, & il reciproco dellelemento &, del det ||% || = 0.
Infatti, tenendo conto che il gruppo G, & definito dagli opera-
tori X,,..., X, risulta

(6) ‘ ey, = 0.

X

Noteremo

— ah wruru l ;za u
Al_cub ZEZI w E

—_ W Tu ;v h| w Tu
A =chper o B e B

Sostituendo ora nelle espressioni di A, la relazione (6), otteniamo

El =' Al

A — ol i ¥ u Eo Tu
Ak—cuvgk;lwz w i __Cuk S

Ma il gruppo G, & misurabile, dunque A4,=0. Risulta che 4,=0,
e, tenendo conto che le condizioni di misurabilitd del G, sono
appunto 4, =0, 4, = 0, risulta il lemma.

Da cid risulta che se G, & non misurabile, ma esso ha un sot-

togruppo G, misurabile, allora & valevole almeno una delle ine-
guaglianze

4,40 (k=s+1,.., 7).
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Lemma 3. - Se il gruppo G (X,, ..., X,) ha due sottogruppi mi-
surabili G (X, .y Xa,)  GlXeg, - ooy Xp)ors ey %y Broyies B, €11, )
che hanno una base comune, allora questi sottogruppi hanwno glé
mvariants integrali uguali ().

Per semplificare la notazione ammetteremo che la base comune
dei due sottogruppi sia X,,.., X,. Gli invarianti integrali dei
gruppi G, e G, sono dati dai sistemi di equazioni con derivate
parziali

vy aL’VLF) 65",-
¢, — = — —=
s 7 o

Gs : >, ‘lX — M“-F] EARAA as)
’ G aLnF, ok,
 pxi T gxt

G - 7ot o’ B=s 8)

G % — ; .

R ot

Ma, tenendo conto che i gruppi G, e G, sono misurabili e che
il det |[&;||4=0 risulta che i due sistemi hanno una soluzione
comune, dunque i due invarianti sono eguali.

- Lemma 4. - I sottogruppi di wn gruppo G, hanno fra i loro
mvariants integrali tutti gli invarianti integrali del gruppo G,.
Possiamo supporre [8] (*) che il gruppo G, sia definito dagli
operatori X,,.., X,, ed il suo sottogruppo G, dagli operatori
Xy, X, |
Le loro funzioni invarianti integrali sono date. dunque dai
sistemi
2
r . a?

G,: — [E@F ()] =0 h=1,.., 7)

0 .
Gl g i@ F@) =0 (t=1,.., s)

ed & evidente che il secondo sistema ha fra le sue soluzioni tutte
le soluzioni del primo sistema.

ConsEGUENzA . 1. — Se un gruppo G, misurabile ha wun sotto-
gruppo misurabile, allora i loro invarianti integrali sono equali.

CoNsEGUENZA 2. - Se un gruppo G, ha un sottogruppo transitivo
G, non misurabile, allora <l gruppo G, & non misurabile.

(®) Due invarianti integrali sono eguali se essi differiscono tra di loro
per una costante moltiplicativa.
(4) Pag. 84.
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Se il gruppo G, fosse misurabile, esso avrebbe un invariante
integrale, il quale in base al lemma gia dimostrato, sarebbe inva-
riante integrale anche per G,. Ma G, essendo transitivo e non
misurabile non ha nessun invariante integrale.

Dunque @, & non misurabile.

Ora dimostreremo

TeoreEMaA 1. Sia G(X,,..., X,) un gruppo non misurabile che ha
Ckuv E1n+l Ekw Euw E“U - chu sn4-1 Ehw Euw :*: 0'

Se questo gruppo ha due sottogruppi misurabili definiti dagli
operatori

Gs . Xl PR Xn—-) . Xna -Xoc. 3ty Xas_n
(“l"'ﬂ Ly s ﬁl"") @t—ne In+ 23 ey ¥ g)
Gt : Xl)"'v Xn—l b Xﬂ+’3 XBI 30y Xﬁt_"

che hanno le basi X,..., X,,, rispettivamente X, ..., X, _,, X, ,, ¢
non hanno nessuna base comune. allora i sottogruppi G, e G, hanno
4 loro invarianti integrali inequali.

Noteremo con F, e F, le funzioni invarianti integrali dei gruppi
G, e G,y e

E) z2 Zn 3 z2 in
1 = 1 1 51 >
El 143 " El 4] n
2 Se 2 2 e s
A= : : v By = . :
1 z In 1 re
H E n—1 2 a1 * * s n—1] S n—} < n—1 E"n—'l
1 2 n z1 2 2
l g n g n M S n < n4-1 E n4-1 g w41

Abbiamo
{ aLan - _ é‘a 13 _in Bﬁ’_,,
xct bl o (
Ve x=—1,..., n—1
aLnF, . g.a ?Ej_a_ Z-“+l agjn.;-) ) ) )
pact tooad : oac?

dove {3 @ il reciproco dell’elemento tf Qel determinante A,.
Dunque

F
oLn 3 ‘ , .
=y e o 0, o ®
2 _ (7o ._% SR i n1 2t
{7) axz' - (C‘a "a} -+ Ca ax.}

dd S e
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Si pud facilmente mostrare che si ha la relazione

— - E n
Lo —Boam (— o - ae

dove A% & il determinante formato cogli elementi %¢,.., %i,_,,

Eiﬁ-{-l LA E-zﬂ’ £$”+’ N
Si ha similmente

14 — 7 n+1
;lu Al — c'u Az

Sostituendo queste relazioni in (7), troviamo

i
rl E‘Z tn él
S 1 . MY ax7
F z1 3] n 85'2
2 S 2 2 ?
em= & éx
F,_i"
o’ A,
2
Z1 z2 n aE "
" on S on A > n ax,‘
v
3 k2 n s
¢ n4=1 S n4-1 ¢ S 41 awz'
e, tenendo conto di un calcolo anteriore [7] (%)
F
aLn_fl In
2 ___ > % %
®) st A, (€Fur Frgr B E 0% — €t s B0 E0)
4 2

Ma A, =0, dunque, almeno uno dei reciproci " & non nullo.
F,

2

elm

tat

Risulta che almeno una delle derivate & diversa da zero,

dunque gli invarianti integrali I, e F, sono ineguali.
Dimostreremo ora

TeorREMA 2. - Se il gruppo G, ,(X,,.., X,,,) dello spazio E,
ammette due sottogruppi semplicemente transitivi G',(X,, ..., X,) e
G (X, ey Xy Xoyp) allora perché il gruppo G, sia misura-
bile ¢ necessario e sufficiente che i@ gruppi G', e G, abbiamo gli
inwvarianti integrali uguali.

(°) Pag. 487.
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In un lavoro anteriore [7] (°), abbiamo dimostrato il teorema:

Perché il gruppo di trasformazioni G, sia misurabile & meces-
sario e sufficiente che il gruppo sia tramsitivo e sia soddisfatia la
relazione

c, Etn+l EJ‘[ — Gy = 0 (7/5 ] - 1’ ey n}
dove ¢, =cYy, (h, 1 =1,.., n+ 1) & il vettore di strutiura del
VRANCEANU del gruppo.

Supponendo che il gruppo G.,,(X,,.., X,,,) abbia due sotto-

gruppi semplicemente transitivi G', e G”, (), cogli iuvarianti
integrali F, e F, la formula (8) diviene
F,
aL'nﬁ—,2
oxt

= Z A .
9 =84 (¢ Ens1 ¥ — Cus) Kl @4, l=1,.., n)
2
Tenendo conto che almeno un &, & non nullo, risulta che se F,
e F, sono eguali allora ¢ &, , & —c¢,,,=0.

II.

Consideriamo ora nello spazio E, una famiglia &, di varieta
con p dimensioni ®,, definita dalle equazioni

(10) Fox', ..., 2", oty ..., a9 =0, J=1,.., n—p)

dove al, ..., a? sono g parametri essenziali.

Sia T una trasformazione continua di coordinate dello spazio
E, che lascia globalmente invariante la famiglia &, di varieta,
cio® per ogni varieth Y, € &,, esiste una varietah ', €F, di modo
che

T, =9,.

L’ insieme di tutte le trasformazioni T con questa proprieta
forma un gruppo di trasformazioni di Lie, che noteremo 8. Sia ora S
una trasformazione di §, avendo la proprieta

S, =a,.

per qualsiasi ,€§,.
L’ insieme delle trasformazioni S, aventi questa proprieta, forma
un gruppo g, che & un sottogruppo invariante di §,.

(8) Pag 489.
("} G. VRANCEANU ha dato in |9] le condizioni sufficienti perché un
gruppo G,+, ammetta un sottogruppo semplicemente transitivo.
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Possiamo dunque associare al gruppo G, il grappo fattore
G =28/g

il quale ha la proprieta di lasciare globalmente invariante la
famiglia di varieta §,, senza contenere trasformazioni (oltre quella
identica) che lascino invariante ogni varietd %, dalla famiglia &,.

Chiameremo il gruppo G <l gruppo massimo d invarianza della
famiglia &,, ed 4 suoi sottogruppi, gruppi d’invarianza della mede-
sima famiglia &,.

Sia G, un tale gruppo d’invarianza della famiglia §,, definito
dalle equazioni

(11) = fx', .., ", a',..., a’) (=1,.., n)

nelle quali a'!, ..., a” sono i paramefri essenziali.
Dunque si ha

(12)  F[f', a),..., [, a), o,..., 29 =F(@,..., ", B,..., B9)

dove
{13) PP = gM=xly ..., 0, @', ..., @) k=1,.., q)

Dunque al gruppo G, di invarianza della famiglia &, si associa
nello spazio E, dei parametri alla famiglia §, la famiglia di
trasformazioni (13).

In un lavoro anteriore [6] (%), ho dimostrato il teorema seguente:

La famiglia di trasformazioni (13) forma un gruppo wsomorfo
col gruppo &, di imvarianza della famiglia di varietd &,.

Chiawmeremo il gruppo (13) gruppo associato al gruppo G, e lo
noteremo con H, .

Supponendo che il gruppo associato I, sia misurabile e demo-
tando con F'(«!, .., 29) la sua funzione invariante integrale, ho de-
finito la misura delle varietd della &, nel modo seguente [6] (°).

Chiamiamo misura dell’insieme & di varieta ©V, dello spazio E,

(14) w(@) = [...fﬁ'(m‘,..., afdo' ..., dat,
A
dove @, & Uinsieme dei punti che corrisponde, nello spazio B, dei
dei parametri, all’ insieme & di varieta V,.
Chiameremo famiglia misurabile quella famiglia di varieta che
ammette una misura unica.

(}) Pag. 911.
() Pag. 913.
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Presenteremo adesso una condizione sufficiente di misurabiliti
di una famiglia di varieta.

TeorEMA 3. - Se 4l gruppo associato al gruppo wmassimo di
wmvarianza di une famiglia di varieta & misurabile, allora la fa
miglia & misurabile.

Infatti, il gruppo H, associato al gruppo massimo di invarianza
G della famiglia, & misurabile, dunque la famiglia ammette almeno
una misura.

Supponendo che la famiglia di varietdh ammetta ancora una
misura v’ =3=p, risulta che esiste un gruppo H, associato ad un
gruppo di invarvianza G, della famiglia di varieta il quale & misu-
rabile e rispetto al quale la famiglia ammette la misura p.". Ma G,
essendo un gruppo di invarianza, esso & un sottogruppo di G e, in
base all’ isomorfismo. risulta H, C H. Dunque in base alla conse-
guenza 1 del lemma 5, p' = u.

Se il gruppo associato al gruppo massimo di invarianza & non
misurabile, la famiglia di varietad pud essere e non essere misu-
rabile Presenteremo adesso un teorema di non misurabilita di
una famiglia di varieta.

TeorEMA 4. — Sia H,(X,,.., X,) ¢l gruppo associato al gruppo
massimo di invarianza della famiglia §,. Se guesto gruppo & non
misurabile avendo

Ckuv gztz—l gwhzuwztv - cku 1 @41 Ewkguw :': 0 (1" u, v, W :1""3 q; k=1a--'> ’)")
ed ha due sottogruppi wisurabili definiti dagli operatori
H: X,y Xomoyy Xy Xy ony Xy,

-
(g5 e, %s—qs Bryes gt—quQ"'ga"-) ri)

He: X,y Xy Xgirs XKooy, Xey

1 quali hanno le basi X,,..., X, e rispettivamente X ,..., X,_, Xy,
e non hanno wmessuna base comune, allora la famiglia di varieta ,
& non misurabile.

Tuofatti dal teorema 2 risulta che i grappi H, e H, hanno inva-
rianti integrali ineguali, dunque la famiglia &, & non misurabile.

III.

Applichiamo adesso questo teorema ad alcune famiglie di wva-
rietd usuali.

1°. L’insieme dei cerchi del piano.

Si sa che il gruppo massimo di invarianza dell’insieme dei
cerchi del piano & il gruppo delle similitudini. Nel lavoro citato
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[6] (*°) ho dimostrato che il grauppo associato a questo gruppo di
fronte all’insieme dei cerchi & misurabile e dunque, in base al
teorema 3, risulta che

I’ insieme dei cerchi del piano é misurabile.

2°, I’insieme delle coniche del piano.

11 gruppo massimo di invarianza di questo insieme & il gruppo
proiettivo. Ho gia mostrato [6] (*') che il gruppo associato al gruppo
proiettivo, di fronte all’insieme delle coniche & misurabile. Dunque

L’insieme delle coniche del piuno & misurabile.

3°. I’insieme delle iperboli del piano.

Considereremo nel piano (x, %) le iperboli di equazione
(13) xt + 24xy + (A2 — BY)y* +2Cx + 2Dy + E=0

Il gruppo massimo di invarianza di questo insieme & il gruppo
affine. I1 gruppo associato a questo gruppo, rispetto alle iperboli
(15) @ misurabile e ha come funzione invariante integrale

F(4, B, C, D, E):%

dove
1 A C
A=| A A*—B* D
C D E

& il discriminante dell’iperbole (15).
Dunque

L’ insieme delle iperboli ¢ misurabile e la misura & data dalla
formola

(@) = % dA dBdCdD dE.

G
In modo analogo si ottiene
L’ insieme delle ellissi di equazione

2"+ 24xy + (A* + B)y + 2Cx + 2Dy + E=0

& misurabile, e la misura &

() :[ % dA dB dC dD dE,
&
(*%) Pag. 915.
("'} Pag. 920.
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dove
1 A C
A={|{ A A*+B* D
¢c » B

& il discriminante dell’ equazione dell’ ellissi.

4. I’insieme delle terne di punti (**) del piano.

Considereremo 1’insieme delle terne di punti del piano di equa-
zione

a, b, 1
(16) x=—a, y=>b, (1=1,2,3) | a, b 1 =F0
a; b

I1 gruppo massimo di invarianza di questo insieme & il gruppo
proiettivo. Li. A. SANTALO ha mostrato [4] (**) che il gruppo asso-
ciato a questo gruppo rispetto alla famiglia (16) & misurabile ed
ha la funzione invariante integrale

1
Fa, b)= 1
dove
a, b 1 |
A= [£2% b2 1 ‘ .
a; b, 1
Risulta
L’ insieme delle terne di punti & misurabile, avendo la misura
dP,dP,dP
w(@) = _1_As_2__._3
Ao

dove dP, = da,db,.
5. L’insieme delle coppie «retta-+ punto » del piane.

Consideriamo 1’insieme delle coppie « retta+punto» rappresen-
tato dalle equazioni
G.ux+vy+1=0
(17) P rx=a (wa + vb + 1 53=0).
N y=»s
(*?) Chiamiamo terna di punti del piano un sistema di tre punti non

collineari.

(#3) Pag. 135.
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Mostrasi che il gruppo massimo di invarianza di questo insieme
¢ il gruppo proiettivo. L. A. SaNTaLO ha mostrato [4] ('*) che il
gruppo associato a questo gruppo, rispetto all’insieme (17) & misu-
rabile e possiede la funzione invariante integrale

1
R S TE
Dungue
L’ insieme delle coppie «rette + punto» (9) & misurabile di misura
dGdP
(18) Nm=f@;ﬁﬁ:ﬁ

o

dove dG = dudv; dP = dadb

6. L’ insieme dei parallelogrammi del piano.

Consideriamo I’insieme dei parallelogrammi di equazioni

wx +oy+1=0

{19) (=1, 2; wv,—u,v,F0; k1)

kux +vy) +1=0

Il gruppo massimo di invarianza di questo insieme & il gruppo
affine. Il gruppo associato di questo gruppo rispetto alla famiglia
{19) & misurabile ed ha la funzione invariante integrale

1
Pl 00 J0) = G R, = G, — g0,

Dunque
L’ insieme dei parallelogrammi del piano (19) & misurabile e
ammette la misura
dk,dk,dG,dG,
J By — 1)k, — 1) (0,0, — uy0,)*

ol

u(d) =

Ci occuperemo di qualche insieme di varieth non misurabili.

7. L’insieme delle rette del piano.

M. W. CrorroN [1] ha trovato per P’insieme delle rette del
piano
q20) ux +vy +1=20

(1) Pag. 135.

32
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di fronte al gruppo dei movimenti del piano la misura

aG
(&) = [Wm
Aa

L. A. SaANTALO [4] ('®) ha trovato, rispetto al gruppo centroaffine
unimodulare la misura

wo(@) = /dG.
o

Considerando il gruppo

x = ax
(21) '
y =Py
otteniamo
Rispetto al gruppo (21) U insieme delle retie (20) ammette la
MisSura
aG
wl@) = -
8a
Dunque

L’ imsieme delle rette del piano & non misurabile.

8. L’ insieme delie coppie di rette del piano.

Sia nel piano I’insieme delle coppie di rette dato dalle equazioni
(22) ux +ovy+1=0 (i=1, 2) (1,0, — u,v, 5= 0).

Il gruppo massimo di invarianza di questo insieme & il gruppo
proiettivo. Rispetto a questo gruppo 1’insieme delle coppie di rette
non ammette misura.

Considereremo adesso il gruppo affine unimodulare. I1 gruppo
associato di questo gruppo, rispetto alla famiglia (22) & misurabile
ed ha la funzione invariante integrale

1
F(’M/,-, ’l)J:mW .
Dunque

L’ insieme delle coppie di rette (22) ammetie, rispetto al gruppo
affine unimodulare la misura

dG.dG,
(&) —f (w0, — U0,
oL

('5) Pag. 121.
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Considerando il gruppo centroaffine, otteniamo
L’ insieme delle coppie di rette (22) ammetle, rispetto al gruppo
centroaffine la misura

_ aG,daG,
b8l = / (w0, — uy0,)* "

a

Considerando il gruppo

\x {$+8J+]

__ by
Y= Y& + 8y + 1

(23

otteniamo
Rispetto al gruppo (23) I insieme delle coppie di rette (22) ha la
MISUTQ
_ aG,da,
k(@) —a{ (2, — wo)* (v, — v,y)*

2

Risulta che
L’insieme delle coppie di rette del piano & non misurabile.

9. I’ insieme delle parabole del piano.
Consideriamo

(24) x* + 24xy +A%y* + 2Bx + 2Cy +~ D = 0.

SHIING-SHEN CHERN ha mostrato [5] che, rispetto al gruppo
affine unimodolare, ’insieme delle parabole (24) ammette la misura

"dAdBdCdD
w(@)= | (C—AByhs

o
Considerando il gruppo delle similitudini troviamo
L’ insieme delle parabole (24) ammetie, rispelto al gruppo delle
similitudini, la misura

2.
vl €)= [ (TI;AA_W dAdBACaD.

Ao
Rispetto al gruppo centroaffine otteniamo

L’ insieme delle parabole (24) ammette, rispetto al gruppo centro-
affine la misura
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(dAdBdCdD
W =] pc—4aByr-
%
Counsiderando il gruppo
' =ox+§
(25) )
Y =1y+3
otteniamo

L’insieme delle parabole (24) ammette, rispetto al gruppo (25) la
MISUra
A*dAdBdCdD
() = / (C=4B)}
2
Risulta
L’ insieme delle parabole del piano & non misurabile.

10. 1’ insieme delle coppie di punti del piano.

Consideriamo l’insieme dei punti del piano P,(a,, b,) (=1, 2)
equivalente all’insieme di rette

(26) r=a,, y=»=,. (i=1, 2)

Il gruppo massimo di invarianza di questo insieme & il gruppo
proiettivo. Rispetto a questo gruppo l’insieme (26) non ammette
misura.

Considereremo adesso il gruppo affine unimodulare. L.A. SANTALO
ha mostrato [3] che il gruppo associato a questo gruppo rispetto
alla famiglia (26) & misurabile. La funzione invariante integrale &

Fla., b)=1.
Dunque

L’insieme delle coppie di punti P,(a,, b) (1=1, 2) ammette rispetto
al gruppo affine unimodulare la misura

wi@) = [ apap,.
A
Considerando il gruppo centroaffine troviamo
L’ insieme di coppie di punti Pfa,, b)(i=1, 2) ammetie rispetio
al gruppo cenlroaffine la misura

dP,dP,

= (albz - azbn)z ’
%

wy(E)
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Considerando il gruppo delle similitudini del piano, troviamo
L’ insieme ‘delle coppie di punii P,(a,, b) (i=1, 2) ammette
rispetto al gruppo delle similitudini la misura

- aP.dP,
Ha(€) = ./(a’l — @)t + (b, — by)*’
o

Considerando il gruppo (25) otteniamo

L’ insieme delle coppie di punti P (a,, b)) (i=1, 2) ammette
rispetto al gruppo (25) la misura

() = [ dP,dP,
Hl= ] e, —ag)* 6, — b,
s

Risulta che

L’ insieme delle coppie di puniti del piano & non misurabile.
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