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Varietd di prima specie e varieth intersezioni complete.

Nota di ERMANNO MaRcHIONNA (a Torino).

Sunto. - S¢ assegna un criterio di equivalenza per gli ideali di due varietd
algebriche di prima specie secondo DUBREIL. Tale criterio permette di rico-
noscere che una varietd algebrica Wy eventualmente riducibile (ma pura e
priva di parti multiple) risulta intersezione completa di r—d forme
dello spazio ambiente Sy aventi ordini n,, ny,.., nr—g, se, e solo se:
a) il suo genere aritmetico virtuale é un’ opportuna funzione di n, n,, ...,
nr—d; b) la sua sezione con un iperpiano Sy—; (generico, ma fissato) é inter-
sezione dir — d forme di Sy—1 aventi gli stessi ordini delle precedenti. Si os-
serva inolire che - contrariamente a quanto accade per le varietd irriduci-
bili - la proprieta che una sezione iperpiana di una Vg spezzata sia di
prima specie non implica che anche Vg sia di prima specie.

Summary. - Let Vi be a pure d-dimensional variety in S,, i. e., a variety
all irreducible components of which are of dimension d. The following
theorem is proved: Vg is the complete intersection of r — A hypersurfaces
of orders ny, n,, .. , n,—; if the same is true of its general hyperplane
section, with the further condition that its virtual arithmetic genus s
a given function of the integers r, ny, Ny, ..., N,._4.

1. Richiami ed osservazioni preliminari. In uno spazio proiet-
tivo complesso S, (ad r dimensioni) si consideri una varieta alge-
brica V,; (a d =1 dimensioni) pura (') e priva di parti multiple.

Indichiamo con «(V,) V’ideale omogeneo costituito dalle forme
di S, che contengono V,, e con «(V,, I) la cosidetta funzione com-
plementare dell’ideale, ciog il numero delle forme d’ordine [ linear-
mente indipendenti che appartengono all’ideale.

Siano inoltre: Vg1 la sezione di V,; con un generico iperpiano
Sy—1; «(Vg—1) Videale delle forme di S,—( che contengono V4_;
9(Vg—1, D) la funzione complementare dell’ideale o(Vg—1); e ¢ Vg_1, 1)
il numero delle forme d’ordine ! (linearmente indipendenti) appar-
tenenti ad «(Vg—1) e segate sopra S,_; da forme dello stesso ordine

contenenti V,; (ma non S,_j). Si ha:

1) WVa_t, D) =o(Vy, 1) —o(V,, I — 1);
(2) WVasr, D<o(Va-1, D).

(1) Cio& tale che le sue componenti abbiano tutte la stessa dimensione d.
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Diciamo (con DusreiL (%)) che la varietdh V,; & di prima specie
se per ogni ! si ha

4‘( Va1, )= ‘?( Va—1, D,

cioe se le forme di S,—1, aventi un ordine qualsiasi I e contenenti
Vi—1, possono essere segate sopra S,_i da forme di S, aventi
ordine ! e contenenti V,.

Ricordiamo anche che una V, drriducibile si dice localmente
normale se esiste un intero h tale che le forme di ogni ordine
l=h seghino sopra V, un sistema lineare completo; una V, sif-
fatta si dice poi aritmeticamente normale se h =1 (cioé se le forme
di ogn¢ ordine I tagliano su V, un sistema completo).

Per una varietd localmente normale la proprieta di essere di
prima specie equivale a quella di essere aritmeficamente nor-
male (3).

Aggiungiamoe ora alcuni richiami sul genere aritmetico virtuale
di una V, (pura e priva di parti multiple) essenziali per il seguito.

E noto che la postulazione effettiva di V, rispetto alle forme
d’ordine ! & il numero P(V,, ) delle condizioni lineari indipen-
denti che occorre imporre ad una generica forma d’ordine [ af-
finché essa contenga V, per intero. Si ha ovviamente

l+7r

@ P, p=("

)= Ve, .

Quando I & abbastanza alto (superiore ad un certo l,) la postula-
zione effettiva P(V,, 1) & data — per un classico risultato di Hiwr-
BERT — da un polinomio in ! (detto funzione caratteristica dell’ideale
«(V,); o anche postulazione virtuale o regolare di V, rispetto alle
forme d’ordine I):

@ AV, Z>=(’§d)+(l+j_1).po (’gﬁ;z).p,+...
e (=11 (1) paca o+ (= D

Il coefficiente p, prende il nome di genere aritmetico virtuale

(3) Cfr. [1], p 20.
{?) Cfr. ad es. Garra [2], p. 183.

27
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di V, (9; si riconosce che gli altri coefficienti p, (0 <<7 <Cd) somno
i generi aritmetici virtuali delle varietd V, seziomni di V, con ge-
nerici spazi Sy_gari ().

I generi p,, p,,..., ps verranno indicati complessivamente nel
seguito come caratteri virtuali di V,.

Se V, & irriducibile e priva di punti multipli il genere arit-
metico virtnale p, coincide con il secondo genere aritmetico P,
introdotto da SEVERI (°) e prende anche il nome di genere aritme-
tico effettivo di V, (o, piu semplicemente, « genere aritmetico» della
varieta).

Consideriamo ora in S,, assieme a V,, una seconda varietd
algebrica d-dimensionale V,*, pura e priva di parti multiple.

Diremo che gl'ideali «(V,) ed x(V,*) delle due varietd somo
equivalenti se per ogni ! si ha

(f’( Vd: l) == ?(Vd*) l)y

il che — per la (3) — equivale a dire che in corrispondenza ad
ogui I le due varietd hanno la stessa postulazione effettiva:

P(V,, ) =P(V*, I).

Diremo poi che gl’ideali delle due varietd (o, pitt in breve, le
due varietd) hanno la stessa funzione caratteristica se per ogni
l si ha

Y (Va, ) = 2(Vy=, D).

Per quanto ovvie, saranno utili nel seguito le seguenti osser-
vazioni :

(4) Si ha ovviamente (— 1)4pa=1y(Vs, 0) —1. Il genere aritmetico
virtuale di una varietd & stato introdotto in [7] da SEevVERI, il quale &
ritornato sull’argomento in {8].

In tutte e due le memorie SEVERI esprime la funzione caratteristica
nel modo che segue:

l+d— 1,)' (pey=1).

a
V,l: 2 (—1)¥p.— 2 .
(Vo == (= 1pm ol 5L

I’ espressione (4) del testo, equivalente alla precedente, si trova nella
memoria [9] di Zariskr, il quale tra 1’altro ha ivi esteso la nozione di
genere aritmetico virtuale a varietd assolutamente normali sopra un campo
di caratteristica qualsiasi.

(5) Detto N 1 ordine di V; si ha p,=N—1.

(6) Cfr. [7], n. 10. L’ uguaglianza ps—= P,, nota per d <3 e conget-
turata in [7] da SEVERI per d qualsiasi, & stata dimostrata completamente da
KopAIRA e SPENCER in On arithmetic genera of algebraic varieties, < Proc.
Nat. Acad. U.S.A.» 39 (1953).
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1) Se gl ideali «(V,) ed «(V*) sono equivalenti, le due varietd
hanno la stessa funzione caratteristica (il viceversa mon & sempre
vero).

Infatti i due polinomi y%(V,, 1), %(Vs*, I), dovendo coincidere
per infiniti valori di ! superiori ad un certo I, (perché coincidono
allora con le postulazioni effettive delle due varieta) devono
coincidere per ogni ! (principio d’identitd dei polinomi).

“II) V, e Vi* hanno la stessa funzione caratieristica se, e solo
se, hanno gli stesst caratleri virtuali, pit precisamente se per ogni
indice 4 compreso fra 0 e d, estremi inclusi, si ha p, =p* (con
Po¥y PF, ooy pg* abbiamo indicato i caratteri virtuali di Vj»).

2. Un criterio d’equivalenza per gl’ideali di due varieta di
prima specie. Il criterio in discorso & dato dal

TrorEMA 1. - Siano V, e V * due varieta d-dimensionali, pure
e prive di parti multiple, appartenenti ad uno spazio S, e non ad
uno spazio di dimensione inferiore.

Si supponga che:

A) glideali «(Va_y), «(V¥,_,) delle sezioni V,_, e V¥,_, delle
due warieta con wun iperpiano S,—, (generico, ma fissato) siano
equivalenti;

B) © gener: aritmetici virtuali p, e p;* di V, e V;* siano
uguals;

C) V, sia di prima specie.

Allora anche V * & di prima specie; inolire i due ideali o(V,)
ed oV *) risultano equivalents.

Per la dimostrazione osserviamo innanzitutto che dall’ipotesi
A) segue — per le osservazioni I e II del paragrafo precedente —
che V,_, e V*,_, hanno gli stessi caratteri virtuali (p,=p* per
1=0,1,.., d— 1)

Tenendo conto dell’ipotesi B) e del fatto che i primi d carat-
teri p,, Puy ..oy Pa—1 di una varietd coincidono con gli analoghi
caratteri di una sua generica sezione iperpiana, si deduce che
V, e V*, hanno gli stessi caratteri virtuali, e di conseguenza
(osservazione II) hanno la stessa funzione caratteristica.

Cido mostra che, a partire da un certo I=1,, le postulazioni
effettive P(V,, 1) e P(V*, 1) delle due varieth sono uguali; laonde
per =1, si ha

o Ve, O =9(V*, D).
Ora si dimostra che, se per un certo ! &

(P(Vd*’ D= ‘P( Vs, Z)’
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allora anche

Infatti per la (1) del n. 1 &
WV, 1= =o(V¥, 1) — Y(V¥_y, 1)
o(Vay 1= =o(Vy, D — W Vo, D)
sottraendo membro a membro si offiene:
B) VA I —1) —o(Vy, I =1 =1e(V*, D —o(Va, DI+
+ U (Vaer, D — UVHy, DI

Ora, poiche V, & supposta di prima specie (ipotesi C), si ha per
qualunque 1

(6) Y(Viess, H=(Vyey, D),
mentre, per ora, in relazione a V,* sappiamo soltanto che per ogni {
(V) Vg, D) =WV, D).

D’ altra parte Vipotesi A) del teorema afferma che per qualsia-
sil
A Vas, D=o(V¥4—y, D),
per cui — tenuto conto della (6) — la (5) diventa
®) AV, =1 —o(Va, 1= D= oV, D —oVa, DI+
—+ g ‘{‘( V*d—i-, l) - qj(V*d—A; Z) "

Di qui si ricava appunto — in base alla (7) — che, supposto
o V¥, D =09(Vy, 1), & anche o(V* 1 — 1) =o(V,, I —1).
Il ragionamento svolto mostra che, avendosi per =1,

o( V¥, D= 4?( Vs, D,
sussiste per ogni valore di I la disuguaglianza
9) o(Ve* D=e(Va, D).

Per dimostrare il teorema occorre verificare che in corrispon-
denza ad ogni valore di ! si ha

(10) o(V*, D=u(Vy, D)
cioé che gl’ideali di V,* e V, sono equivalenti) e che
(11) q’(V*d-h l)_——(P(V*a,,g, l)

(vale a dire che V,* & di prima specie).
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Notiamo innanzitutto che le (10), (11) sono valide per I=1.
Infatti, poicheé V,, V,* appartengono ad S, e non ad uno spazio
di dimensione inferiore, si ha

o(Vy, N)=¢(V,* 1)=0;

d’altra parte, poich® V*, , — sezione di V,* con un generico
iperpiano Sy—; — mnon appartiene ad uno spazio di dimensione
inferiore ad » — 1, & anche

WV, D=9(V¥sey, ) =0.

Per provare completamente il teorema resta da verificare che
se in corrispondenza all’ordine ! — 1 si ha

allora le (10), (11) sono soddisfatte per 1’ ordine I.
Infatti, supposta vera la (12), si ricava dalla (8) che

Fo(Ve® D) — (Vg D+ 1o(VE—y, D—UV¥*—y, DI=0;

ma per le disuguaglianze (9), (7), le due espressioni dentro le
parentesi graffe mon possono essere megative, quindi esse sono
nulle, e cid prova I’ asserto.

Nora. - Sebbene non sia necessario per il seguito, osser-
viamo che se due varietah di¢ prima specie V,, V,* hanno ideali
equivalenti (il che implica tra 1’ altro che sia p, = p,*) allora anche
gl’ ideali delle loro generiche sezioni iperpiane V,_,, V#,_,
risultano equivalenti.

Infatti, per la (1) del n. 1, &

Y(Vaer, D =0(Va, ) —e(Vy, 1 —1),
WV, D=o(Vo#, ) — (Ve 1 —1);

e di qui si deduce che, dovendo essere per ogni I

H'J( Vi, D)= ‘{4( Vi, D,
WV, D)= o(V¥a_y, D),
o( Vi, §) =o(Vy D),
risulta anche

“P(Vd—l, l) = “?( V*d—l b l)a

il che prova I’ asserto.
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Questa osservazione permette di precisare il Teorema 1 nel
modo seguente:

Date due varieta V,, V#,, di cui una di prima specie, (ma en-
trambe pure, prive di parti multiple, ed appartenenti ad S, e non
ad uno spazio di dimensione inferiore), le condizioni wecessarie e
sufficienti affinché anche U altra varield risulti di prima specie ed
wolire ¢ loro ideali risultino equivalenti, sono che:

A) i generi aritmelici virtuali di V,, V*, siano uguali ;
B) glideali «(Va—1), «(V¥q_1) di due loro generiche sezioni iper-
piane siano equivalents.

3. Richiami sulle varieta intersezioni complete. Consideriamo
in S, una varietd intersezione completa di » — d forme degli or-
dini n,, n,, ..., Wy—a, e con essa 1’insieme di tutte le W, (pure e
prive di parti multiple) che risultano — singolarmente — inter-
sezioni complete di » — d forme aventi gli stessi ordini delle pre-
cedenti.

Gl ideals di due varietad qualsiansi dell’ insieme sono equivalenti.

Cid dipende dal fatto che le forme di un medesimo ordine !
contenenti una W, dell’insieme possono esprimersi come combi-
nazione lineare delle r — d forme di cui W, & intersezione com-
pleta; il che implica che il numero ¢(W,, 1) sia una funzione
far, 1, ny, ny,..., Wr_q) dei soli interi », I, n,, n,,..., Ne—g, € NON
della particolare W, considerata. Pili precisamente &

(13) for, 1, may ny, .. nr,d):z(’“”;f ™) -
— ¥ (l+r—n,—~ nk)+
1, k r
l+r—n —Ry — ... — Wr—d
— 1)r—d—1 7
+ e+ (=1 ( r )()-

Dalla circostanza che gl’ideali di due varietd qualsiansi dell’ in-

(") Cfr. SeVERI [6], nn. 1, 2.
Ricordiamo che nel calcolo effettivo della funzione f occorre attribuire
l4+r—mn, —..

il valore zero a quelle espressioni ( -

— Mg\ . .
in cui Il 47 —n, —

— .. — 0 <0, ed il valore 1 al simbolo : ; inoltre bisogna accettare per

f il valore zero allorquando ! & minore di tutte le %, (non esistendo in
tal caso forme d’ordine ! passanti per Wy).
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sieme siano equivalenti si deduce che le nostre W, hanno gli stesst
caratteri virtuali (osservazioni L, 1T del n. 1), in particolare lo stesso
genere aritmetico virtuale p, .

Quest’ ultimo pud essere valutato riferendosi ad una particolare
W, dell’insieme — che indicheremo con W, — la quale sia irri-
ducibile e priva di punti multipli, poiche in questo caso p; coin-
cide con il genere aritmetico effettivo P,.

A tale scopo si ricordi che sopra una W, cosiffatta le forme
d’ordine

=M, + Ny + o +=Npgdg— T — 1

tagliano ipersuperficie del sistema canonico impuro, anzi addirittura
il sistema canonico completo, poiche W, & aritmeticamente normale.
D’ altra parte 1’ irregolarith d-dimensionale g, di W, & nulla (9,

per cui — detto P, il genere geometrico di W, — si ha:
= + 7 _
Po=P,=P(We, 0=(" 7 ") —o(We, 0 0

Cosicche ¢l genere aritmetico virtuale di una W, (pura e priva
di parti multiple) intersezione completa di r — d forme di S, aventi
gli ordini ny, n,,..,n,_g &

(14) Pa = (P _; 7') — f(r, py Wu, Mg, .. Np_q).

L’ espressione di p; si semplifica notevolmente per d=—1.
Infatti il genere aritmetico di una curva W,, irriducibile e priva
di punti multipli (cio2 )’ ordinario genere della curva), la quale
sia intersezione completa di » — 1 forme di S, aventi gli ordini
My, Wyy ey Be—1, € notoriamente

1
(14)) D =5MNy e By (N + Nz oo + Wy — 7 — 1) 4+ 15 (19)

(8) Tutte queste proprietdh si possono dedurre da alcuni risultati di
SEVERI; cfr. ad es. la nota [5] dell’ A, p. 676.

(°) Quando & p <0 si ha P,=0, poiche il sistema canonico di Wy
risulta virtuale (non effettivo); per p =0 si ha invece P,—=1, in quanto
il sistema canonico si riduce allo zero dell’equivalenza ipersupertficiale.

() Cid perché W, ha ordine N=m,#y..%r-1 e le forme d’ ordine
p=mny + Ny .. +nr—1—7r—1 tagliano su di essa gruppi (di 2p —2
punti) appartenenti alla serie canonica.
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pertanto il genere aritmetico virtuale p, di una curva W, (anche
riducibile, ma priva di parti multiple) la quale sia intersezione
completa di » — 1 forme di S, aventi gli stessi ordini delle pre-
cedenti, & dato dalla (14). (*})

4. Caratterizzazione delle varieta (eventualmente spezzate)
intersezioni complete di forme. Si ha il

TeEoREMA 2. — Condizione necessaria e sufficiente affinche una va-
rieta d-dimensionale V¥ (pura e priva di parti multiple) apparienen-
te ad uno spazio S, (e non ad uno spazio di dimensione inferiore)
risulti intersezione completa di r — d forme irriducibily degli ording
n,, Dp,..,Nr—gqg (n,>1; d=>=1) & che:

a) il suo genere aritmetico virtuale sia dato dalle (14);

b) esista un iperpiano S,_, che tagli V,* secondo una varietd
V#;_, (pura e priva di parti multiple) intersezione completa di r —d
forme irriducibili (di Sr—1) aventi gli stesst ording delle precedenti. (1*)

Le condizioni @) e b) sono necessarie: precisamente la b) & ov-
via, in quanto futfe le sezioni iperpiane di una V,* intersezione
completa godono della proprietad indicata, e la a) & stata verificata
come condizione necessaria nel paragrafo precedente. Quel che

importa & la dimostrazione della sufficienza dell’insieme delle due
condizioni.

A tale scopo consideriamo in S, -— accanto ad una V,* che soddisfi
le ipotesi dell’enunciato — un’altra varieta V, (pura e priva di
parti multiple) la quale sia intersezione completa di » — d forme
degli ordini #»,, #,,.., mr—q, e verifichiamo che anche V,* &
intersezione completa di r — d forme aventi gli stessi ordini. Os-
serviamo innanzitutto che la wvarietd ausiliaria V, & di¢ prima

(1Y) Conviene ricordare che se W, si decompone in s curve C,, C,,
...y Cs (irriducibili, prive di punti multipli e con mutue intersezioni sem-
plici) il suo genere aritmetico virtuaie p, — detto anche semplicemente
“genere,, — si esprime in funzione dei generi =, delle componenti C,.
Precisamente, indicato con ¢ il numero dei punti comuni a due compo-
nenti Cp, Cr, si ha

Py =T, + g+ we + Ts— (§ — 1) + Ztax.

(#?) Nel caso particolare che Vy* sia una curva irriducibile e priva di
punti multipli, il teorema in esame & gid stato dimostrato nella nota [4]
dell’ A.
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specie (**) e che il suo genere aritmetico virtuale & dato anch’esso
dalla (14). Inoltre la sezione V,_, di V, con l’iperpiano S,_;, di
V*,_, risulta (come V*,_,) intersezione completa di r — d forme
di Sy—; aventi gli ordini #,, %s, ... ; Nr—qd.

Pertanto gl’ideali «(V,;_,) ed «(V*,_,) sono equivalenti (cfr. il
paragrafo precedente).

Si pud ora applicare il Teorema 1 del n. 2 ed affermare che
anche V,* & di prima specie. Cid implica che le » — d forme irridu-
cibili di Sy—; che s’intersecano lungo V*,_, devono essere tagliate
(sopra Sr—;) da v —d forme irriducibili di S, passanti per V,* ed
aventi gli stessi ordini n,, %3, ..., #y—qa.

Si conclude cosl che V,* & intersezione completa di queste forme.

5. Osservazioni sull’indipendenza delle condizioni a) e b) del
Teorema 2.

Se V,* & una eurva (d = 1) la condizione b) non basta da sola
a caratferizzarla come intersezione completa, anche nel caso piu
semplice che la curva sia irriducibile e priva di punti multipli:
basta pensare ad una quartica gobba di seconda specie dello spazio
ordinario, la quale non & intersezione completa di due quadriche,
mentre il gruppo di 4 punti tagliato sopra di essa da un piano
generico & intersezione di due coniche. (%)

Invece se una varieta Vy* di dimensione d . 1, trriducibile e
priva di varieta multiple ¢ d — 1 dimensioni, soddisfa la condizio-
ne b), essa & certamente intersezione complcta di r — d forme degls

(#3) Cfr. DusreIL [1], p. 21. La proprietda in questione era gia stata
dimostrata da SEVERI per d =2 (cfr. [6], n. 14) mediante un ragionamento
estendibile ad una Vs qualsiasi con ovvie varianti di linguaggio

{#4) Cosippure, la condizione a) non basta da sola a caratterizzare
quali intersezioni complete le curve di S, aventi ordine N=mnm,...nr—1.

Ad es., per r=3, n,=n;, =3 la a) impone che sia p, =10.

Ora esistono in S; delle eurve C irriducibili e prive di punti multipli
d’ordine N=9 e genere p =10, le quali non possono essere intersezioni
complete di due superficie cubiche, perché appartengono ad una quadrica.

(Nella proiezione stereografica della quadrica le 0 hanno per immagine
sul piano icomico curve C' d’ordine 9 passanti con molteplicita 3 e 6 per
i due punti fondamentali della rappresentazione).

La condizione a) da sola non basta a caratterizzare neanche le varieta Vg
intersezioni complete, aventi dimensione d>1 ed ordine N=mn,n;... #r_q.

Ad es., per r =4, n, =n,=2(d =2), la a)impone che sia p,=0. Tut-
tavia una generica proieziome in S, della superficie di VERONESE, pur
avendo ordine N=4 e gemnere p, = P, = P, =0, non & affatto intersezione
completa di due iperquadriche di S,.
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ordini n,, ny,..., n,—q (e in tal caso la condizione a) risulta sovrab-
bondante). ('°)

Tuttavia, se si ammette che Va* possa essere spezzata, la sola
condizione b) non basta a riconoscerla come intersezione completa.

Cid & provato dal seguente esempio.

Si consideri in S, una superficie V#, del quart’ordine formata
da quattro piané generiei o, a,, ;, «, (non intersecantisi a due a
due secondo rette); s’indichi con P,, il punto intersezione dei piani
%, %y, € con S; 'iperpiano individuato da Py;, P,;, Py, Py,. Tale
S; taglia i quattro piani «;, o, «;, «, rispettivamente secondo le
quattro rette

s = P,,Py, s =P,;P,, t=P;P,;, t'=P,P,y

le quali formano complessivamente una curva V,* (del quart’ ordine)
sezione di V,* con D'iperpiano S;.

Ora si noti che la retta { si appoggia alle rette s, s” nei punti
P,,, P,,, e la retta ' si appoggia ad s, s’ nei punti P,,, P,,.

Tenendo conto di cid, si vede facilmente che la curva V¥ ap-
partiene ad co' quadriche di S;. e quindi risulta intersezione com-
pleta di due di esse, diciamo F, F".

Tuttavia la superficie V,* non & intersezione completa di due
iperquadriche di S,.

Per dimostrarlo consideriamo la curva V* sezione di V,* con
un iperpiano S; che non passi per nessuno dei sei punti P,. Se

(15) Questa proposizione si trova dimostrata nella nota [4] dell’A., ed &
equivalente ad un teorema di JoNaMANs, [3], p. 460.

Per completerza riferiamo qui la breve dimostrazione.

Dentro I'iperpiano Sr--1, che taglia su V*; la varieta V*;—, inter
sezione completa di # —d forme irriducibili degli ordini n,, ny,..., #r—d,

consideriamo una successione di spazi lineari Sy-z, Sr—s,.., Sr—d+2,
Sr—d-+1 contenuti ciascuno nel precedente e del resto generici.
Siano V*;_,, V*¥;_3,.., V¥, V¥ le sezioni rispettive di V*¥;., (e di

V*,) con i detti spazi. Per 'ipotesi fatta su V*;_,, la curva V*, risulta interse-
zione completa di » — d forme di Sr—d+41; inoltre, poiche V*; & priva di
varieta multiple a d —1 dimensioni, V¥, risulta priva di punti multipli. Quindi
V*, & aritmeticamente normale (SEverI [6], n. 6), il che implica che anche
V*,, V4%,.., V¥;_,, V*; siano aritmeticamente normali (cfr. ad es. GAETA
[2], p. 193), ciod di prima specie. Orbene poiche V¥*; & di prima specie,
succede che le forme irriducibili di Sr—1 di cui V*;_, & intersezione
completa, sono segate sopra Sr—; da forme degli stessi ordini passanti
per V*g, il che prova che V*; & intersezione completa di queste ultime
forme.
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V,* fosse intersezione completa di due iperquadriche, V,* dovrebbe
essere intersezione completa di due quadriche di S;; ma cid & evi-
dentemente assurdo in quanto 17,* é formata da quattro rette,
sghembe a due due.

Questo esempio mette in luce un’altra circostanza interessante,
e precisamente che la superficie Vy* non & di prima specie (in
quanto almeno una delle quadriche F, F' di S, passanti per V*
non & segata sopra S, da un’iperquadrica contenente V,¥) menire
la sua sezione iperpiana V,* & di prima specie (perché intersezione
completa di due quadriche di S,).

Cid mostra che la nota proprietad enunciata da Gapra (!f) per
le varietd irriducibili localmente normali: « Se una sezione iper-
piana di una varieta V, & di prima specie, allora anche V, & di
prima specie » non pud essere estesa alle varieth spezzate.

(*6) Cfr [2], p. 198.
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