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Sulla traiettoria ottima di un missile leggero
soggetto a forza grayitazionale centrale in atmosfera resistente.

Nota di YINCENZO CAPRA (a Torino)

Sunto - Si stabilisée il programma della direzione della spinta da applicare
perché sia massima la gittata di un missile puntiforme. supponendo la
resistenza proporsionale ad una potenza della velocità, la densità
delVaria variabile esponenzialmente con V altesza e V accelerazione di
gravttà di tipo Newtoniano. Si espone anche un proeedimento per il
calcolo numerico del programma.

Summary. - In order to settle the optimum trajectory of a pointlike mtssile
and on the assumptions: drag proportional to a real power of the
speed, exponential law for the variation of the air density with the
height, central gravitational field the program of the direction of the
thrust applied to the missile is found out. The numerical calculatton
of the program is devised too.

1. In un recente lavoro [1], G. TORALDO DI FJ&ANCIA ha esa-
minato il problema della determinazione del programma del-
P orienta mento, istante per istante, della direzione della spinta
da applicare ad un missile puntiforme per ottenere la traiettoria
di gittata massima. Il problema è stato studiato nelle seguenti
ipotesi:

- forza propellente tale che il missile non abbandoni
definitivamente 1' atmosfera,

- terra piana e non in rotazione,
- resistenza dell'aria della forma ae"byv2 (y altezza dal suolo^

v Yelocità, a e b costanti > 0),
- peso del missile trascurabile rispetto alla forza propellente

(spinta) e alla resistenza (missile leggero).

Si riprende qui il problema considerando la terra sferica (non
in rotazione), la traiettoria piana, 1' accelerazione di gravita di
tipo Newtoniano e la resistenza dell'aria della forma ae~b9v1\
dove v è la velocita, p la distanza dal centro della terra, a, bt

n > 1, costanti positive.
Il programma della direzione della spinta dipende dalla riso-

luzione di una equazione funzionale che viene eseguita numeri*
camente.



SUIXA TEAIETTOKIA OÏTIMA Dl UN MISSILE LEGGERO, ECC. 361

Si osserva che Ie traiettorie ottime possono risultare omotetiche.
Per comodità di raffronto col lavoro citato [1] si sono usate,

per quanto possibile, Ie stesse notazioni e la stessa disposizione
degli argomenti.

Per quanto rigtiarda l'impostazione della questione si rimanda
al lavoro di Gr. TORALDO [1], ma poichè colle nuove ipotesi intro-
dotte non sono più utilizzabili Ie ordinarie equazioni della Balistica
Esterna che ricorrono in [1], si premetterà, in sostituzione di quelle,
la determinazione di alcune relazioni che verranno utilizzate nel
corso del lavoro.

2. Supposta la terra sferica e non in rotazione e 1' accelerazione
di gravita di tipo Newtoniano, si stabiliscono subito le equazioni
del moto di un grave lanciato con velocità iniziale non nulla e
in direzione diversa dalla verticale. Da queste equazioni si trag-
gono alcune conseguenze che verranno utilizzate successivamente.
Siano perciö :

- k, il versore della verticale locale della traiettoria nel-
1' origine del moto,

- p la distanza polare (polo il centro della terra ,
- cp Panomalia contata dalla verticale locale nell' origine del

moto,
- v il vettore velocità,
- ~R il vettore resistenza del mezzo (f unzione di D e di p),
- g il vettore accelerazione di gravita (funzione di p),
- ^ la distanza zenitale locale relativa al vettore v,
- m la massa del grave.

Se poi

f 1 T =

E = — e*(?+*) B(v, p) h,

dalla equazione vettoriale del moto:

(2) m-^ = mg -+- E,

seguono facilmente le equazioni scalari :

(3)

dv cos ^ . ck>
m j , ~ — mv s m ̂  —̂  = — mg(p) — E(v, p) cos

dv s in ̂  dep
m —~jTj——H mv cos Sr ~ = — R{vy p) sin
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Associando alle (3) Ie

... do d<ù v si
(4) ~ = v cos S, ™ = ——-w dt ' dt p

si deducono Ie altre

dv
(5) m - ^ = — mg{p) cos 5r — R(v, p)

(6, § = *!*z i£ ! sin Si
w a£ t?p

Derivando Ie (4) e tenuto conto delle (5) e (6) si hanno infine Ie:

P - *?« sin8 a ^ f a p) dp

o

(8) ctg 2f

p

3, j Si dimostrerà ora che anche sotto le mutate ipotesi continua
a valere il risultato ottenuto in [i] secondo cui la gittata della
traiettoria deve essere valutata in base alla posizione raggiunta
alla fine della combustione. Se F(t) è la forza propellente non
nulla in^O < t < tl (F^,) — 0), m(t) = sM(t) la massa variabile,
ae~bPvn~i v la resistenza dell'aria, l'equazione vettoriale del moto
del missile è:

/7 /ij t_ ^

(9) *M(t) _ = JP(Q - sM(t) g — ae-tpv"-1 v,

la quale per s -^ 0 assume la forma ridotta

(10) 'Fit) = ae-tpv»-1 "tT

Dalla (10) risulta che F(t) e v hanno la stessa direzione ed
inoltre dalJa:

(11) F(t) = ae-bpvn
:

si ha che il missile deve essere lanciato con una forza impulsiva
che gli imprime la velocità iniziale
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Sostituendo nella (10) il valore di v che si ricava dalla (11) si
ha:

(12) v =

Considerato il riferimento polare introdotto in 2, la eomponente
della (12) secondo la verticale locale risulta:

= ' * = \/M cos 9(0.
at K a

Posto

, (p0, distanza polare

g = = n V o e - ^ d e l l , o r i g i n e d e l l a

traiettoria)

e integrando la (13) si ha

((p—Po) 1 f n

(15) e = 1 - ^ ƒ cos

Se per t ^ t x (£15 istante in cui cessa la spinta) il secondo
membro non si annulla il missile non puö abbandonare defini-
tivamente l'atmosfera terrestre (almeno durante la fase di coin-
bustione del propellente) e perciö basta che sia: '

ƒ 71

V F(l) dt
0

La eomponente della (12) secondo la orizzontale locale è

i, n

— p i lF(t)
(16) e n v sin ̂  = 1/ sin ST.

Posto poi

(17)

dalla (15) si ha

(18)
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e con

(19) — p0 = m, (m ha significato diverso da quello che ha in 2.)

dalla (16) con la (L5), (17), (18) e la seconda delle (4), segne:

dt — K [i — h(t)] j m - lg[l — h(t)] j *

Integrando la (20) fino a t = tx si ha Panomalia alla fine della
combustione del propellente:

i - h(t)] \ m lg[l-h(t)] \at-
O

Per determinare la traiettoria di gittata massima si deve otte-
nere 1' anomalia massima che è somma (perché cp è sempre uscente
corne risulterà dai ragionamenti di 3.8) della cpj data dalla (21) e
dell'incremento della anomalia dopo la fine della combustione fino
airistante delPimpatto sulla superficie terrestre. Ma, corne in
[1], si dimostrerà che taie incremento Acp tende a zero per s —* 0
(mitj = ml —- 0). Sarà cosï <pmaa? = <pj .

3. j Si deve ora ottenere P anomalia relativa a t > tx. Intanto,
se /tnl è la massa residua, costante, dopo la fine della combustione
dalla (9) segue

(22) m, - ^ - = mxg — ae~b?vn-1 v (m, — m(t,) =

che rientra nella (2) ponendo B (v, p) — — ae—h?vn—1'~v e cambiando
g in — g . Si puö quindi far ricorso a quanto stabilito in 2. In
primo luogo trattandosi di missili destinati a non abbandonare
definitivamente V atmosfera terrestre è lecito supporre che, per
t > tl j sia sempre

(23)

d%
e quindi (u (6)) che sia sempre - r r>0se sin ^ > 0. Ora, nel vuoto,

(4) v > 6200 m/s se p = 8000 Km.
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se è inizialmente -u=j=O e ^f=0, u, un grave soggetto a sola forza
Newtoniana descrive una traiettoria ellittica. Con rag ionament i
analoghi a quelli fatti da alcani Autori [2] si conclude, passando
atmosfera resistente, che sono sempre 0 < ^ < ** e <u > 0 e perciö

|>0e|>0M4)).

Si puö cosi cominciare col dimostrare che il tempo t% —11

per passare dal punto P,(pj, «p,), nel quale termina la combustione,
al punto d'impatto, è finito. Infatti si ha (v. (23))

e inoltre

(25) Ax < ^ - Ö < J4 ï (E(v, p) =

Supponendo che P , sia addir i t tura sul ramo ascendente il
tempo t2 — tj si compone del tempo tv — tx necessario pe r raggiun-
gere il vertice e del tempo tt — tv per passare dal vert ice al punto
d ? impatto. Dalla (7) per Ie (24) e (25) si ha [3]:

d*p M dp
m < m * A

e quindi la soluzione della equazione

dy dp ( do

do
facendovi ^ = 0 condizione corrispondente al passaggio per il

vertice, v. (4)), fornisce una maggiorazione per tv — tx.

Sempre dalla (7) e per Ie (24) e (25) e tenuto conto che per

t > i è s i

dp
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Quindi la soluzione della equazione

d*P M do rt / dp
m-^hA^hmq — 0 \t = t p = : p ^

per p — p2 (p2 = raggio della terra) fornisce una maggiorazione
per tt — tv* Facili calcoli accertano che entrambe Ie maggiorazioni
producouo valori finiti. È quindi fiuito il tempo 1, — tx per pas-
sare dal punto Px a quello d'impatto.

Ciö premesso, se (v. (8)) :

ris uit a

Cpi è maggiorata dalla soluzione della

per ^ = ^2, e che risulta

(26) T l _ T l = - _ .

II secondo membro della (26) tende a zero per mx —*- 0 e quindi
(?s — ?i) —̂  0* C°s^ Panomalia massima è data dalla (21).

4. j Per determinare la traiettoria ottima bisogna individuare
la <p, massima (v. (21)) come funzionale di ïr(£). Tenuto conto della
(21) e dei consueti procedimenti variazionali [4] si deduce che
condizione necessaria per il massimo è che ^(0 soddisfi 1' equazione
funzionale :

(27)
[1 — W)}\ m-lg[l-h(t)]

tin.

_ sin S(Q f V ^ ) sin aÇ) | w - 1 - lg [1 - h®\ | f

— K J [ l - M O p i m - l g U - * © ) ] ! * '
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dove h(t) è dato dalla (17). Siccome la sua soluzione risulterà unica
si potrà seaza ulteriori discussioni accettarla come corrispondente
al massimo cercato.

4.j Per risolvere il sistema delle equazioui (27) e (17), siccome
quest' ultima si puö scrivere

(28) h'(t)=^y/F(f) co8ïr(ï),

si osserva che la (27) puö assumere la forma seguente

Kh\t) \ m - 1 — lg [1 - h(t)] ! _
m — lg [1 —

1 d f fV'JF^) s i n *(«) I M» — 1 — lg [1 -
~ 2Kdl l / [1 - *©]' | « _ lg [1 _ fc(Çh(l)\ 2

Integraudo la précédente, estraendo la radiée, derivando e
riducendo :

- [1 - Hij] \ m - lg [1 - hjtj] j h

Quadrando e sommando Ie (28) e (29) ed estraendo nuovamente
la radice si ottiene

1 ' V[l-*(*)]Jl»n — l g [ l - * ( « ] ! » - [ l - * « i ) ] J l " » - l g [ l -X<,)]1

Infine dalle (29) e (30) si ha

(31) sm S(0 _ ( 1

11 sistema delle (27) e (17) risulta cosï trasformato in quello
delle (31) e (30). In 5. l e segg. si yedrà come sia possibilê ricavare
la h(t) dalla (30) dopo di che la (31) fornirà
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Si osserva intanto dalla (31) che sin ^(^) = 1 e quindi ^(cj = -~
e perciö il punto nel quale termina la combustione è il vertice
della traiettoria.

4.3 Per determinare 1' equazione della traiettoria si riprenda la
20). Sostituendo mediante Ie (30) e (31) e siccome dalle (14), (16),
17), (18) e (19) si ha

(32) 1 - h(t)z=z e~ l (^Po), h'(t)dt — - e " S(P~Po)dp, m - lg [1 — h(t)] = - p,
tb Tv

si giunge alla:

1 dû
(33) dep = ~

II radicando della (33) è sempre positivo in quanto 2 è cre-

scente con p perche

2e2

che è positiva perché - > 0,00001 [5] e p > 6.300.000.

p 26
Posto ancorar = — e — Pl = c si ha dalla (33):

Pi n

(34)
_1 f dr

<pl ~~ ^ "" S" ƒ r V e c ( l " r ) ^ — 1 '

Per la positività della funzione integranda la (34) risulta
invertibile e quindi è

r = WK(<f,-<t), e],

la quale prova che Ie traiettorie, a pari valori di K e di c, sono
omotetiche. Inoltre dalla (16) e dall'ultima delle (32) si ha:



SUIXA TBAIETTORIA OTTIMA Dl UN MISSILE LEGGERO, ECC. 369

(35) v(t) =
V a [ l -

e quindi la velocità istantanea dipende da F(t) e da

5j Occorre ora determinare la funzione h(t). Essa pnö aversi
dalla (30) nella quale conviene fare la sostituzione

T = 1 — h(t) —dr = h'{t)dt,

orre inoltre

0(T) = x[m — lg T], g(ïù = Tl[w — lg T,] (TJ = 1 — fo(^))
(36) 1

g'(r) = **-!-Igt, »"(') = - -

ottenendo

È opportuno cominci-are con la determinazione di ~, che si fa
ponendo

(38)

e quindi si deve risolrere per iterazione la

(39) r W S

Siccome iiitegrando per parti è

1
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la (39), tenuto conto della (36) si trasforma nella

( 4 0 ) - g*(*ù - f Vg'W-g'fr,) d ^ = 0y J 'i[m — 1 — log r(]
2

dove m - l — l g ï ) = £ p o - l _ l g e - | ( P - P o ) = - l 4 - ^ p

Per la esecuzione pratica dei calcoli numerici convengono i
cambiamenti di variabile

(41) + t,], d'/j = 2
 l d^ ;

coi quali in entrambi gli integrali di (38) e (39) 1' intervallo di
integrazione diviene (— 1, -+- 1) per il quale si dispone di numerose
formule di quadratura [6].

Per Ie (41) si ha cosi

1

) M) - f(T;) (1 _ T J J , _ A = o.

Sostituendo nell' ultinia gli integrali con formule di quadratura :

T(T,) = Y(TI)^i21(TI)H-JB1(«1)

e, trascurando i resti, si possono ese^uire Ie iterazioni

T1'V> = T I ( V - . ) ^ ^ 9 ( T J < V - 1 ) ) (v = l. 2, ...)

che si possono iniziare con un valore arbitrario di T1 , per es.

Tj(0) = 1 e scegliendo il fattore -== (H > 1) in modo che la succes-

sione delle iterate converga [7], La convergenza delle iterazioni
con T,(0) arbitrario alla soluzione unica della (39) discende dalla mo-
notonia di Y(T,). Siccome si usa in pratica la (42) converrà impiegare,
per ottenere Y(TJ), formule di quadratura a coefficienti peso tutti
positivi. In tal modo anche yC )̂ è monotona perche le funzioni
integrande (v. (39)) sono positive e monotone.
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5.2 Una volta determinato il valore di r1 si possono calcolare
numericamente Ie f unzioni :

(43)

(44) N(t) = ^j\'F& tdv £ = | ( 1 -H v).
—ï

L' equazione

(45) L(r) = K{t)

équivale alla x = 1 — h(t) e quindi la corrispondenza fra t e x è
numericamente determinata. La sua effettiva costruzione puö farsi
come segue :

- dalla (43), assegnati x(1), x(ï)J ... , si hanno if(x(1)), X(r(2), ...,
- dalla (44), assegnati t(l), t{ï)i ... , (indipendentemente da x(1),

x(ï), ...) si hanno N(t{l)), N(t{t)), ... 9
- considerata la tabella x(l), L(rU)), per la (45) si possono

inserire i valori N(tii}) tra i valori L(t(t)) ; risulta cosï conveniente
l'impiego del metodo di interpolazione inversa di Neville [8] per
determinare il valore di x(J) corrispondente di t^y

Infine dalla (31) si ha ^(0 ed il programma della direzione
della spinta è determinato.
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