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Sulla traiettoria ottima di un missile leggero
soggetto a forza gravitazionale centrale in atmosfera resistente.

Nota di VinceNzo CaPRA (a Torino)

Sunto - S¢ stabilisce il programma della direzione della spinta da applicare
percké sia massima la gittata di un missile puntiforme, supponendo la
resistenza proporzionale ad una potenza della wvelocitd, la densite
dell’ aria variabile esponenzialmente con U altezza e 1 accelerazione di
gravita di tipo Newtoniano. Si espone anche un procedimento per il
calcolo numerico del programma.

Summary. - In order to seitle the optimum trajectory of a pointlike massile
and on the assumptions: drag proportional to a real power of the
speed, exponential law for the variation of the air density with the
height, central gravitational field the program of the direction of the
thrust applied to the missile is found out. The numerical calculation
of the program is devised too.

1. In un recente lavoro [1], G. TorALDO DI FrANCIA ha esa-
minato il problema della deferminazione del programma del-
1’orientamento, istante per istante, della direzione della spinta
da applicare ad un missile puntiforme per ottenere la traiettoria

di gittata massima. Il problema & stato studiato mnelle seguenti
ipotesi:

- forza propellente tale che il missile non abbandoni
definitivamente 1’ atmosfera,

— terra piana e non in rofazione,

- resistenza dell’aria della forma ae~"¥»? (y altezza dal suolo,
v velocita, a e b costanti > 0),

—~ peso del missile trascurabile rispetto alla forza propellente
(spinta) e alla resistenza (missile leggero).

Si riprende qui il problema considerando la terra sferica (non
in rotazione), la tiraiettoria piana, 1’accelerazione di gravita di
tipo Newtoniano e la resistenza dell’aria della forma ae—%ev®,
dove v & la velocitd, o la distanza dal centro della terra, a, b,
n > 1, costanti posifive.

11 programma della direzione della spinta dipende dalla riso-
luzione di una equazione funzionale che viene eseguita numeri-

camente.



SULLA TRAIETTORIA OTTIMA DI UN MISSILE LEGGERO, ECC. 361

Si osserva che le traiettorie ottime possono risultare omotetiche.

Per comodita di raffronto col lavoro citato [1] si sono usate,
per quanto possibile, le stesse mnotazioni e la stessa disposizione
degli argomenti. °

Per gquaunto riguarda Y impostazione della questione si rimanda
al lavoro di G. ToraLDO [1], ma poiché colle nuove ipotesi intro-
dotte non sono pit utilizzabili le ordinaric equazioni della Balistica
Esterna che ricorrono in [1], si premettera, in sostituzione di quelle,
la determinazione di alcune relazioni che verranno utilizzate nel
corso del lavoro.

2. Supposta la terra sferica e non in rotazione e 1’ accelerazione
di gravityd di tipo Newtoniano, si stabiliscono subito le equazioni
del moto di un grave lanciato con velocitd iniziale mon nulla e
in direzione diversa dalla verticale. Da queste equazioni si trag-
gono alcune conseguenze che verranno utilizzate successivamente.
Siano percid:

-—75: il versore della verticale locale della traiettoria nel-
I’origine del wmoto,

- ¢ la distanza polare (polo il centro della terra,

- » I’anomalia contata dalla verticale locale mell’ origine del

moto,
- v il vettore velocita,
- R il vettore resistenza del mezzo (funzione di v e di °),
—:t_]»il vettore accelerazione di gravitha (funzione di p),
- 3 la distanza zenitale locale relativa al vettore E
- m la massa del grave.
Se poi

S V= eilo+tNp I

= —e%glp) k (g(p) = o—?)
BE=— eet® R(v, p) k, ‘

(1)

dalla equazione vettoriale del moto:

d —_
(2) md—f:mg+R,

seguono facilmente le equazioni scalari:

dvcos? . de
m-—— g — M smism:— myg(p) — R(v, ¢) cos ¥
3) dv sin 5 de

i + Mo cos I m}:—R(fv, p) sin >
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Associando alle (8) le

dp do wvsiny
(4) d-t —=PCos Y <, a—i = P_
si deducono le altre
d
5) m 71; — mg(p) cos T — R(v, p)
as gl —v*
(6) ‘ﬁ = T sin .

Derivando le (4) e tenuto conto delle (5) e (6) si hanno infine le:

- de g e — o' sin’ s R@, o) de

(V) Mmagp=——m o T e dt
de pR(v, 0)](do\?

®) ™o = | 2mete S + i 3](07t) -

3., Si dimostrera ora che anche sotto le mutate ipotesi continua

a valere il risultato ottenuto in [1] secondo cui la gittata della
traiettoria deve essere valutata in base alla posizione raggiunta
alla fine della combustione. Se F(¢) & la forza propellente non
nulla in O<t<t (F(t,) =0), m()=<M() la massa variabile,
ae—boy"—7y la resistenza dell’aria, I’ equazione vettoriale del moto
del missile &:

do _ — — —
9) e M(t) Elg = F () — <M(t) g — ae—bev" 10,
la quale per ¢ — 0 assume la forma ridotta
(10) F () = ae—teo"—1 v.

Dalla (10) risulta che 7(t) e v hanno la stessa direziome ed
inoltre dalla:

(11) F(t) = ae—bev",
si ha che il missile deve essere lanciato con una forza impulsiva

che gli imprime la velocitah iniziale

— F(O)

v A
7V ae—bp”
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Sostituendo nella (10) il valore di v che si ricava dalla (11) si
ha:

b -—
12) Pt 12~ _“__Fﬁ)_
Va[F@)" !

Considerato il riferimento polare introdotto in 2, la componente
della (12) secondo la verticale locale risulta:

b
(13) “afdp _ F(t)
e 7= = cos 3(¢).
Posto
VaeTn (p,, distanza polare
(14) Kzn_%fo dell’ origine della
traiettoria)
e integrando la (13) si ha
Lyp— 1 [
(15) e m =1 = e /VF(E) cos S(E)dx.

0

Se per t<<t, (¢,, istante in cui cessa la spinta) il secondo
membro non si annulla il missile non pud abbandonare defini-
tivamente 1’atmosfera terrestre (almeno durante la fase di com-
bustione del propellente) e percid basta che sia: -

K> HF@) i,

La componente della (12) secondo la orizzontale locale &

b

2 /
(16) e "‘usiny = l/E(—)sms
Posto poi
t
(17) h(t) :I_([ cos 3()dz,

dalla (15) si ha

b
(18) — (e — s =g [t — k()]
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e con

b I . .
(19) 72 Po =M, (m ha significato diverso da quello che ha in 2.)
dalla (16) con la (15), (17), (18) e la seconda delle (4), segue:

dy 1 C’F@ sin 3(t)
dt — K [1 — h®]im —1g[l —h@®)] "

(20)

Integrando la (20) fino a { =1, si ha 1’anomalia alla fine della
combustione del propellente:

1 S VF(t) sin 3(%)
K (1 —r@]Im1g[1 — R®]!

1) dt.

Per determinare la traiettoria di gittata massima si deve otte-
nere 1’ anomalia massima che & somma (perché ¢ & sempre uscente
come risulterd dai ragionamenti di 3.,) della ¢, data dalla (21) e
dell’incremento della anomalia dopo la fine della combustione fino
all’istante dell’impatto sulla superficie terrestre. Ma, come in
[1]. si dimostrerd che tale incremento A¢ tende a zero per ¢ — 0
(m(t,) =m, — 0). Sard cosl 0,,, =9, .

3., Si deve ora ottenere I’anomalia relativa a ¢ > ¢,. Intanto.
se m, € la massa residua, costante, dopo la fine della combustione
dalla (9) segue

d —_
22) m, df =mg — ae-boon1Y  (m, =m(t) = M(t)).
che rientra nella (2) ponendo E (v, ¢) = —ae—brom—1y e cambiando

g in -—-g Si pud quindi far ricorso a quanto stabilito in 2. In
primo luogo trattandosi di missili destinati a non abbandonare
definitivamente 1’atmosfera terrestre & lecito supporre che, per
t=1%,, sia sempre

(28) g(e)e > v* ()

~]
e quindi (v. (6)) che sia sempre Z—t > 0 se sin ¥ > 0. Ora, nel vuoto,

() v>6200m/s se o==8000 Km.
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se ¢ inizialmente v=3=0 e 330, =, un grave soggetto a sola forza
Newtoniana descrive una traiettoria ellittica. Con ragionamenti
analoghi a quelli fatti da alcuni Autori [2] si conclude, passando
atmosfera resistente, che sono sempre 0 <3< w e v> 0 e percid
as

d,
=0 —d{> 0 (v.(4)).

Si pud cosl cominciare col dimostrare che il tempo #, —¢,
per passare dal punto P,(p,, ¢,), nel quale termina la combustione,
al punto d’impatto, & finito. Infatti si ha (v. (23))

— %t ?3 _—t
— m, g(p)p — v*sin —m, g — v

(24) ; < p <—m,q<<0
<q — cost < 9(9)99— v’)
e inoltre
(25) 4, < R(Z’ D 4, (R(v, ¢) = ae—bouv").

Supponendo che P, sia addirittura sul ramo ascendente il
tempo £, — ¢, si compone del tempo £, — {, necessario per raggiun-
gere il vertice e del tempo ¢, — I, per passare dal vertice al punto
d’ impatto. Dalla (7) per le (24) e (25) si ha [3]:

d’p dp
mla-z<—mlq_Al at

e quindi la soluzione della equazione

d‘zp dp dlo ,
m‘d—t’+AIEt+mlq:0 (tztli’P:Pl:‘z:P])

. dp . . . .
facendovi Q= 0 condizione corrispondente al passaggio per il

vertice, v. (4)), fornisce una maggiorazione per f, —¢,.
Sempre dalla (7) e per le (24) e (25) e tenuto conto che per
dp

t>t"éEft<O’ si ha

a’ d
", d—tP?< —_ 'm,q—A,ag.
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Quindi la soluzione della equazione

d?
m, dtf“)" + A

d
Zdt+m‘q‘0 (t—_—tv, 0= 4 0)

{ p"’dt’

per p—p, (p, =raggio della terra) fornisce una maggiorazione
per i, —#». Facili calcoli accertano che entrambe le maggiorazioni
producono valori finiti. B quindi finito il tempo f, —#, per pas-
sare dal punto P, a quello d’impatto.

Cid premesso, se (v. (8):

B> ! - [2m, ctg S + PR, p)} ||
! |

v?!sin |
risulta

d% do\?
"G < B (d:)

e o, — 9, & maggiorata dalla soluzione della

d*y do\*? do 'vsm“f
m g = B(g) =0 (1=t e=en G =""07)

per t =1¢,, e che risulta

m Bt, +m,C*
@6)  w—e=—Fle g o

Cp=— 1

11 secondo membro della (26) tende a zero per m, — 0 e quindi
(9, — ¢,) — 0. Cosl ’anomalia massima & data dalla (21).

4., Per determinare la traiettoria ottima bisogna individuare
la ¢, massima (v. (21)) come funzionale di %(¢). Tenuto conto della
(21) e dei consueti procedimenti variazionali [4] si deduce che
condizione necessaria per il massimo & che 3(f) soddisfi I’ equazione
funzionale:

cos (%)

27) A—h@®]Tm — 1g[L —rH]| —

__sin3(t) tl{/ﬁ‘i—) siny€) jm — 1 —1g[1 — hE)] !
- K ; [t —AE) i m —1g[1 —hE)]?

dk,
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dove h(t) & dato dalla (17). Siccome la sua soluzione risulters unica
si potra senza ulteriori discussioni accettarla come corrispondente
al massimo cercato.

4., Per risolvere il sistema delle equazioni (27) e (17), siccome
quest’ ultima si pud scrivere

9) W) = 3 VE® cos 30,

si osserva che la (27) pud assumere la forma seguente
Kh@) im —1—I1g[l —h®]} _
[L—r@®OF tm —1g[1—h®]*

Hhn

o) [0 gm0 1 s
i

3K dt =@ im—1g[ = kO[T %

Integrando la precedente, estraendo la radice, derivando e
riducendo:

=) — [L—h(@)) {m —I1g [L — Rh(t)] | k') _
VA= Tm —1g [T —h@)] F—[L —hE)F im—I1g[1—hE)]1*

— lK Q/F(tﬁ) sin 3(%).

Quadrando e sommando le (28) e (29) ed estraendo nuovamente
la radice si ottiene

5 [L — ()] | m — g [1 — ht)] { B'(E) _
B0 VIT—h@F 1 —1g[L — AOTF —[1— k)P Im —Tg [ — W) 1*

1 ”——t
= I—(VF( ).
Infine dalle (29) e (30) si ha

. . _ (1 — h(t)] | m—Ig[l —h()]!
®1) SISO = [T 70) fm =g [T — R |

11 sistema delle (27) e (17) risulta cosl trasformato in quello
delle (31) e (30). In 5., e segg. si vedra come sia possibile ricavare
la k(f) dalla (30) dopo di che la (31) fornira ().
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Si osserva intanto dalla (81) che sin %(f,) =1 e quindi 3(¢,) :—g

e percid il punto nel quale termina la combustione & il vertice
della traiettoria.

4., Per determinare I’ equazione della traiettoria si riprenda la
20). Sostituendo mediante le (30) e (31) e siccome dalle (14), (16),
17), (18) e (19) si ha

- b
e wf P°(le,m—lg[l—l’o,(t)]:—;@p,

o

b
82) 1-h()=e" "~ Rn(Hdt =

si giunge alla:

. 1 dp
(33) dCP - .?{ 2b P?
plewem 1
P
ezgp
Il radicando della (33) & sempre positivo in quanto s @ cre-

scente con p perche

b
b b 12
e n? 2e2ﬁ"{np 1]
Dir —
P p

che & positiva perché%> 0,00001 [5] e p > 6.300.000.

2b
Posto ancora » = oﬁ e p=C si ha dalla (33):
1

1
1 dr
(34) WTCTER | pVeisrg — 1
r

Per la positivith della funzione integranda la (34) risulta
invertibile e quindi &

r =YKo, —9), c],

la quale prova che le traiettorie, a pari valori di K e di ¢, sono
omotetiche. Inoltre dalla (16) e dall’ ultima delle (32) si ha:
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(39) oty= < VED

Va [1 — k()]

e quindi la velocityd istantanea dipende da F() e da 3(%).

B, Occorre ora determinare la funzione A(f). Essa pud aversi
dalla (30) nella quale conviene fare la sostituzione

t=1—h() — dr = h'(t)dt,
orre inoltre

g(v) =1lm —1gr], g(v)) =r7y[m —1g )] (r,=1—n(t))

36 1
36) gty=m—1—1lgr, g"(’r):—;
ottenendo
t
g 1 [ —
37 adn= = FE)dt .
©h [ Voo — g K : VFE

B opportuno cominciare con la determinazione di t, che si fa
ponendo T

1
(38) A= [VFBa
0
e quindi si deve risolvere per iterazione la

g(n)
39 =y — A =0.
( ) Y( 1) / vgz(n) _ g’(‘f.']) I) .A

Siccome integrando per parti &

glng'tny  dn v — iy L[
f\/ P —gi)gm [Vg(n) ARy g'(f:)]n *

J‘ \/gz(-,l) — 9%(=) 912271; da,
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la (39), tenuto conto della (36) si trasforma nella

1
Vg*) — g*(x)
2fm — 1 — log »|?

1 D ’
40) () =,,—71 Vm: — g¥x) — _/ dn — A =0,

T

b LI b
dove m —1 —lgn=1rrp, —1—lge u" p°)=——1+%p>62(v.43).

Per la esecuzione pratica dei calcoli numerici convengono i
cambiamenti di variabile
1—1

—3du;

1
(41) =3l —w)u+1+1], di="7

t t
t=51+0), d=3dv
coi quali in entrambi gli integrali di (38) e (39) I’intervallo di
integrazione diviene (— 1, + 1) per il quale si dispone di numerose

formule di quadratura [6].
Per le (41) si ha cosl

1 1'n P
4 :ﬁ/ VFQ t,dv;
—1

B E— 1 1’_’—_?__]
Vmt — g¥ix) — 5 -r—}i—r%(—n)l—-j]g(;qlzu—_?l)du—‘q:o'

ey =1

Sostituendo nell’ ultima gli integrali con formule di quadratura :
1) = (7)) + By(m) + By(t)

e, trascurando i resti, si possono eseguire le iterazioni
42 O — ¢ y—D 1- =1 —1. 9
{42) T,W=n +ﬁY(Tl ) v=1.2, .)

che si possono iniziare con un valore arbitrario di t,, per es.
. 1
7,9 =1 e scegliendo il fattore Vil (H > 1) in modo che la succes-

sione delle iterate converga [7]. La convergenza delle iterazioni
con ,'” arbitrario alla soluzione unica della (39) discende dalla mo-
notonia di y(r,). Siccome si usa in pratica la (42) converrd impiegare,
per ottenere :;(r,), formule di quadratura a coefficienti peso tutti
positivi. In tal modo anche ;(r,) ¢ monotona perché le funzioni
integrande (v. (39)) sono positive e monotone.
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5., Una volta determinato il valore di t, si possono calcolare
numericamente le funzioni:

1

1 g 1
43) L) =35 /WT‘(;L—??—&—]—)(I —du =g [l —Ju+ L+ 1),
-1
1
1 (= , 1
(44) NO =55 [ ) tdv t=g (L +0).

—1
L’ equazione

(45) L(z) = N(@®)

equivale alla 1 =1 — h(f) e quindi la corrispondenza fra f{ e v &
numericamente determinata. La sua effettiva costruzione pud farsi
come segue:

- dalla (43), assegnati =, 74, .., si hanno L(z,), L(ty, ...,

- dalla (44), assegnati ¢,, ¢4, ..., (indipendentemente da <,,
T4y, --) 8i hanno N(,), N({s,), ...,

- considerata la tabella t,,, L(z,), per la (45) si possono
inserire i valori N({;) tra i valori L({,); risulta cosl conveniente
I’impiego del metodo di interpolazione inversa di Neville [8] per
determinare il valore di =; corrispondente di {;,.

Infine dalla (81) si ha 3(f) ed il programma della direzione

della spinta & determinato.
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