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Sull'approssimazione di numeri algebrici
inediante numeri algebrici.

Nota di ENRICO BOMBIERI (a Milano)

Santo. - Si dimostra una limitasione al disotto per lo scarto fra due
numeri algebrici la qua Ie è fornita da una es pression e contenen te
simmetricamente le altesse (*) e * gradi dei numeri stessi.

Summary. - One proves that a lower bound for the modulus of the dif-
férence of two algebraic numbers is given by an expression containing
simmetrically the helghb and the degrees of both numbers.

1. È noto il seguente teorema di A. BRAUER (*):
« Se ?, è algebrico di grado nx e ?2 è algebrico di grado ni

allora per ?t̂ =:Çs vale la disuguaglianza

15»-5,1 >(<#.))"H-*,

dove H è l'altezza di ?, e C{^x) dipende soltanto da ^ ».
Yogliamo dimostrare qui, con un procedimento elementare, il

seguente

TJEOREMA. - Siano lY e \t due numeri algébrid, di grado nx e
n2 e altezza H1 e H2 rhspettivamente, fra loronon coniugati; allora

dove c^Ü!, n 2 ) > 0 dipende soltanto dai gradi n^ e n2.
Qaesto teorema non è un corollario del teorema di A. BRATJER.
Ia Osservazione : sviluppando esplicitamente Ie limitazioni per i

numeri cf(nlt n2) che incontreremo si puö ottenere:

(!) Come altezsa di un polinoraio a coefficienti interi si intende il
massimo dei moduli dei coefficienti del polinomio; come altezza di un
numero algebrico si intende 1'altezza dell; unica equazione irriducibile a
coefficienti interi a cui soddisfa.

(2) A. BRAÜBR, Uber die Approximation algebraischer ZaMen durch.
algebraïsche Zahlen, Jaaresb. deutsch. Math. Yer. 38, (1929), 47.
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II a Osservazione : il procedimento dimostrativo porta ad ulteriori
miglioramenti sotto certe condizioni. Ad esempio:
£(r> siano i coniugati di l1 ; allora se | ̂  | > \ ?(rï [ > 1, e ?x è intero
algebrico, e per lx e ?2 valgono Ie condizioni del teorema, allora

| Si — ?s I ̂  cx{nx, n%)Hx-n*+V^H%-ni con cx(nx, nt) > (én^)-3»!"»

Inoltre, se n, < n2 si puö omettere la condizione clie ;, sia
intero algeforico.

2. Lemmi prelimiiiari.

LEMMA 1. - Siano ul, ..., un n numeri reali o complessi. Allora
esiste k intero razionale, | k | < n, âZe c^e | ur -+- k | > 1, r = 1,..., n
contemporaneamente.

È infatti evidente che, disponendo (se possibile) i 2n numeri
rb | u't. | nei 4^ + 2 intervalli (m, m H~ 1), m — — 2n — 1, ..., 2n
resteranno liberi almeno due intervalli consecutivi (m0 — 1, m0 -+- l)
con — 2n < wi0 < 2n. Pon^ndo allora k = — m0 si avrà eviden-
temente ' db | u\, \ -f- k , > 1. In particolare, se ( — 1)̂  è il segno di
fc, avremo anche : | (— l*7"*"1 | u'r \ -f- (— 1)̂  j k \ \>1. Ma ora, per una
nota disuguaglianza, | k -+- u\. | ^ | \k\ — | u'r \ \ = \ (— l\g | k | -H
H~ (— 1)5+1 [ ̂ ',. | | > 1, con \k\<z2n; ponendo allora u'r = uv — n
il lemma 1 sarà dimostrato.

LEMMA 2. - Se Xls ..., XtJ sono Ie radici delV eqnazione aox" -+-
-i- ... -v- an = 0 a coeffidenti inter% e P(x) è ^n polinomio di grado
nl a coeffidenti interi, allora ao"i P(Xj)... P(X„) è un numero intero
razionale.

Infatti PQ^)... P(̂ M) è una funzione razionale simmetrica dei Xs

a coefficient! interi, e il massimo esponente dei Xs è nx ; notando
ora che se S,(X) è la r-esima funzione razionale simmetrica fon-
damentale dei >s quindi ao/S((X) è un numero intero razionale, si ha il
lemma 2 per il teorema fondamentale sulle funzioni simmetriche (3).

LEMMA 3. - Se H è V altezza del polinomio f(x) di grado n, e H'
è ï' altezza di f(x -h k)} aZZora H ' ^ H c ^ , | k |).

(3) O. KICOLETTI, Funzioni raeionali di una o pin vCiriabili, in
« Enciclopedia delle Matematiohe elementari. Milano/ Hoepli », vol. 1°
parte I l a , pag. 191, b) e c).
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Infatti se f(x) =

f(x +
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^ \ k |), e quindi si ha il

3. Dimostrazione del teorema. - Sia ora P(x) un polinomio
irriducibile di grado nl e altezza H\, con radici £',, X, uu numero
algebrico di grado ws, con altezza H2, e X2J ... , 1„2 i suoi coniugati;
sia ancora a0 il primo coefficiente dell' equazione f(x) = 0 irridu-
cibile a coefficient! interi a cui soddisfano i X,. Per il lemma 1
esisterà k intero, | k | < n 2 tale che | Xy -t- fe | > 1.

Sia allora X's = X5 H- fc ed abbia 1' altezza üT2. Supponiamo poi
che P(X'J4=0.

Per il lemma 2 sarà:

Ma ora

e poichè

P(X'S) , + 1)H\ | V,

si ottiene

| P M | ̂  | o,-"i i c,(n,, nl)fl'1-('H-1) | V2... A'„21 - « . .

Sia ora P(£'a) = 0. Si avrà, per la nota formula di DARBOTJX,

sul segmento X',, Ç',P(X'1) = P(X'i)—P(S'l) = vï(X'1 — S ' ^ P ' H
e con 17] | < 1, Ma ora, se | X', — K I ^
^ 2 | X ' , |; inoltre

V, | «ij^n^-.^) X̂  |-i,

Dalla limitazione inferiore per | P(X',) |, dalla formula di DABBOTJX
e dalla limitazione superiore per | P'(a) | si ottiene infine :

| a0 \-



354 ENEICO BOMBIEET

Per il lemma 3, poichè il primo coefficiente dell' equazione
irriducibile a coefficient! interi a cui soddisfano i X's è a0, avremo

1 a01 < et{nt, \ k \)HJ\ a01,

da cui, essendo [ fc | < ns ?

Se ora ^ == ?'i — & ha come altezza ÜT,, per il lemma 3 sarà
H\ < Hlct(nï, k) e dunque essendo | k \ < n%, si ha

poichè i nostri calcoli conducono a cl(n1, %) < 1 si puö effet-
tivamente supporre | Ç', — X'j | = | ;x — Xl | < 1.

Rimane ora da togliere Tipotesi restrittiva P(X'5)z|=0. Osserviamo
che P(V\) = 0; supponiamo che P(X'S) = 0. Poichè P(x) è irriducibile
per ipotesi, Ie radici di P(x) = 0, per tin noto teorema, saranno
tutti e soli i numeri X',.

(Infatti i numeri X', sono coniugati tra loro, e un numero
algebrico soddisfa ad una sola equazione irriducibile a coefficient!
interi.) Perciö sarà £', = X'Sl per un adatto s1, cioè Çx = XSl, e ciö
contraddice 1'ipotesi fatta sui numeri ^ e ?2 (infatti \% = Xj). Il
nostro teorema è cosï dimostrato.

Il teorema contenuto nella I I a osservazione al n. 1, si dimostra
in base alle seguenti semplici osservazioni:

1°) nel lemma 2, il termine ao
n* si puö sostituire con

2°) nella maggiorazione per |P'(<y)| si ha più precisamente
il valore nl

22ni—1H'l\X1\
ni-—'L come fanzione maggiorante;

3°) se p è la radice di massimo modulo di una equazione a
coefficienti interi col primo coefficiente b0 e con altezza H e grado
n, allora

Dai risultati 1°) e 2°) si otterrà, come risultato finale,

e ponendo l\ = ?2 e X'j = lx e ricordando la précédente osservazione
3) si ottiene il teorema enunciato nella II a Osservazione del n. 1.


