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SEZIONE SCIENTIFICA

B R E V I N O T E

Deforinazione proiettiva dei tritessuti
e delle trasformazioni puntuali di 2" specie.

Nota di GUIDO VAONA (a Bologna)

Sunto. - Si comtinicano alcuni risultati sulla deformazione proiettiva dei
tritessuti di 2* specie di curve piane e se ne fanno delle applicazioni
alla teoria della deformasione proiettiva delle trasformazioni puntuali
di £a specie.

Summary. - Author relates some results concerning the theory of projective
applicability of three-web of the second kind. These results are applied
to the theory of punctual transformations of the second kind.

1. Introduzione.
In un lavoro in corso di stampa (*) ho stabilito alcuni risultati

sulF applicabilità proiettiva dei tritessuti di 2a specie di curve piane
dai quali seguono talune applicazioni alla teoria dell' applicabilità
proiettiva delle trasformazioni puntuali di 2a specie f ra piani intro-
dotta da M. VILLA (8).

La presente Nota, oltre che riferire sui risultati dimostrati nel
lavoro ricordato in principio, ha lo scopo di segnalare appunto
alcune applicazioni dei risuitati stessi alla anzidetta teoria.

Nei nn. 2, 3, 4 si riferiscono i risultati consegaiti sulla defor-
mazione proiettiya dei tritessuti di 2a specie. Nei nn. 5, 6, ven-
gono determinate Ie trasformazioni puntuali di 2a specie che am-
mettono infinité deformazioni proiettive forti. Infine nel n. 7 si
fanno alcune osservazioni sui diversi tipi di deformazione proiet-
tiva di una trasformazione di 2a specie.

(4) Ge. YAONAj Sulla deforrnazione proiettiva dei tritessuti di 2a specie
di curve piane, « Atti dell'Accademia delle Scienze di Bologna» (11), 5 (1958).

(2) M. VILLA, Applicabilità proiettiva fra superficie di 2a specie della
V4 di Segre, «Boll. Un. Mat. ItaL », (3) 11, pp. 493495 (1956). Si veda
anche: I \ SPERANZA Applicabilità proiettiva fra tr as forma sioni puntuali
di 2a specie «Boll. Un. Mat. ItaL», (3), 11, pp. 526*537 (1956).
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2. Deformazione proiettiva di uu tritessuto di 2a specie.

Si chiama tritessuto l'ente costituito da tre schiei*e oo1 di curve
piane tali che per ogni punto del piano (o di una sua regione)
passa una ed una sola curva di ciascuna schiera. Un tritessuto si
dice di 2a specie quando due delle tre schiere di curve coincidono.

Una trasformazione puntuale T che trasforma un tritessuto di
2a specie A in un altro tritessuto A' si dice un'applicabilité o de*
formazione proiettiva di A, A' se T è una trasformazione di 2a specie
della quale A, A' sono i tritessuti caratteristici.

È noto che un generico tritessuto di 2a specie è proiettivamente
indeformabile e che i tritessuti proiettivamente deformabili di-
pendono da una funzione arbitraria di due variabili.

Nel lavoro menzionato in principio ho determinati i tritessuti
di 2a specie che ammettono infinité deformazioni proiettive Ie
quali necessariamente dipendono : o da una funzione arbitraria di
una variabile, o da una costante arbitraria (8).

3. I tritessuti di 2a specie che ammettono infinité deforma-
zioni dipendenti da una funzione arbitraria di una variaMle.

Esistono tritessuti che sono deformabili in infiniti modi di-
pendenti al più da una funzione arbitraria di una variabile. Ho
anzitutto dimostrato :

Affinchè un tritessuto di 2a specie possegga infinité deformazioni
proiettive dipendenti da una funzione arbitraria di una variabile
e necessario che Ie curve della schiera doppia siano rette.

La condizione précédente non è tufctavia sufficiente, poichè un
tritessuto, la cui schiera doppia è costituita di rette, in generale,
è addirittura indeformabile.

Esistono due tipi di tritessuti che ammettono infinité de-
formazioni dipendenti da una f unzione arbitraria di un argomento.
Essi sono caratterizzati rispettivamente dalle seguenti propriété
geometriche :

I) Le tangenti alle curve della schiera semplice nei punti di
una retta generica della schiera doppia stanno in un fasdo.

(3) Le analoghe questioni per i tritessuti e Ie trasformazioni di l a

specie sono trattate nei lavori: Gk VAONA, Sulla deformazione proiettiva
dei tritessuti di curve piane, « Ann. Mat. Pura ed AppL», (4), 46, pp. 43-70
(1958) ; Gr. VAONA, Sulla deforma&ione proiettiva delle trasformazioni pwn-
tuali di l a specie fra piani, « Boll. TIn. Mat. Ital. », (3), 13, pp. 234-239 (1958).
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II) Le curve del tritessuto sono Ie proiezioni da un punto su
un piano delle curve asintotiche di una superficie rigata avente una
linea flecnodale piana (4).

I tritessuti del I) tipo dipendono da tre funzioni arbitrarie di
uua variabile, quelli del II) tipo da due.

Ho dimostrato pure che: Ogni tritessuto del I) tipo ammette
infinité deformazioni, dipendenti da una funzione arbitraria di una
variabile. che lo trasformano in un tritessuto del I) tipo ed ammette
una deformazione isolata che lo tras forma in un tritessuto del II) tipo.
Ogni tritessuto del II) tipo è deformabüe soltanto in tritessuti del
I) tipo.

Segue dunque che le due classi di tritessuti si deducono 1' una
dairaltra per deformazioni proiettive.

Prima di passare alla ricerca dei tritessuti che ammettono
infinité deformazioni dipendenti da costanti arbitrarie, ho studiato
i tritessuti la cui schiera doppia. è costituita di rette e che non
appartengono alle due classi precedenti.

È noto che esistono altri tritessuti, oltre quelli esaminati, che
godono délia suddetta proprietà e che sono proiettivamente de-
formabili. Essi dipendono da cinque funzioni arbitrarie di una
variabile (5).

Orbene ho dimostrato che: Esclusi i tritessuti del I) e II) tipo^
menzionati sopra, un tritessuto di 2a specie, la cui schiera doppia
è costituita di rette, è proiettivamente deformabile al pin in un modo.

4. I tritessuti di 2a specie che ammettono oo1 deformazioni
proiettive.

Ho dimostrato anzitutto che : Non esistono tritessuti di 2n specie
che ammettono ooft deformazioni proiettive per h > 1.

Esistono invece tritessuti di 2a specie che ammettono oo1 de-
formazioni e, in base ai risultati ricordati nel n. précédente, questi
tritessuti vanno ricercati fra quelli la cui schiera doppia è costituita
di curve che non sono rette.

(4) Si dice linea flecnodale di una rigata una curva luogo dei flessi
delle curve asintotiche non rettilinee.

(5) Infatti da cinque funzioni di una variabile dipendono Ie trasforma-
zioni puntuali di 2a specie che posseggono una schicia doppia di curve
caratterisüche formata da rette. Si veda: L. MCJRAOCHINI, Sulle trasfor-
masioni puntuali di 2a e 3 a specie fra piani proiettiv/, « Mem. Accad. Sci.
Torino», (3), 1, pp. 25-44 (1953)
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Supponiamo che Ie curve del tritessuto siano Ie curve u — cost.
e v — cost. rappresentate dalle equazioni

(1) X rr x(u, V),

dove con x indichiamo rinsieme delle tre coordinate proiettive
omogenee di un punto. È ben noto che, a meno di sostituzioni
lineari, Ie fimzioni x si possono definire mediante un sisfcema di
equazioni differenziali del tipo

xuu = — bxu+• $xv-*-px

(2) xuv = axu -+- bxv H- ex

xvv — yxu — axv -+- qx ,

dove Ie funzioni a, h, 6, y soddisfano alle condizioni di integrabilita

aUH -+- 2buv -+- 36(ou + 26,) -
lol

&„ •+• 2aa. -H 3a(2aw -4- 6.) + 3(6r)u = r„M •+• 2Tp„ + T,8.
Le (2), a meno di omografie, rappresentano dunque un tritessuto
di 2a specie, quando si convenga che la schiera doppia sia, ad es.,
quella costituita dalle curve v = cost.. Ho dimostrato che :

I tritessuti di 2a specie che ammettono oo1 deformazioni proiettive
sono tutti e soli quelli rappresentati dalle equazioni (1) per cui
p = 1, 2aM -+- 6V — 0, ed i loro deformati proiettivi.

Da una rapida ispezione delle condizioni anzidette e delle (3)
segue:

I tritessuti di 2n specie che sono proiettivamente deformabili in
oo1 modi dipendono da cinque funzioni arbitrarie di una variabile.

5. Deformazione proiettiva di una trasforraazione puntuale
di 2a specie.

Consideriamo due trasÊormaziooi T, T rispettivamente fra Ie
coppie di piani TT, U' e TT, TC' e supponiamo che sia posta fra le due
trasformazioni una corrispondenza y consistente in uu a trasfor-
mazione U fra TC, TC e una trasformazione Ü' fra TI', TT'. Si dice
che y è una deformazione proiettiva di T, T se Ie curve caratte-
ristiche di T, T sono caratteristiche anche per Ü7, U'. Si dice poi
che y è una deformazione proiettiva forte di T, T se Z7> Z7' sono
trasformazioni di 2a specie e se Ie curve caratteristiche doppie
(semplici) di Ti T sono anche Ie curve caratteristiche doppie
(semplici) di U, ü' (6j.

(6) Si vedano : M. VILLA ed F, SPEHANZA, lavori cit. nella nota (2).
In questi lavori yiene definito anche un altro tipo di applicabilité, detta
inversa, che non viene pei*ö esaminata in questo lavoro.
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Nel seguito ei occuperemo quasi esclusivamente della defor-
mazione proiettiva forte. Nel n. 7 faremo un'osservazione relativa
ai due tipi di deformazione.

Osserviamo subito che per deformare proiettivamente in modo
forte una trasformazione T di 2a specie, quand' è possibile, basta
considerare due deformazioni proiettive Z7, TJ' dei tritessuti carat-
teristici A, A' di T. La trasformazione T prodotto di U'• T * U' è
una deformata proiettiva di T e la corrissondenza y fra T> T
individuata da U, U' è un' applicabilité proiettiva di T, T.

I risultati ricordati nei nn. precedenti ei perinettono di affermare:
Una generica trasformazione puntuale di 2a specie è proiettiva-

mente indeformabile in modo forte. Esistono tuttavia classi di
trasformazioni di 2a specie proiettivamente deformabili in modo forte.

Infatti esistono tritessuti di 2a specie che sono proiettivamente
deformabili in un sol modo. Ovviamente Ie deformazioni proiet-
tive di tali tritessuti sono trasformazioni di 2a specie proiettivamente
indeformabüi. Ci sono d'altra parte tritessuti di 2a specie defor-
mabili in infiniti modi e quindi esistono trasformazioni puntuali
di 2a specie che ammettono infinité deformazioni proiettive forti.

Si pone quindi il problema di d^terminare Ie trasformazioni
proiettivamente deformabili in modo forte o per lo meno quelle
che ammettono infinité deformazioni proiettive forti.

6. Le trasformazioni puntuali di 2a specie che ammettono
infinité deformazioni proiettive forti.

Poichè i tritessuti di 2a specie proiettivamente deformabili in
infiniti modi, ammettono infinité deformazioni dipendenti o da
una funzione arbitraria di una variabile o da una costante arbi-
traria, si ha:

Se una trasformazione puntuale di 2a specie possiede infinité
deformazioni proiettive forti, queste infinité deformazioni dipendono •
o da due funzioni arbitrarie di una variabile. o da. due costanti
arbitrarie.

Ed inoltre :
Le trasformazioni puntuali di 2a specie che ammettono infinité

deformazioni proiettive forti dipendenti da due funzioni arbitrarie
di una variabile sono tutte e sole quelle i cui tritessuti caratteristici
sono del I) o II) tipo caratterizzati nel n. 3.

Queste trasformazioni dipendono da quattro funzioni arbitrarie di
una variabile.

Infine :
Le trasformazioni puntuali di 2" specie che posseggono infinité

deformazioni proiettive forti dipendenti da due costanti arbitrarie
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sono tutte e sole quelle i cui tritessuti caratieristid sono del tipo
determinato nel n. 4

Tali trasformazioni dipendono da chique funzioni arbitrarie di
un argomento.

7. Un*osservazioiie sui due tipi di defonnazione proiettiva
di due trasformazioni di 2a specie.

Nei nn. precedent! ei siamo occupati esclusiyamente della de-
formazione proiettiva forte di due trasformazioni di 2a specie.
Evideiitemente questioni analoghe possono porsi per Faltro tipo
di deformazione proiettiva. Cosï, ad es., ei si puö chiedere se ogni
trasforinazione di 2a specie sia proiettivamente deformabile ed,
in caso negativo, quali siano Ie trasformazioni proiettivamente
deformabili. Ci si puö anche domandare: Se una trasformazione
T è proiettivamente deformabile essa è di conseguenza deformabile in
modo forte?

La risposta a taie domanda è negativa (7). Ciö si puö provare
costruendo esempi di trasformazioni che sono proiettivamente
deformabili, ma non sono deformabili in modo forte. Taii esempi
si possono costruire partendo da tritessuti deformabili in un solo
modo, quali sono, ad es., quelli segnalati alla fine del n. 3.

Cosï i tritessuti di equazioni (1) dove

p = 0, r = l , a = f{u), b=o(u)

e dove ƒ e © soddisfano alle equazioni

f" -+- 3tf ' = ü

2ff' -+- cp' = 0,

sono deformabili in un sol modo. Fertanto Ie trasformazioni T che
li deformano sono proiettivamente indeformabili in modo forte.

Le trasformazioni T ammettono invece infinité deformazioni
proiettive (non forti). Sono tali Ie trasformazioni ottenute defor-
mando i tritessuti rappresentanti dalle (1) nelle quali

p = 0, y = 1, 6 — 0, a = cost.

(7) Mi sono posto questo quesito anche perché sono state segnalate
[Si veda: F. SPERANZA, op. cit. nella (a)] classi di trasformanioni per Ie
quali la risposta al quesito précédente è positiva, raentre non si conoscevano
esempi in cui si verifieasse il fatto opposto.


