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Sulle geodetiche ckiuse.

di WILHELM BLASCHKE (*)

8nnto. - Si espongono i principali risultati sul problema delle geodetiche
chiuse.

Summary, - Fundamental results on the problem of closed geodesics are
exposed.

1. Per Ie geodetiche di una superficie S si dànno diverse défi-
ni zioni fino ad un certo punto equivalenti tra loro.

I) Le linee geodetiche realizzano sulla S la via pin breve tra
due punti.

Sotto questo punto di vista il problema fu affrontât o per la
prima volta nel 1(587 da GIOVANNI I. BEKNOULLI e diede inizio
alla geometria differenziale ed al calcolo delle variazioni.

II) Si consideri una striscia limitata da due rette parallèle,
per es. una striscia sottile di carta, formata pertanto da un mate-
riale fiessibile ma non estendibile. Applicando la striscia sulla su-
perficie S essa ne realizza una geodetica.

III) La posizione di equilibrio di un filo pieghevole e mobile
sulla S, disteso fra due suoi punti, è una geodetica.

IV) Un punto materiale mobile sulla superficie S liscia, senza
azione di forze esterne, descrive una geodetica di S.

Ne segue, come equazione del moto

(l) m~Jtr = X-

Essendo la superficie S liscia, la pressione N délia S sul punto
è normale alla S. D' altra parte il vettore accelerazione giace nel
piano osculatore della traiettoria descritta dal punto; e dalla (1)
segue pertanto:

Y) Le geodetiche G della S godono della propriété che il
piano osculatore in ogni punto P della Gr contiene la normale alla
S in P.

(*) Conferenze tenute 1*11 e il 12 aprile 1958 all' Istituto Materaatico di
Firenze, per il I Grruppo di Seminari ed Istituti Matematici Italiani.
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Se si indicano con u1. u2 coordinate curvilinee sulla S e

(2) ds* = GJkduiduk

rappresenta la metrica di S, dalla (2) si caleolano i simboli F di
CHRISTOFJFEL. Dalla proprietà V seguono allora Ie equazioni dif-
ferenziali delle geodetiche:

du* duk du1

( 3 ) T 0

Oonsideraudo un yettore v lungo una curva G délia S si defi-
nisce il parallelismo (ovvero il trasporto) di v lungo la C, secondo
LORD KELVIN e LEVI CIVITA, mediante Ie condizioni

Dal confronto di (3) e (4) segue :
YI) Letangenti ad una geodetica G sono parallèle tra di lor o

lungo la Gr.
Per es. dalla (3) si ha ohe, per un elemento lineare di S (cioè

per un punto con direzione prescritta), passa una sola geodetica.
Sia ora C una curva sulla S e P^ Pt due punti vicini della C
con Ie geodetiche Q5 tangenti a C i n P M sia poi s la distanza dei
punti Pj misurata sulla C. e T Tangolo delle Gr,-; allora

(5) p p g

definisce la curvatura geodetica délia G in P .
Le geodetiche hanno dunque la curyatura geodetica

(6) g = 0.

Le proprietà enunciate caratterizzano Ie geodetiche, e sono tra
di loro equivalenti se si tiene conto di due restrizioni: In primo
luogo si tratta di proprietà local% che valgono cioè per regioni
ahbastanza ristrette della S. In secondo luogo è necessario sup-
porre una certa regolarità della superficie S.

2. Passiamo ora a considerare proprietà globali delle geodetiche.
Sia G una geodetica orientata della superficie S e P un punto

di 6. Se Ie geodetiche passanti per P e vicine alla G ammettono
un inviluppo I, e se P ' è il primo punto di contatto (dopo P) della
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geodetica G con J, P ' si cMama il punto coniugato di P. L'equa-
zione di JACOBI (1836)

(7)

nella quale if rappresenta la curvatura di &AUSS nel punto s di
G, definisce i punti coniugati nella maniera seguente : Se t è una
soluzione della (7) con t = 0 in P. il successivo zero délia t ci dà
il punto P ' .

Come esempio si prenda corne superficie JS la s f era. In tal
caso il punto coniugato di un punto P di S è quello diametral-
mente opposto a P, indipendentemente dalla direzione della geo-
detica che passa per P.

Ne segue un problema che finora non è stato risolto:
Sia S un ovaloide, cioè una superficie conyessa e chiusa abba-

stanza regolare. Chiameremo opposti due punti P}, P2 di S quando
ogni geodetica passante per uno di essi passa necessariamente
anche per 1' altro. Il problema che si pone è il seguente : È la
s fer a Vunico ovaloide che presenti una involuzione Pj<—> P2 di
punti opposti?

Si puö dimostrare che la relazione P1<—>Pt e isometrica e che
F ovaloide ha necessariamente un centro.

Nel 1923 P. FUNK [4] ha provato che non è possibile deformare
la sfera conservando la proprietà dei punti opposti. C. CARATHEO-

DORY [2] è riuscito a determinare délie superficie di LioaviLLJE,
tali cioè che si abbia

(8) ds2 = ( ü(u) H- V(v))(du* + dv\

contenenti coppie di punti opposti.
Lo stesso eminente geometra fece anche la congettura che ogni

ovaloide debba contenere almeno una coppia di punti opposti. Per
esempio su un ovaloide di rotazione, od anche su un ellissoide,
la congettura si verifica, perché si sa che ogni geodetica passante
per un ombelico delF ellissoide passa necessariamente anche per
Pombelico diametralmente opposto. Sembra perö che in generale
la congettura non sia vera. Difatti:

Sia S un ovaloide dégénère in un ovale doppiamente coperto.
Le geodetiche sulla S sono allora rette rif lesse al contorno C di S.
Si vede immediatamente che: condizione necessaria per Pesistenza
di una coppia di punti opposti (punti focali) è che sia G un ellisse.
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Supponiamo adesso che S sia un ovaloide di rotazione, e sia A
il suo asse. L 'equazione delle geodetiche si riduce in tal caso a

(9) r sen w = cost. ,

ove r è la distanza del punto P della geodetica G dall* asse A, ed
w 1? angolo della tangente alla G in P col piano che congiunge P
con A. La (9) è una conseguenza immediata della definizione mee-
canica della G.

Mediante la (9) Gh DARBOUX [3] è riuscito a determinare gli
ovaloidi di rotazione con tutte Ie geodetiche chiuse. Sia M un meri-
diano della S, cioè l'intersezione della S con un piano E che con-
tenga A. Perche si verifichi la propriété enunciata basta allora
Fesistenza di un cerchio Z nel piano i?, tale che la somma degli
archi di M intercetti da due rette parallèle all' asse A sia eguale
alla somma dei corrispondenti archi intercetti sul cerchio Z.

Nel 1921 il mio amico Gr. THOMSEN [10] ha esteso questa bella
costruzione a certe superficie non di rotazione- P. FUNK [5] ha poi
determinato, mediante un' equazione integrale, le superficie a
coppie di punti opposti infinitamente vicine alla sfera.

3. Darö adesso un ragionamento sintetico che giustifica V esi-
stenza di una geodetica chiusa senza punti doppi di lunghe&za mi-
nima Lo su ogni ovaloide.

Prendiamo un filo chiuso F formato da uno spago pieghevole
ma non estendibile di lunghezza L. Se L è abbastanza grande ri-
spetto al diametro D di £, sarà possibile far passare S attraverso
l'anello F; mentre ciö non è certamente possibile se L è suffi-
oientemente piccola. Ciö lascia prevedere Pesistenza di una lun-
ghezza minima i 0 degli anelli attraversabili da S. Inoltre per
questo anello minimo avremo una posizione critica sopra la super-
ficie S formante la geodetica cercata.

È perö difficile dedurre da un tale ragionamento una dimostra-
zione rigorosa.

Kelati vamen te al problema delP esistenza di una geodetica chiusa
di lunghezza minima Lo si ha un bel teorema dovuto ul matema-
tico rasso POGORELOF [8] : Se la curvatura di Gauss in ogni punto
delVovaloide S soddisfa la condizione K<L1, si ha Lo > 2r,.

Eecentemente V amico W. KLINGEJSTBERG è riuscito ad estendere
questa disuguaglianza a spazi compatti di ETEMAKX.

Diamo ora un cenno di una dimostrazione rigorosa delV esistenga
di una geodetica chiusa senza punti doppi su ogni ovaloide, dovuta
a H. POIKCARÈ (1905) [9].

Mediante la formula di GAUSS - BONNET si trasforma il pro-
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blema in uno isoperimetrico. Questa formula dà una connessione
tra la «curvatura totale» d'una regione B semplicemente con-
nessa délia S e la «curvatura totale geodetica» del contorno C
orientato della R :

(10) JKdR+ lgds = 2ii.

R c

Nel caso di una geodetica chiusa C abbiamo g = 0, e perciö

(11)
Ê

Essendo dB V elemento d' area di B e dB' 1' elemento corrispon-
dente dJ area della rappresentazione sferica S' di S, la (11) esprime
che

(12)
È

cioè l'immagine sferica 0' di G divide la sfera S' in due partij
B' e S' — R', della stessa area 27i.

Viceversa, mediante i metodi del calcolo delle variazioni, si dimo-
stra: Fra tutte Ie curve chiuse C di S, tali che l'immagine sferica
C' di C divida la sfera in due parti uguali, la piti cor ta è una
geodetica. I/esistenza del minimo in questo problema isoperime-
trico si dimostra mediante i metodi della scuola di D. HILBERT.

Studiando un po' da vicino questo ragionamento si riconosce
Vesistenza di tre geodetiche chiuse sulla S. Basta aggiungere ad
ogni curva chiusa G della S l'intégrale vettoriale

(13) T
c

e cercare in primo luogo tra Ie curve C con direzione prescritta
v quella di lunghezza L minima. Considerando poi a partire dal-
l'origine 0 nella direzione v questa lunghezza L •=• OP, al variare
di v il punto P descrive una superficie (P) col centro in 0.

Sulla (P) si trova una coppia di punti diametrali corrispondenti
ad una lunghezza masaima L, un'altra coppia di punti corrispon-
denti ad un valore minimo di _L, ed infine una terza con valore
massi-minimo di L. Queste tre coppie corrispondono ad altret-
tante geodetiche chiuse senza punti doppi sulla S.

Ma vi è di più. Se invece della (13f s'impone la condizione

(14) fxdR = 2im; n— % 3, 4,...
É
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si riconosce 1' esisteBza di geodetiche chiuse coii punti doppi sulla
S. Ovviamente queste possono coincidere colle geodetiche corri-
spondenti al caso n = 1 (più volte percorse), come si vede sulla
sfera,

Questo metodo si estende anche ai casi di una superficie chiusa
S (orientabile o non orientabile) di genere superiore.

4. Abbandoniamo ora lo studio delle geodetiche chiuse per
trattare di un' altra questione globale sulle geodetiche.

Ovviamente lo studio delle geodetiche su una superficie S di-
pende unicameiite dalla metrica interna (2) délia S e non dalla
realizzazione délia S nello spazio ambiente,

Questo studio interno delle superficie fu iniziato da GTATTSS e
generalizzato da EIEMANN.

Consideriamo prima il caso semplice di una metrica euclidea

(15) ds2 = dx> -+- dy*,

e chiudiamo questa superficie S considerando le coordinate x, y
soltanto modulo 1. Allora ogni equazione lineare

(16) y = ax -+- b

rappresenta una geodetica della S. Essa sarà chiusa per ogni va-
lore razionale di a. Per a irrazionale la geodetina approssima ar-
bitrariamente ogni punto di S [11].

In secondo luogo consideriamo una metrica iperbolica nel se-
mipiano di POINCABÉ y > 0 del piano della variabile complessa
z = x H- iy, ponendo

(17) ds — L^_l.

Definiamo inoltre equivalenti due punti 0, 0* del semipiano se 0*
si ottiene da z mediante una sostituzione lineare

(18) 0* = M ^ \ , ad - bc = -4- 1,v cz -h d '

dove a, 6, c. d, sono numerr interi. Questo gruppo modulare (18)
si genera mediante le due sostituzioni

(19) s* = 0 + l , 0* = — i/0.

ISTe segue secondo GATJSS che il « triangolo » R

(20) f x I ̂  1 / 2 , I z I ̂  1



246 WILHELM BLASCHKE

è una regione fondamentale del gruppo (18), cioè ogni punto z nel
semipiano t / > 0 ha un punto equivalente #* in uî, e due punti
di B sono equivalenti se e solo se sono sul contorno di R con
£ -+- 2* =r 0 (# = X — iy).

Le geodetiche del semipiano sono i semicerchi che tagliano or-
togonalmente Tasse y = 0. Una taie geodetica, incontrando il con-
torno di R nel punto z, prosegue dal punto simmetrico s* = — z
con tangente parallela, cioè dz — dz*.

Una geodetica si puö fissare mediante Ie coordinate x, x' dei
suoi punti suir asse y = 0, e si vede abbastanza facümente, me-
diante Ie (19), che basta limitarsi alle geodetiche con

(21) 1 < x, — 1 < x' < 0.

Sviluppando ora x9 x' in frazioni continue

(22) ^ = « o ^ ^ . l -X' = 7T+ 1

con a3 numeri interi ^ 0, ogni geodetica si puö rappresentare me-
diante la « catena »

(23) . . . a_ j , a - u a0, a1? a2)....

Ad ogni tale catena corrisponde una geodetica del nostro semi-
piano ; viceversa le due trasformazioni : la « simmetria »

(24) ak* = a-k-x,

e la « traslazione »

(25) ak* = a*+2M ,

della nostra catena (23) conducono ad una geodetica equivalente
per il gruppo (18), come si dimostra mediante Ie (19).

Ne segue : Ogni catena periodica, cioè con

(26) ah+m = ahi

rappresenta una geodetica chiusa,
D' altra parte : Si puö trovare una geodetica che approssima ar-

bitrariamente ogni altra geodetica. In primo luogo si dimostra che
due catene ak> ah* coincidenti in una subcatena abbastanza lunga

(27)
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(coii l sufficientemente grande), si awicinano arbitrariamente.
Basta allora costruire una catena (23) ehe contenga ogni subcatena
finita. A questo scopo si ordinano Ie catene finite lessicografica-
mente, e, congiungendo queste, si ottieiie la catena desiderata rap-
presentante la geodetica che approssima ogni altra.

Questo risultato, che è in connessione con un problema della
fisica, è contenuto in un lavoro di E. ARTIJST [1], iniziato da
G. ITERGLOTZ.

SulPargomento di queste conferenze, da POINCABÉ in poi, molti
matematici hanno portato il loro contributo, e specialmente in
quest' ultimo periodo, matematici della scuola russa.

In questa breve esposizione sul problema delle geodetiche chiuse
non ho potuto parlare di tutti i risultati ottenuti, ma desidero
terminare ricordando ancora il contributo di A. D. BIRKHOFF,

L, A. LUSTERNIK:, F. LÖBELL, MABSTON MORSE. A. W. POGORBLOF

e H. WEYL. [6, 7, 8, 11].
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