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Sur une classe d’équations différentielles quasi-homogeénes
du premier ordre.

Nota di I. BANDIC (a Belgrado)

Sunto - Viene presa in esame Pequazione differenziale u(x,y,y')=v(x,y,y')
dove u e v sono funzioni omogenee rispetto ad x ed y, ma di gradi non
necessariamente uguali. Si stabilisce un nuovo metodo che consente di
trasformare la data equazione in un'alira del primo ordine nella quale
la derivata della funzione incognita figura al primo grado.

Resumé - Voir U Introduction.

On a 1l équation différentielle

(1) u(x. ¥, y')=v(w» Y, y’)a

olt w et v sont des fonctions homogénes par rapport & x et a y,
a savoir # du m-iéme et v-du n-iéme degré.

L’ équation (1) représente une équation différentielle quasi-homo-
géne du premier ordre par rapport & x el & y.

On effectue ici la transformation de 1’ équation (1) en une autre
équation du premier ordre dans laquelle la dérivée de la fonction
inconnue n’apparait qu’au premier degré.

En vertu de la transformation effectuée on trouve, ensuite, de
nouvelles classes d’équations différentielles intégrables du premier
ordre, ou bien on résout certains cas connus au moyen d’une
nouvelle méthode.

1. La transformation méme est exécutée par 1’application des

dérivées relatives de M. PETROVIé, [1].
La dérivée relative du n-iéme ordre de la fonction wu(x) est
introduite au moyen de la définition

n) "
Du(t) = z ’ (u,(”) = d u)

u dx™

d’olt Yon trouve de nombreux rapports entre les dérivées relatives
pour les diverses combinaisons de fonctions.
On utilise ici les rapports suivants

Alttythy) = A(th) + Aafths); Ay (:%) — Auft) — A f);
Al(’“’") =nA :(u); Az(“) = Al’(u) + A 12(“); (“v = uv(x))
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Il s’ensuit directement de la définition

A;(expf%dx)z eprAl(u)dx = U.

(1.1). La notion de la dérivée relative peut étre étendue aussi
sur la fonction & deux variables indépendantes u(x,, x,), en intro-
duisant la notion de la dérivée relative partielle

1 &
L), = - +

w oxy

, (v=1,2).

Si x, est la fonction de x, on arrive & la dérivée relative totale

il ML e i
‘ux‘_udxl_u ax,+6ac,'x’ ’ © — dax,

ou bien, d’apreés la définition précédente

Vi), = Ly, + N (W), + (’“ = d_xl)

2. Lorsqu’on applique la transformation double de LEGENDRE
a (1)

, . , . ,_aYy
2) x=Y, y=XY'—-% y =2X (Y—ﬁ)
on obtient I’ équation
3) w(Y, XY =7, X)=2Y, XY — Y, X),

dans laquelle w et v sont des fonctions homogénes du m-iéme,
resp. n-iéme degré, par rapport & Y et & Y

Si I’on introduit la fonction inconnue z au moyen de la substi-
tution

@ AN =7
1’ équation (3) devient

1 X—2 1 X—2Z
Y-u(z,—z ,X):Yv(z,—z ,X),

d’ou

(5) Yr-m=§; §=znn
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En appliquant P opérateur ,\, selon la variable X aux deux
cotés de cette équation, on obtient

(n —n)1—2") ® (1, X—2Z, X)
Z ’ o, X —Z, Xy

(6) Vi(®),=

Finalement, en introduisant la nouvelle fonction % par la
substitution

(7) X—7Z=5

on trouve de (6)

(% _ mﬁ;' . ’LL(]., 39 X)
(8’ VI(q”r: X __3_ 9 P = —5{1’ 3’ .X)
ou bien
(9) [(n —m) — (X —3)A,(P)a]> = (X — F)A\(P)rs

d’oll I'on voit que (1) est transformé en une équation du premier
ordre dans laquelle la dérivée de la fonction inconnue ne figure
qu’au premier degré.

Soit S=%(X, ¢) Vintégrale générale de I’équation (8). On trouve
alors l'intégrale générale de 1’équation (1) de (B), (6) et (7)

u(l, 3, X)
o1, 3, X)

(10) Y=(X—3) V&; o=

ol 3 =5(X, ¢).
On obtient 1’intégrule générale de 1’ équation (1), en vertu de (2),
dans la forme paramétrique

(11) e=Y, y=XY—Y

ot X joue le role de parameétre, et Y est donné par la relation (10).

THEOREME. - A 1 equation différentielle du premier ordre

u(x: Y, ?I')=’U(-’L', Y, yl)

dans laquelle # et v sont des fonctions homogénes par rapport &
x et & y, du m iéme resp. m-iéme degré, correspond I’équation
du premier ordre

[(® — m) — (X — 3)A(@)eDu{P)e]¥ = (X — 3)A,(®). 5

u(l, 5, X) (3,_ d?.s)

®=1s, X))’ \” TadX
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L’ intégrale générale de 1’équation donnée est exprimée dans
la forme paramétrique

d
e=Y, y=XY —7Y, (Y':%)

ot X joue le rdle de parametre, et Y est donné par la relation

n—m __

Y=X—-5% Vo

dans laquelle & = (X, ¢) représente 1‘intégrale générale de 1’ équa-
tion transformée.

3. Dans ce paragraphe sont exposée les applications du théoréme
énoncé i la formation de nouveaux types d’équations différentielles
intégrables du premier ordre, ainsi qu’a la solution de certains
cas connus au moyen de nouvelles méthodes.

(3.1) I équation différentielle

(12) ule, y, y) = v, Y Y

dans laquelle % et v sont des fonctions homogénes, en méme temps
par rapport & x et & y que par rapport & y et & y', est résolue au
moyen des quadratures.

Soit w du m-iéme degré selon x et y, et du p-idme degré selon
¥ et y'; v du n-iéme degré selon x et y, et du g-ieme degré
selon y et y'.

De la supposition que P'on vient d’introduire ,il résulte que
u=u(l, 3, X) et v=2(1, 3, X) sont aussi des fonctions homogeénes
selon S ef X, & savoir w du p-iéme et v du g-iéme degré, et par
conséquent la fonction
u(l, 3, X)

® (1, 5, X)

I

est aussi homogéne par rapport & % et X, du degré p —gq.

Mais dans ce cas-la A, (®), et A,(D)s sont des fonctions homo-
genes du degré (— 1) selon ¥ et X, ce qui signifie que (9) est
réduit & 1’équation homogene selon ¥ et X.

Si Pon introduit dans (9), outre la supposition précitée, la nou-
velle fonction inconnue 7 par la substition

(13) 3= Xn,
on arrive & I’équation

1, 7, 1
(14) [(n—m) — 1 —)A9))in + X0 )= (p — @)L —m), ¢ wd, m 1)

(1, 7, 1)
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dont intégrale générale est donnée par la relation
(n—m) — (1 — 2)A(¢)q
(p—a)(1 - ) =Lt - m)— (L =)\ i(¢}a]n
On trouve I’intégrale générale de 1’équation (12) de (11)
(16) e=Y"; y=XY' —Y

ot X joue le rdle de parametre et Y est donné, en vertu de (10)
t (13), par la relation

dn=IncX, (c=const.).

u(l, v, 1)

17) Y=X1—mn VO ®=Xr TP

dans laquelle % est donné par I’égalité (15).
ExEMPLE. - On a 1I’équation
y —xy = 22" — 3zyy' =y,

dans laquelle m =p =1, n =q=2.
I’ intégrale générale de I’équation donnée est

=Y, y=XY —7, <Y’—%)
oll, en vertu de (17) et (15)
c
yo X
1— tglnX
(3.2). A Péquation différentielle affectant la forme
(18) y'Plx, y) + Qx, y) =y'Ex, y) + S(x, y),

dans laquelle P, @, R et S sont des fonctions homogénes par rap-
port & x et & y, & savoir P et @ du m-iéme, et B et S du n-iéme
degré, correspond, en vertu de (8), I’équation

XP(1, 5)+ 61, %)
XR(1, 3)+ S(1, 9)°

(n — m)y’
X—-53

(19) T (®)= ; ®=

Prenant X pour la fonctlon de I’argument 3, et tenant compte

du fait que V,(®),= X,V(tb)&, (X’ t;?), on trouve de (19)

n—m
Vi(®@)o= X_—s-

Puisque, ensnite, il résulte de (19)

o8 — @
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la derniére équation apparait sous la forme d’équation d’ABEL
par rapport & la fonction inconnue ¢

21) [(S+R3)® —(Q+P3)|o'=(n—m)d(P— Rd); ( & — %:).

Soit ® = (¥, ¢) Vintégrale générale de cette équation. On
obtient alors de (16) et de (20)

8 — @
I=p_or
(22)
¢S — Q n—m ,__
Y*(P—ch "E’> Ve
L’intégrale générale de 1'équation (18) est dans dams ce cas
D ’ ’ / dY
23) e=7Y, y=XY — 7, (Y :ﬁ)

ot X et Y sont donnés par les équations (22), dans lesquelles
® = ¢(3, c) et 3 joue le role de parametre.

Les résultats obtenus ménent directement aux équations géné-
ralisées bien connues du premier ordre.

(3.2.1). Lorsqu’on insére dans (18)

Oz, y) = — T(x y); B, y)=—aUl,y); Sk y)=yU y)

o T et U sont des fonctions homogenes par rapport a = et & v,
du m-iéme resp. n~-iéme degré, on arrive a4 I’équation spéciale de
DaRrBOUX, [2]

[P, y) +xU(x, y)ly' = T(x, y) + yU(, y),

que l’on résout au moyen des quadratures, puisque, en vertu de
(21), il lui correspond 1’équation de BERNOUILLI

(5P — I’ = (n — m)(P + D),
ol
ao
P=P(%), Q=Q1,%), U=UWL3), =4
(3.2.2). En supposant que

P(x’ y) - f(xa y)! Q(.’B, y) - — g(-’ﬁ, y)) R(x, y) - xmh{x9 'y)r
S(x, y) = a"'yhlz, y),
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ou f, g et h sont des fonctions homogénes par rapport & x et & y,
A savoir f et g du m~iéme degre et 4 du degré «, 1’équation (18)
devient, [3]

B !

A cette équation correspond, em vertu de (21) I’équation de
BerNoUILLI

=o' =) ha(fle +loan(f) + & — v},

f=11,3%), g=g1, %), h=h1,s)

Par conséquent, l’équation de forme (24) se résout aussi au
moyen des quadratures.

(8.2.3). En wutilisant les résultats de (3.2) on peut former de
nouvelles équations intégrables de forme (18) lorsqu’on y intro-
duift la condition que (21) est une équation exacte.

Cette condition est congue dans les fermes suivants

(S"+Rs+ R)®— (@ + P>+ P)=(m —n)P — 2R,

d’olr il résulte
Q +P'S+ P=(n--mP
S+ RS+ R=2n-—mkR
De ces équations on trouve

(25) Q:(n—m)[Pds_.Ps
(26) 8= 2(n — m) [ Rd> — Bs.

Dans ce cas-la 1’intégrale générale de 1’équation (21) est don-
née par 1’équation
27 dﬂfRdir — @/Pdﬁ +c¢=0, (¢ = comst.).
On obtient 1’intégrale générale de 1’ équation (18) de (22) et (23).
ot ® est donné par la relation (27).

ExXEMPLE. - Soit m =1, n =2, par exemple

P(w, )= +uy; B y)=0" +Bay, (1= const., B,= const),
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11 s’ensuit de la

P=u,+a3 B=f+83

On trouve alors de (25) et (26)

ou plutdt
o 2
Ueyy=—3 2, Sw, y=spay

de sorte que 1’équation intégrable (18) devient
’ “ 9 !
wlog® + )y — 5y = x(Bx? + Bayly’ + B’y

(3.2.4). Au moyen de la méthode exposée en (3.2) on résout
aussi I’ équation de Jacos:

(Bey + Aa* + Cix + Cyy + C,)y’ = By* + Awy + D2 + D,y + D,.
aprés 1’avoir précédemment, par la substitution connue
x=p-+t Yy=q+z2

ol ¢ est la mouvelle variable indépendante et 2 la nouvelle fonction
inconnue, réduite & la forme plus simple

(Btz + A2® + at + bz}’ = Ba* + Atz + of + Be.
Cette équation peut &fre exprimée sous la forme (18)
(A2* + Biz)s’ — (Ba* + Als) = — (at + be)g’ + (xt + B2),
et il Iui correspond, en vertu de (21), 1’équation linédaire
[65* + (@ — B)5 — a]®' = (b + a)® + (B> + A4), (d)' = %g)

de laquelle on obtient aussi, par le procédé exposé en (3.2), I’inté-
grale générale de 1’équation méme de JacoBI.

8.3). On a 1’équation
{28) %xhyY = 2, M + ayte, (2, = cost., A, = const.)
laquelle, par la substitution

Y= Fhalie,
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oll z est la mouvelle fonction inconnue, est transformée en une
équation quasi-homogéne de forme (18)

agh rozhale—1g" — k(e ah + a,zM).

A cette équation correspond, en vertu de (21), I’ équation d’ ABEL

A
[Pofz, 4+ @, SN} — ok, Sh/e] ' = <)‘1 —hy— )‘_: -+ 1) A, T Re—1d
que l’on résout au moyen des quadratures, entre aufres, aussi
sous la condition
A
(29) A=A — &+ 1
2
Un nombre assez considérable d’équations intégrables affectant
la forme (28), connues dans la liftérature, sont résolues par la
méthode exposée d’une fagon uniforme, puisqu’elles satisfont &
la condition (29).
Telles sont, par exemple, les équation suivantes:
I/ équation de RIccATI, [4]

x"y = ay® + ba™?
I’équation de CHINI, [4]
xm(n—l)—i—'ny' — ayn + bx(m+l)h
I’ équation d’ ABEL, [5]
x!‘n-!‘]y’ f— ay3 -+ bx3n'

(3.4). Afin d’illustrer plus compléetement les possibilités de
I’application du théoréme exposé sous 2° on cite ici encore un
cerfain nombre d’équations affectant la forme (1), contenues dans
le recueil de KaMKE, lesquelles sont résolues, du reste, par des
méthodes les plus variées.

Les équations particuliéres sont numérotées de la méme fagon
que dans le requeil cité, et I’auteur y a ajouté certaines remar-

ques sur les équations mémes.
(3.4.1). A Y équation différentielle

(1-560) ayVy'? + 1= 2xyy’ — y* + «*,

[J. B. WRriaHT, « Bulletin Americ. Math. Soc.», 11, 1905, 180-182]
correspond, en vertu de (9)

(X3 + 2y — X)X + 1% + 3(X — 9)]=0.
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On en trouve une solution de 1’équation algébrique
X¥+25—X=0
et 1’intégrale générale de I’équation de BERNOUILLY
(X2+ 1) + 35X —9)=0.
(3.4.2). A I’équation
(1-485) axyy'* — (ay* + bx® + ¢y’ + bey =0,
{SERRET-SCHEFFERS, « Differential und Integral Rechnung III »,
S. 401-403] laquelle, du reste, représente I’équation différentielle
des lignes de courbure de la surface Ax’+ By*+ C2*=1; a=A4B(C—B),

b—=AB(A — C), c= C(B — A), correspond, en vertu de (9), I’équa-
tion de BERNOUILLI

X(b— aX?) = alX — 1)3* + (aX — b)>.
(3.4.3). On a I’ équation quasi-homogéne
(1-507) (y* — a*x?)y'? + 2a’xyy’ + yi(y* — a®) =0,

{Cr. B. WILDER, « Americ. Math, Monthly », 38, (1931), 17-25] que
Von applique & un probléme de cinématique.

En vertu de (9), & I’équation donnée correspond 1’équation aux
variables disjointes

as
3(1 +§S):2X(1 —+ .X)o d——X
(3.4.4). A Vsquation
(1-538) 2y +y) —yy =0,

[ForsyrE-JoCOBSTAHL, « Differentialgleichungen », S. 54, 678] cor-
respond I’ équation homogéne

X — B =3 — X)(v — 2X).
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