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Su un nuovo procedimenteo atto a determinare il profilo
della sezione retta di un ghiacciaio.

Nota di Caraupo AeosSTINELLI (a Torino)

Sunto, - Si considera il wmoto di un ghiacciaio in un canale cilindrico
come quello di un fluido viscoso pesante e incompressibile, partendo
dalla tmpostazione che il SOMIGLIANA aveva dato a questo problema.
Ma con diverse ipotesi al contorno, supponendo cioé che lo sforzo tan-
genziale mel contatto tra ghiaccio e parete del canale sia determinato
dalle leggi di CourLoMB sull’ attrito dinamico, con coefficiente di attrito
in gen rale variabile con la profondita, si stabilisce Uequazione diffe-
renziale del profilo della sezione retia del canale in base al principio
di minima resistenza, e st riduce la determinazione della velocita in
ogni punto di essa alla risoluzione di un problema di NEUMANN.

Summary. - The wmotion of a glacier in cylindrical canal is considered as
that of a heavy viscous and incompressible fluid, according to what
SoMIGLIANA had established on this problem. But by different boundary
conditions, supposing that the tangentied stress im contact between the
ice and the side of the canal is determined by the laws of COULOMB on
the dynamic friction, with friction coefficient generally variable with
the depth, we establish the differential equation of the profile of the
right section of the canal for the principle of minimum resistance and
the determination of the velocity in every point of the same is reduced
to the resolution of one of NEUMANN’Ss problems.

1. B ben nota Iimportanza che ha nella glaciologia la deter-
minazione del profilo della sezione retta di un ghiacciaio, onde
valutare la sua profondith e quindi la massa di ghiaccio. Un me-
todo tendente a stabilire teoricamente la forma di detto profilo
mediante sole misure di velocita in superficie fu ideato come si
sa da SoMiGLIANA ('), considerando un ghiacciaio come un fluido
viscoso pesante e incompressibile in lento movimento. Una esten-
sione di questa teoria, considerando invece il ghiaccio come una
massa plastico-viscosa, fu successivamente fatta da UbpescHINI (?),
mostrando come 1’ipotesi della plasticith porta necessariamente
alla presenza di un cuore che scorre rigidamente senza aderirvi

(1) C. SomricLIANA, Sulla profondite dei ghiacciai, « Rendiconti R. Ac-
cademia dei Lincei», vol. 30,, a. 1931.

(3 P. Uprscaini, Moto plastico-viscoso dei ghiacciai, «Bollettino del
Comitato Glaciologico Italiano », n. 25, a. 1948.



SU UN NTUOVO PROCEDIMENTO ATTO A DETERMINARE IL PROFILO, ECC. 203

raggiungendo il fondo del ghiacciaio e provocando un’erosione
del terreno che influenza il profilo.

In queste ricerche lo sforzo tangenziale ®. al contorno viene
supposto proporzionale, secondo un coefficiente di attrito v, alla
velocita v secondo 1’asse del canale glaciale. E poiché in base a

. . dv
diverse ipotesi semplificative risulta d).r:p%, essendo w il coef-

ficiente di viscositd del ghiaccio, ed # la normale alla parete,
diretta verso 1’interno, si ha la relazione

dv_
b gy = VO
Ora, sulla superficie libera, dove I’attrito tra ghiaccio ed aria
si pud ritenere nunllo, viene posto

dv
an =0

mentre lungo il profilo della parete del canale, supponendo che
il ghiaccio aderisca alla parete, si pone v =0, la qual cosa implica

che il coefficiente di attrito v sia infinitamente grande. altrimenti

——q:(), cid che & da escludere.
dn

I’ipotesi di uno sforzo tangenziale al contorno proporzionale
alla velocita e D'ipotesi di un coefficiente di attrito fra ghiaccio
e terreno, estremamente grande, non sembrano evidentemente
soddisfacenti.

L’ esperienza ha dimostrato d’altra parte che. sebbene entro
certi limiti il coefficiente di afttrito sia indipendente dalla pres-
sione fra le superfici a contatto, a pressioni molto elevate esso
diminuisce col crescere della pressione.

A grandi profondita si fard sentire anche 1’influenza dell’an-
mento di temperatura dovuto al flusso di calore geotermico e al
calore prodofto per attrito e, avvicinandosi la temperatura al punto
di fusione del ghiaccio, il coefficiente di attrito cinetico dimi-
nuird fino a valori dell’ordine di 0,02 (3).

Poiche la pressione cresce con la prolondita, e cosl pure la
temperatura, si pud ritenere che il coefficiente di attrito dimi-
nuisca col crescere della profonditd, almeno a partire da una
certa quota.

Tenendo conto di queste considerazioni ho ammesso ancora
che nel contatto tra ghiaccio e parete del canale valgano le leggi

si avrebbe anche lungo la parete

(3) Cfr. I’articolo di A. POCHETTINO, Alcune recenti ricerche fisiche sus
ghiacciai, < Bollettino del Comitato Glaciologico Ifaliano », n. 20, a. 1940.
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di Couroms sull’attrito dinamico. In questa ipotesi lo sforzo tan-
genziale di attrito sard proporzionale allo sforzo normale e diretto
in senso contrario al movimento.

Poiché d’altra parte questo sforzo mormale risulta uguale alla
pressione p, sono stato indotfo a porre

dv
<1>T‘=-y.%:vp,

dove tanfo il coefficiente di attrito v, come la pressione p sono
funzioni della profondith del ghiaccio. Sulla superficie libera il
coefficiente di attrito v si pud ritenere nullo e quindi si avrd ancora

dv
dn—"°

mentre sulla parete del canale si avra

dv _ v
dn—u.”'

In base a queste nuove ipotesi al contorno, supponendo v una
funzione nota della profonditd del ghiacecio, considerando il suo
movimento come quello di un fluido viscoso pesante e incompres-
sibile, e ammettendo il principio di minima resistenza, in questo
lavoro dimostro come sia possibile determinare il profilo del
ghiacciaio misurando la sola larghezza in superficie (supposta
piana), mentre il metodo di SoMIGLIANA richiede come si sa la
misura della velocitdh in superficie.

Dopo cid la determinazione della velocitd in ogni punto interno
alla sezione retta del ghiacciaio viene ridotta alla risoluzione di
un problema di NEUMANN.

2. Consideriamo un ghiacciaio che si muove in un canale che
supporremo cilindrico e di sezione qualsiasi, la cui superficie
libera sia piana ed abbia la stessa inclinazione « del canale. Nel-
Pipotesi pill comunemente accettata di considerare il moto del
ghiacciaio come quello di un fluido viscoso pesante e incompres-
~ibile, se si indica con v il vettore velocita di un punto, con p la
pressione, con ¢ la densita e p il coefficiente di viscosith (entrambi
costanti), e “con_g)’ il vettore accelerazione di gravita, le equazioni
del movimento, supposto stazionario, risultano come si sa

8y P g+ pA, v = gradp, ©) dive =0,

la seconda delle quali & I’equazione di continuita.
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Assumeremo come origine di un sistema di assi cartesiani or-
togonali un punto della superficie libera, con I’asse x parallelo
alla direzione del canale, nel senso del movimento, I’ asse y oriz-
zontale e appartenente alla superficie libera, e infine 1’asse 2z
diretto verso V'interno del ghiacciaio, in modo che il piano yz ne
determini una sezione normale.

Indicando allora con w,, v,, v, le componenti della velocita, e
supponendo nulla la componente trasversale v,, le equazioni (1)
e (2) danno luogo alle seguenti equazioni scalari

A _»

pg sem o + pAyv, = oo
0
pg cos o + pA,v, :55
()
op
—==0
%
e :
Wa | W,
ox 0z
X
Fig. 1,

Limitando le nostre considerazioni ad una porzione assai breve
del canale, le variazioni di moto nella sua direzione saranno assai
piccole e si pud quindi supporre

0V, . o0, .
ox ox

{4) 0.

Dalla quarta delle equazioni (3) si deduce allora Zg —0, o si

avra pertanto
(5) Ve =ValY; 2), U, = 0.(y)

14
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Si ricava inoltre dalla prima e seconda delle (3)

"P_o TP _o VP _
’ oz* 7’ o3z

e percid la pressione p sardh una funzione lineare di x e di 2.
Indicando con p, la pressione in superficie (uguale a quella atmo-
sferica) avremo dunque

(6) P =p, + Ax + Baz.

con A4, B costanti, e le equazioni (3) si ridurranno cosi alle seguenti
(7) A, = A — pg sen «, A, = B — pg cos .

3. Per stabilire ora le condizioni ai limiti ricordiamo che in
un fluido viscoso le componenti normali degli sforzi interni sono
uguali alla pressione, cioé:

X, =Y,=2,=p,

mentre, se si indicano con

00, o, o0,

511:%—’ 522:@") 533=a?
v, 0V, ov, 0, o, 0V,
St =5y T 823'—5;4—61/’ " 5x o

le componenti della wvelocitd di deformazione, gli sforzi tangenziali
dovuti alla viscositd risultano

X, = — pey,, Y, = — peyy, X, = — pey,.
Nel nostro caso si ha

51125222533:0

0V, v, 0V,
En:éy—, Sza‘—”gy‘, f13 =557
e quindi
o, v, 0V,
Xy=—pg T=—us  X=—pgr.

Ricordiamo ancora che se «, , y sono i coseni direttori della
normale # a un elemento piano, e ¢,., ¢,,, ®,. sono le compo-
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- . . —_ . .
nenti dello sforzo specifico @, relativo a quell’elemento, si ha

®,, =oX, + X, + vX,
¢, =oX, +8Y, +7Y,
(Dnz = OLXz + BYz + YZz'

Applicando queste formule a un elemento del contorno della
sezione del ghiacciaio, la cui normale sarhd orientata verso 1’in-
terno, poich® su questo contorno & «—cosnwx =0, in base ai
risultati precedenti avremo

o, o, dv,
?,,=— f*(ﬁay +'{ﬁ)_—p,%
ov,
q’»y:ﬁp—u-Y@
0
(bnz:Yp_tu" '86_;;'

Ne segue che la componente normale &,, di _tl_;,, ¢ data da

®nn=p—2u~ﬁYg—;’,
e quindi le componenti dello sforzo tangenziale
b=, — b, 7,
relativo all’elemento considerato, risultano

v,
Pry=0",, = — !J.%
o,
¢y =, — fd,, = py(28°—1) @
ov,
q)'rz — ¢nz —_— ytl)m, = p.p(2‘y' —_ 1) a—:‘; .

Cid premesso, mentre il SoMIGLIANA nella sua teoria ammette
che lo sforzo tangenziale al contorno sia proporzionale alla velo-
cith, secondo un coefficiente di attrito, noi ammetteremo invece,
in base alle leggi di Couroms sull’attrito dinamico che lo sforzo
tangenziale al contorno sia proporzionale allo sforzo mormale ®,,
e diretto in senso contrario alla velocith, porremo ciod

v

q> == —— V(D"" — s = — ( —_ 2 . —')
. mod v v\p— 2By oy

v
—_—,
mod v
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dove v @il coefficiente di attrito. Prendendo le componenti secondo
gli assi abbiamo

dv,,

v, Vyp
Y = V(P—QH-BY@>

—-—
mod v

o
.2 2
w28 — 1) 5t =0,

ov ov v
;43‘2’—1_’:—\;( ——2B~—z)—z;..
Y =1z, D= Ay )
La seconda di queste equazioni richiede che sia z::”:(), e

quindi per la terza sard v, — 0. Indicando allora con » I’unica com
ponente non nulla della velocith, si ha al contorno del ghiaccio la
condizione

dv
(8) By = VP

la quale esprime anche che al contorno &, in valore assoluto
8" G = vp.

Sulla superficie libera dove agisce la pressione atmosferica e
il coefficiente di attrito tra aria e ghiaccio si pud ritenere nullo,
1a relazione precedente si riduce alla
dv

9) d_nEa_z:()’ per z=20.

Dalla seconda delle (3), ricordando la (6), si ha ora

)
55: = pg cos «,

e quindi

P=p,+ Ax + pgcos -2z

Si pud supporre anche che la pressione vari pochissimo nella
direzione del movimento, almeno in prossimitia della sezione che
si considera. La pressione si riduce allora alla pressione idrosta-
tica dovuta alla gravita, si ha cioe

(10) P=1p, + pgcosa-z.

Sulla parete del canale sard dunque verificata la condizione (8),
dove la pressione p & definita dalla (10), e il coefficiente di attrito v
sard in gemnerale variabile con la profondita, cioé con z.
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In conclusione si hanno le equazioni

A,v= —pgsena | p
ov

(11) = 0, per 2=0
do_v
d,n—p‘p>

la prima delle quali deve essere verificata in ogni punto in-
terno alla sezione del ghiacciaio, la seconda sulla superficie libera
e la terza sulla parete del canale. Su queste equazioni, unitamente
alla (10), é basata questa ricerca.

4, Le equazioni qui considerate permettono di ricavare facil-
mente Y equazione differenziale del profilo del canale presuppo-
nendo solo la conoscenza della legge di variazione del coefficiente
di attrito v con la profondita 2, e ammettendo il principio della
minima resistenza.

Invero, indicando con ¢ I’area della sezione refta del canale,
con A, B i punti estremi della linea libera sull’asse y, e con s la
lunghezza di arco di profilo del canale contata a partire dall’e-
stremo B, per la formula di GREEN si ha

dn

—ngy—h/ <Eds :—fAz'v-dc,
4B Bsd o

cio®, in virth delle equazioni (11),

[ Y pds = f pgsen« .
!* @
BsA g

Avendo supposto costanti il coefficiente di viscosita p e la den-
sitdh p del ghiaccio, se si osserva che

[ vpds :[vp 1/1 —+ (g?—j)zdy
B

BsA A

e che

far= e

o AB
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si oftiene
T dz)\?
(12) v(z)p l/l + (@) dy = pg sen « | zdy.
AB AB

L’ integrale a primo membro di questa equazione, in virti
della (8'), rappresenta la resistenza tangenziale risultante (riferita
all’unitd di lunghezza del canale), che incontra il ghiaccio nel suo
movimento in contatto con la parete del canale.

Se ora ragionevolmente ammettiamo il principio di minima
resistenza, la variazione di detto integrale, dovuta ad un incre-
mento virtuale arbitrario 3z della z (che si annulli nei punti
estremi A4, B), sard nulla. Allora, posto

— dz
(13) F(z, 2y=v(2)p(#)V1 + 2’3, con z’:(—@
applicando i mnoti principi variazionali, avremo I’ equazione (di
EuULERO)

-

oF _d (iF
9z dy az’>
che come si sa ammette 1’integrale

oF
F(z, ') — gz' = C,

con C costante arbitraria. Sostituendo alla F il valore (13) si ha

viz)p(z) C

14 Viee

che & I’equazione differenziale del profilo del canale.
Ponendo

(15) 2y = Poflpg cos o)
si ha

P = pg €08 %[z + Z,)
e la (14) porge

Cdz

17 dy = ’
(1) Y +V¥(z) - (2 + 2,) — C?

con C ancora costante arbitraria.
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Supponendo che il profilo del canale sia simmetrico rispetto
all’asse z e di larghezza 2L in superficie, si ricava in termini finiti

’ Cdz
18 —_—y = S i —
(18) L—y oj\/vﬂ(z-kzo)z—(]’

e detto #, il valore di # per y =0 (profonditd massima), si ha

Cdz

19 L = -_— |
( ) 6/\/\'2(24‘30),_ C'l

Inoltre la (12) si trasforma nella seguente

2+ 2)° do — tan o Czdz

\/v (2 + 2,)* — C? Vv (2+2) — C*

(20)

Allora, essendo nota la semilarghezza L del canale in superfi-
cie le equazioni (19) e (20) permettono di determinare la costante C
e la profonditd 2z, mnel centro. La (18) da quindi I’equazione del
profilo.

5. Nel caso particolare in cui il coefficiente di attrito v & co-
stante ed uguale a vy, posto

Yo — C/VO
si ha
74 2y + \/(z + Zo) — ¥o”

Zo+\ 2 — v,

L—y=v,log
e invertendo risulta

—Y
2y,

z=2senh (zo senhL-_y—l— \/zoz—yogcoshL—y).

27, 2y,
Da questa si ricava
L L _ L
—_ 2 —_
z, == 2senh — 37, (zo senh — 3y, + Vz," — v,’ cosh 3y ) ,

0

mentre dalla (20) si ha
2 Vo[(zl -+ zo)V(zl + zo)z - Y02 - zoV?Joz - Yoz] =

S - 1
= o tan « (Ve + 2 — 0" — Ve — 13— L {5 voro + 2 tan ) '
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Eliminando 2z, si ha per la determinazione della costante vy,
I’ equazione

1 L -
) senh e [(2o + V2, — Yo7)?eLho + ( —~ Vaz, =17 )e-Lin =

L L —_ — L
— . : — —
=2y, tan 2 - senh 5, (zo cosh — 5.+ V2,* — y,t senh 2Y°)

——L( VoYo + 2, tan « )

Il profilo della sezione retta del canale risulta in questo caso
composto di due archi di curva esponenziale simmetrici rispetto
all’asse 2z e volgenti la concavitd verso il basso (direzione posi-
tiva di #z).

Supponendo invece che il coefficiente di attrito v varia secondo
la legge

@1) v=v0/(1+:—0>(1+§)

con ¢ costante positiva, e dove v, & il valore di v per z =0, posto
R =vyz2,c/C
la (18) porge l’integrale
(y — L+ \R*—¢*?+(z + ¢} = R

Il profilo sard costituito di due archi di circonferenza di rag-
gio R. Questi due archi apparterranno alla stessa circonferenza
di centro (0, — ¢), quando

L=VR:—¢, ciod ¢= VR — L"

In questa caso &

2,=R—c=R— VR — L?

e la (20), dopo averla integrata ed eliminato z,, porge

R+ L
vi% VE® — L*log ]/RTJEI
1 T _ T2 o
=5 tan « [R? (7—; — arcsen %i) — LVR? — L’] s

dalla quale si ricava il raggio R.

I due casi a cui ho accennato si possono considerare due casi
estremi. Presumibilmente fino a una certa quota il coefficiente v
sard costante, e poi decrescerd con una legge che non sara lontana
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da quella espressa dalla (21). Il profilo sard allora costituito da
archi di curva di minima resistenza raccordati fra di loro che
inizialmente volgeranno la concavith verso il basso, e por la con-
cavith verso 1’alfo.

6. Determinato il profilo del ghiacciaio, e quindi V'area ¢ della
sezione normale, il calcolo della velocitd in ogni punto interno si
riduce alla risoluzione di un problema di NEUMANN.

Infatti, la prima delle (11) & soddisfatta ponendo

lpgsena |
(22) v=U—35 " ?

con Uly, ) funzione armonica che dovra soddisfare alle condizioni
al contorno

(i[_]_P___g sen e ] Eli :@p, {sopra s)

93 dn " an
- W0 =0
a—z‘— , per z2—=VU.

Essendo 41y, ) =0 1’ equazione del profilo si ha

%:%/A, con A= mod grad Y :l/(%)2+ (2—3)2

e le condizioni (23) porgono

adU pgseno @ v(2)
. %:—g—;— zi/A+T(p(,+pgcosm-z), sopra s,
(23) dU_aU_O -0

an = 0 PO FE

[l problema & allora ridotto a determinare una funzione armeo-
nica U nell’area o essendo noti i valori della derivata normale
al contorno, & ridotto ciod a un problema di NEuMANN (%).

La possibilitd della risoluzione del problema proposto secondo
il procedimento qui indicato richiede ovviamente 1a conoscenza della
legge di variazione del coefficiente di attrito v con la profondita z.

In un’altra nota mostrerd come misurando, secondo I’idea di
SoMIGLIANA. le velocith in superficie, si pud assegnare 1’equazione
differenziale del profilo della sezione retta del canale, e dedurre
quindi I’ espressione del coelficiente di attrito v in funzione della
profondity 2.

() E opportuno osservare come dalle (23), tenuto conto della (12) si
deduce facilmente che la condizione che sia nullo 'integrale della derivata

dU . . .
normale in’ esteso a tutto il contorno della sezione o & identicamente

verificata.



