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Sopra i risultati di Fubini sull'inyersione
del teorema di permutabilità di Bianchi.

Nota di F. MARCUS (a Iasi)

- Si dimostra in questo lavoro che i risultati di FUBINI [1] sul
problema delV inversions del teorema di permutabilità di JBIANCHJ, che
gli parevano non nsolvere completamente il problema, sono invecf* suffi'
cienti a questo scopo, e possono condurre al medesimo risultato stabilito
altrimenti in [2],

Suminary. - FUBINI thought that the problem of the converse of BIANCHF S
permutability theorem was not completely resolved by the results con-
tained in his paper [1]. In the present paper it is proved that, on the
contrary, those results are sufflcient to get the solution rohich has been
given in different way in [2].

La convinzione délia possibilité di dare una inversion e del
teorema di permutabilità di BiAfccm, ha condotto il Maestro ad
occuparsi di questo problema, nel lavoro [1] inserito negli « Anuals
of Mathematics » del 1940, ove perö egli afferma di porre uu pro-
blema che non viene completamente risolto. I risultati di [1] mi
ianno suggerito l'idea di cercare una soluzione compléta di que-
sto problema. A ciö sono giunto nella mia Nota [2] del 1948 pub-
blicata pure negli « Annals of Mathematics ». I risultati di \2] solle-
varono perö una domanda alla quale si doveva^ dare una risposta,
oosï corne si yedrà in questo lavoro^ ed alla quale avevo da tempo
rinunciato, avendo incontrato non lieyi difficoltà. È stata la lettura
recente della bella conferenza sulle congruenze W del Prof. A.
TERRACINI [3] nella quale si fa anche cenno dei risultati di [2],
che mi ha determinato ad occuparmi di nuovo di questa domanda,
alla quale diamo qua la risposta.

Tenendo presente i risultati di [2] si tratta di esaminare, se
i risultati che parevano al FUBINI non risolvere completamente
il problema di cui si occupava in [1], sono veramente insufficienti
a questo scqpo. La risposta è negativa, cioè, cosï come faremo
vedere, i risultati di [1] sono sufficienti a dimostrare completamente
il reciproco del teorema di permutabilità di BIANCHI. Per chiarezza
riporteremo quei risultati di [1] e [2] che sono necessari alla dimo-
strazione.
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190 F. MAECXJS

Siano x^ y, due punti corrispondenti di due superficie 2^ e 2V

trasformate per congruenza (l) délie superficie 2 2 , 2 , , 2 ^ , generate
rispettivamente dai punti 0, £, /]. Se le curve inviluppate su 2^
dalle tangenti (x, z) {x, t) e (x, -r\){2) corrispondono a quelle inviluppate
sulla 2y dalle rette (y, z) (t/, t) e (y, ri), allora FUBINI dimostra in
[1] che tutte le superficie descrifcte dai punti -/\—z+pt (p=costante)
saranno trasformate per congruenza délie due superficie 2 r e 2^r

mentre tutte le congruenze generate dalle rette (x, y\) e (y, y\) saranno
congruenze W e la retta (x, y) passera per un punto fisso. In que-
sto caso, FUBT^TI dimostra completamente il reciproco del teorema
di permutabilità di BIA^CHI.

Nel paragraf o 2 di [1] si suppone che soltanto due délie tan-
genti .(as, z) (x, i) (x, /]) corrispondano aile analoghe rette (y, z)
(y, t) e {y, vj), per esempio (x, z) con (y, z) ((x, t) con (y, t)). Allora
FiTBiisrx fa vedere che si puö fare a meno di questo caso, cioè ci
si puö limitare a supporre che non si corrispondono le rette di
alcuna coppia.

Supponendo dunque per esempio che la tangente (x, z) alla
superficie S» non si corrisponda colla tangente (y, z) nel punto y
di Sy , FUBINI fa vedere al paragrafo 3 di [1] che si possono cam-
biare i parametri u e v e trovare 22 funzioni di (u, v) tali che

xu = ax -+- bz yH = Cy -+- Fz -h Gt

xv = ex -+- fz -4- gt yv = Ay -+- Bz

zv = Kz -t- Wx •+- Sy tv = Ht

Siccome le rette {x, t) e (y, t) non si corrispondono, si ha
bB—f F 4=0. Si possono in questo caso, [1] pag. 624, trovare oo1

superficie vj = z H- pt trasformate per congruenza délie superficie
ST e Sy , con p —costante, e si puö porre

(2) K=H;h — k = 0.

(1) Secondo F U B I K I due superficie sono trasformate per congruenza, se
le due superficie sono falde focali délia congruenza di rette che uniscono
due punti corrispondenti di queste superficie.

(2) Con (x, s), (Xj y]) si indica la retta che unisce il punto x con #, op-
pure con 77 ecc. Queste rette sono tangenti aile superficie Src, S£, 2t.
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Dalle condizioni d'integrabüita di (1) si troya

(3) bS^fw-h gn

(4) Bs = FW-hGN

(5) sg — SG

(6) mf+nB = MF H- Nb

(7)

mg = MG H- HU

ed eliminando Hu

(8) j = bW-fs— GM = Bw — FS — gm
essendo J, secondo FuBrai, il valore comune del secondo e terzo
mernbro.

Denotando poi con S3 e S£ due qualsiasi delle col superficie
S*n j FTJBINI dimostra che se una delle congruenze (x, z), (x, t), (y, z\
[y) t) è W, allora tutte sono W, e questo puö accadere soltanto se

(9) j = 0

(ofr. [1] pag. 625-628).
Ma, osserva di nuovo FriBiisri, questo risultato nou dimostra

che è sempre J = O ; è per questo, che PUBIKT afferma nella intro-
duzione del Suo lavoro, di porre un problema che non viene
completamente risolto.

Se perö, Egli osserva, si pone la condizione supplementare
che Ie oo1 superficie descritte dai punti

(10) x-hvy

siano trasformate per congruenza delle superficie S3 e 23O allora
è sempre j = 0.

In [2] ho risolto in modo completo il problema, ottenendo il
seguente Teorema. Se una famiglia di oo1 superficie M3 sono tra*
sformate per congruenza di due superficie fisse M^ M2, allora tutte
Ie congruenze {MJMQ) e (MJMt) sono congruenze W.

La dimostrazione si fa utiHzzando il metodo di CARTAIST, sce.
gliendo uu tetraedro mobile che dipende soltanto dai parametri
te, v, determinato dai punti fissi Mo, Mt e da due degli oo1 punti
M3 = Mx -h $OMZ per esempio Ml e Mz. Allora puö scriversi, cfr. [2],

dM, = i»lkMK

(i, K,r,8 = 0, 1, 2, 3)

' 2 [ J
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con

In conseguenza p, = costante.
Osservando che i pfaffiani w01 e co03 sono linearmente indi-

pendenti, e che gli altri pfaffiani sono una loro combinazione li-
neare, abbiamo posto

wifc = alkdu -+- blkdv

ed in particolare

(13)

con

(14) »»•+-» 4=0.

In questa ultima ipotesi riuscii a dimostrare il teorema.
Ora si osserva che tanto in [1] quanto in [2] si suppone l'esi-

stenza di una sola famiglia di ool superficie, trasformate per con-
gruenza di due superficie fisse. In [2] l'ipotesi è sufficiente a
dimostrare l'inverso del teorema di permutabilità di BIANCHI,

mentre in [1] si afferma di porre un problema non completa-
mente risolto, Sorge allora la seguente domanda:

Sono i risultati di [1] veramente insufficienti a dimostrare la
inversione del teorema di permutabilità di Bîanchi ?

Noi faremo vedere qua che le formole (3), (4), (5), (6) e (8) sono
sufficienti a dimostrare completamente il teorema, cioè, dimo-
streremo che nella stessa ipotesi di [2], i risultati di FUBINI

dimostrano, che è sempre j = 0. Per questo preciseremo prima di
tutto dal punto di vista geometrico l'ipotesi sotto la quale è stata
fatta la dimostrazione in [2].

Consideriamo la congruenza descritta dalla retta (M0Mt). I
punti focali di ogni raggio délia congruenza si trovano scrivendo

(15) d(M0 -+- <xMt) — pMQ -+- (l ^

Tenendo presente (11), (12) e (13) si trova

(16)

o > o l ~ 1 -+- mcx
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Eliminando — risulta per c Pequazione
W03

L'ipotesi M + n=[=0 significa che i due punti Mo e M% che
descrivono le due superficie fisse MQ e Mt, non debbono essere
coniugati rispetto ai punti focali di ogni raggio della congruenza
(MaMt).

Bitorniamo adesso ai risultati di [1]. Sia (as, y) un raggio della
congruenza descritta dalla retta che unisce due punti corrispon-
denti délie superficie 2W e S r I fuochi della retta (as, y) si deter-
mineranno colla

(18) d(x H- ay) = px -+- (X -f- d<s)y.

Osservando che (x} y, 0, t) 4=0 si ottiene tenendo presente (1):

. • = adu

(19) - cBdv = 0

= 0

Osservando poi che da (1) sg — SG, risulta

(20) <T2B$ H- a(fs — FS) — bS = 0.

Non dovendo i punti essere coniugati rispetto ai punti focali,
necessariamente

(21)

In conseguenza da (8) risulta che le quantità

(22) bW— GM; Bw - gm

non possono essere simultaneamente uguali a zero. Possiamo sup-
porre ad esempio

(23) bW -

Dalle (4) e (6) avremo in questo caso

Bsb — G(mf •+• nB)
(24) F = •

bW- GM
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Con questo valore di F risulterà da (8),

Bsb - G(mf-t- nB)
(25) j = Bn>-am- S

Ma

(25') j fw — Sb -+. gn = 0

Dunque

(26) i ' -i- j(/s H- grm — Bw) = 0.

Cioè

(27)
{ j — Bw — gm — /s

La seconda soluzione si deve escludere.
Inf atti nelF ipotesi che fosse j ~ Bw — gm — f s risulterebbe

tenendo presente (8), che fs = FS, oio che si esclude per (2). Kesta
dunque solo la soluxione j ~ 0, Ciö che si doveva dimostrare. Se
fosse per esempio bW—GM = 0, siccome non puö essere Bw —
— gm = 0 si potrebbe dalle (3) e (6) ottenere

^ * Bw — gm

e da (8)

,26', j . f . g i
Bw — gm —j -h FS

si troverebbe

j = bW- GM—FS

la seconda soluzione doyendosi escludere corne sopra, rimane sol-
tanto la soluzione j = 0.

Alla condizione (2) si puö dare un'altra interpretazione che
si deduce da un teorema di PUBINI [4].
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Supponiamo come si fa in [1] pag. 622, che la tangente che
unisce x con xudu -+- x„dv incontri, nel punto z, la retta che passa
per i punti y e yu§u H- yvov. Dunque

(28) (x, y, dx, St/) = 0.

Sviluppando, otteniamo

-h {x, y, xu, yv)duhv H- (a, y, xv, yu)dvhu •+•

(aï, y, xv, yv)dv%v = 0 ,

ciö che definisce una collineazione fra i due fasci di rette tan-
genti tœ) Ty. Questa collineazione è un'involuzione se

u).(30) (x, y, xu, yv) — (x, y, x», yu

Siccome da (1) r isulta (se, xui y, yv) = 0< deve essere in questo caso

(31) (ar, y, xvy ytt) = 0.

Tenendo presente (1) e (5) ed osservando che (x, z, t, y)=\=Q, r isulta

{32) fs — FS = 0

e, secondo il sopracitato teorema di FUBINI [4], risulta che in que-
sto caso i punti x e y sarebbero coniugati rispetto ai fuochi della
retta (x, y). Ciö che in [1] non si deve supporre, cosï come si fa
in [2]. Dunque la collineazione (29) non potrà essere una involu-
zione. Yogliamo infine osservare che al medesimo risultato si
giungerebbe, utilizzando il ragionamento del FUBINI, pag. 624 di [1],
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