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Sopra i risultati di Fobini sull’inversione
del teorema di permutabilith di Bianchi.

Nota di ¥. Marcus (a Tasi)

Sunte. - 8¢ dimostra in gquesto lavoro che i risultati di FusiNi [1] sul
problema dell’ inversione del teorema di permutabilitd. di BiaNcHi, che
gli parevano non risolvere completamente il problema, sono invece suffi-
cienti a questo scopo, e possono condurre al medesimo risultato stabilito
altrimenti in (2]

Summary. - FuBINI thought that the problem of the converse of BIANCHI' s
permulability theorem was not completely resolved by the results con-
tained in his paper [1]. In the present paper it is proved that, on the
contrary, those results are sufficient to get the solution which has been
given in different way in [2].

La convinzione della possibilitd di dare una inversione del
teorema di permutabilith di Brancei, ha condotto il Maestro ad
occuparsi di questo problema, nel lavoro [1] inserito negli « Annals
of Mathematics» del 1940, ove perd egli afferma di porre un pro-
blema che non vieme completamente risolto. I risultati di |1] mi
hanno suggerito I’idea di cercare una soluzione completa di que-
sto problema. A cid sono giunto nella mia Nota [2] del 1948 pub-
blicata pure negli « Annals of Mathematics ». I risultati di [2] solle-
varono perd una domanda alla quale si doveva: dare una risposta,
cosl come si vedrd in questo lavoro, ed alla quale avevo da tempo
rinunciato, avendo incontrato non lievi difficolta. B stata la lettura
recente della bella conferenza sulle congruenze W del Prof. A.
TrerrAcCINI [3] nella quale si fa anche cenno dei risuliati di [2],
che mi ha determinato ad occuparmi di nuovo di questa domanda,
alla quale diamo qua la risposta.

Tenendo presente i risultati di [2] si tratta di esaminare, se
i risultuti che parevano al FUBINI non risolvere completamente
il problema di cui si occupava in [1], sono veramente insuffticienti
a questo scopo. Lia risposta & megativa, cio®, cosl come faremo
vedere, i risultati di [1] sono sufficienti a dimostrare completamente
il reciproco del teorema di permutabilith di BrancHI. Per chiarezza
riporteremo quei risultati di [1] e [2] che sono necessari alla dimo-
strazione.
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190 F. MARCUS

Siano @, y, due punti corrispondenti di due superficie 3, e I,
trasformate per congruenza (') delle superficie %,, %,, X,,, generate
rispettivamente dai punti 2z, {, v. Se le curve inviluppate su 2,
dalle tangenti (x, 2) (x, £) e (x, 1)(?) corrispondono a quelle inviluppate
sulla S, dalle rette (y, #) (y, #) e (y, ), allora FuBINI dimostra in
[1] che tutte le superficie descritte dai punti n=2z+pt (p =costante)
saranno trasformate per congruenza delle due superficie X, e 3,
mentre tutte le congruenze generate dalle rette (x, n) e (y, n) saranno
congruenze W e la retta (x.y) passerd per un punto fisso. In que-
sto caso, FuBINI dimostra completamente il reciproco del teorema
di permutabilith di BrancaI.

Nel paragrafo 2 di [1] si suppone che soltanto due delle tan-
genti .(x, 2) (x, 1) (x, n) corrispondano alle analoghe rette (y, 2)
(4. t) e (y,n), per esempio (x, 2) con (y, 2) ((x, f) con (y, £)). Allora
FuBiNt fa vedere che si pud fare a meno di questo caso, ciod ci
si pud limitare a supporre che mon si corrispondono le rette di
alcuna coppia.

Supponendo dunque per esempio che la tangente (x,2) alla
superficie ¥, non si corrisponda colla tangente (y, #) nel punto y
di ¥,, FusBin: fa vedere al paragrafo 3 di [1] che si possono cam-
biare i parametri w e v e trovare 22 funzioni di (u, v) tali che

%, — ax + bz Y. =Cy+ Fz+ Gt

x,—cx+fz+gt y,—Ay—+ Bz
(1)

2,—kz+sx+wy t,=hi+mx+ny

2,=Kz+ Wax+Sy t,=Ht+ Ne+ My .

Siccome le rette (x, ) e (y, ) non si corrispondono, si ha
bB — fF3=0. Si possono in questo caso, [1] pag. 624, trovare oco!
superficie n =z + of trasformate per congruenza delle superficie
3, e X,, con p=costante, e si pud porre

(2) K—H; h=k=0.

(1) Secondo FusiNI due superficie sono trasformate per congruenza, se
le due superficie sono falde focali della congruenza di rette che uniscono
due punti corrispondenti di queste superficie.

(3) Con (x, 2), (x, ) si indica la retta che unisce il punto « con 2, op-
pure con 7 ecc. Queste rette sono tangenti alle superficie 25, Z,. Z;.
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Dalle condizioni d’integrabilita di (1) si trova

(3) bS = fw + gn

(4) Bs=FW + GN
(5) sg = 8G

(6) mf + nB—= MF + Nb

@ {sf+wB-:SF+Wb+H,,

mg—= MG + H,
ed eliminando H,
8) j=bW—fs — GM = Bw — FS — gm

essendo j, secondo FuBINI, il valore comune del secondo e terzo
membro.

Denotando poi con X, e X, due qualsiasi delle co! superficie
3,, FuBiNt dimostra che se una delle congruenze (x, 2), (x, ?), (y, 2),
(y, t) & W, allora tutte sono W, e questo pud accadere soltanto se

9) j=0
(cfr. [1] pag. 625-628).

Ma, osserva di nuovo FUBINI, questo risultato non dimostra
che & sempre j=0; & per questo, che FuBINT afferma nella intro-
duzione del Suo lavoro, di porre un problema che non viene
completamente risolto.

Se perd, Egli osserva, si pone la condizione supplementare
che le oo! superficie descritte dai punti

(10) % + oy

siano trasformate per congruenza delle superficie X, e X,, allora

& sempre j—0.

In [2] ho risolto in modo completo il problema, ottenendo il
seguente Teorema. Se una famiglia di oo' superficie M’ sowno ira-
sformate per congruenza di due superficie fisse M,, M,, allora tutte
le congruenze (MM,) e (M*M,) sono congruenze W.

Lia dimostrazione si fa utilizzando il metodo di CARTAN, sce.
gliendo un tetraedro mobile che dipende soltanto dai parametri
u, v, determinato dai punti fissi M, M, e da due degli oo punti
M’ = M, +p,M,; per esempio M, e M,. Allora pud scriversi, cfr. [2],

th - mllez
3 (4, hy r,s =0,1,2, 3)

0, = E [(')rhwks]
0
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con
(12) {")02:(”20=°’13=°’31=0
(I)ll == (1)33
In conseguenza p, — costante.
Osservando che i pfaffiani v, e w, sono linearmente indi-

pendenti, e che gli altri pfaffiani sono una loro combinazione li-
neare, abbiamo posto

O, = az,‘du + bl,‘d'v
ed in particolare

0,3 = lw,, + Moy,

(13)

Wey = Ny, + p"’os
con
(14) m +n 0.

In questa ultima ipotesi riuscii a dimostrare il teorema.

Ora si osserva che tanto in [1] quanto in [2] si suppone !’ esi-
stenza di una sola famiglia di oo! superficie, trasformate per con-
gruenza di due superficie fisse. In [2] Pipotesi & sufficiente a
dimostrare 1’inverso del feorema di permutabilith di Branchi,
mentre in [1] si afferma di porre un problema non completa-
mente risolto. Sorge allora la seguente domanda:

Sono i risultati di [1] veramente insufficienti a dimostrare la
wnversione del teorema di permulabilita di Bianchi?

Noi faremo vedere qua che le formole (3), (4), (5), (6) e (8) sono
sufficienti a dimostrare completamente il teorema, ciog, dimo-
streremo che nella stessa ipotesi di [2], i risultati di Fusint
dimostrano, che & sempre j— 0. Per questo preciseremo prima di
tutto dal punto di vista geometrico I’ipotesi sotto la quale & stata
fatta la dimostrazione in [2].

Consideriamo la congruenza descritta dalla retta (M, M,). I
punti focali di ogni raggio della congruenza si trovano scrivendo

(15) AdM, + cM,) = uM, + (A + do)M,.
Tenendo presente (11), (12) e (13) si trova

®T= @5 A== 0w,

U)ol —-pc

wy; 1+ m0

(16)

Wz — o
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w
. . 01 s .
Eliminando -~ risulta per ¢ I’equazione
03

(17 a(mn — pl) + o(m +n) + 1 =0.
L’ipotesi m + n=3=0 significa che i due punti M, e M, che

descrivono le due superficie fisse M, e M,, non debbono essere
coniugati rispetto ai punti focali di ogni raggio della congruenza
(M, M,).

Ritorniamo adesso ai risultati di [1]. Sia (z, y) un raggio della
congruenza descritta dalla retta che unisce due punti corrispon-

denti delle superficie %, e 3,. I fuochi della retta (x, y) si deter-
mineranno colla

(18) d(@ + oy) = pa + (A + doy.
Osservando che (x, y, 2, {)=3=0 si ottiene tenendo presente (1):

= adu + cdv; A—=cCdu + Adv
(19) bdu + fdv + cFdu + sBdv =0
gav + cGdu =0

Osservando poi che da (1) sg = SG, risulta
(20) 6’Bs + offs — FS) — bS = 0.

Non dovendo i punti essere coniugati rispetto ai punti focali,
necessariamente

(21) fs==FS.
In conseguenza da (8) risulta che le quantita
(22) bW — GM; Bw — gm

non possono essere simultaneamente uguali a zero. Possiamo sup-
porre ad esempio

(23) bW - GM3=0.
Dalle (4) e (6) avremo in questo caso

__ Bsb — G(mf + nB)

24 F=——w_—¢eu
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Con questo valore di F risulterd da (8),

Bsb — G{mf + nB)

(25) j=Bw—gm— Sy _Gn
Ma

g bW —GM =j+fs
(25) fo—Sb+gn=0

z sg=28G
Dunque
(26) J* +jlts + gm — Bw) = 0.
Cioe
27) { 7=0

j=Bw —gm — s

La seconda soluzione si deve escludere.

Infatti nell’ipotesi che fosse j—= Bw — gm — fs risulterebbe
tenendo presente (8), che fs = F'S, cid che si esclude per (2). Resta
dunque solo la soluzione j — 0. Cido che si doveva dimostrare. Se
fosse per esempio bW — GM —= 0, siccome non pud essere Bw —
— gm = 0 si potrebbe dalle (3) e (6) ottenere

__ BbS — g(MF + Nb)
- Bw — gm

(24) f
e da (8)

BbS — g(MF + Nb)
Bw—gm=4j+ FS

(26') j=bW— GM—s

si troverebbe
j=0
j=bW— GM — FS

27)

la seconda soluzione dovendosi escludere come sopra, rimane sol-
tanto la soluzione j=0.

Alla condizione (2) si pud dare un’altra interpretazione che
si deduce da un teorema di FuBINI [4].
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Supponiamo come si fa in [1] pag. 622, che la tangente che
unisce x con x,du + x,dv incontri, nel punto z, la retta che passa
per i punti y e y,% + y,8v. Dunque

28) (%, y, da, dy)=0.

Sviluppando, otteniamo

29) (@, Y, ., , Y )AUSU + (2, Y, T, , Yp)dudv + (, y, x,, Y, )dvdu +

+ (2, ¥, X, , Yo)dvdv =0,

cid che definisce una collineazione fra i due fasci di rette tan-
genti ¢,, T,. Questa collineazione & un’involuzione se

(30) (xa Y, Xy, yv):(x5 Y, Xy, yu)

Siccome da (1) risulta (x, x,, ¥, y,)=0, deve essere in questo caso
(81 (@, Y, @, Yu) =0.

Tenendo presente (1) e (5) ed osservando che (z, 2, ¢, )50, risulta
(32) fs—FS=20

e, secondo il sopracitato teorema di FuBINI [4], risulta che in que-
sto caso i punti « e y sarebbero coniugati rispetto ai fuochi della
retta (x, y). Cid che in [1] non si deve supporre, cosi come si fa
in [2]. Dunque la collineazione (29) non potra essere una involu-
zione. Vogliamo infine osservare che al medesimo risultato si
giungerebbe, utilizzando il ragionamento del FuBINI, pag. 624 di [1].
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