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Aleuune notevoli elassi di trasformazioni puntuali
di uno spazio proiettivo in sé.

Nota di FraNcEsco SPERANZA (a Bologna)

Sunto. - 8¢ studiano le trasformazioni puntuali fra spazi sovrapposti che
presentano particolarita, proiettive relative all intorno del 1° ordine di
ogni coppia A, A di punti corrispondenti; viene approfondito U esame
dei casi 1n cui, nell’ omografia subordinata dalla trasformazione fra le
stelle A, A, é unito rispettivamente un iperpiano od wna retta: si as-
segna una costruzione geometrica dei vari sottocasi a cui damno luogo
i due tipi indicati.

Sommary. - Point-transformations between two superposed spaces, with
projective particularities in the neighborood of first order of any
couple of correspondent points A, A are studied, exspecially when in
collineation induced by tramsformation between stars A, A there is a
fixed hyperplane, or a fixed straight line: a geometric construction of
cases in whose are subdivised these classes is given.

1. Nella teoria delle trastormazioni puntuali fra spazi lineari,
ha particolare interesse lo studic del caso in cui gli spazi sono
sovrapposti, presentandosi, oltre ai ben noti enti relativi alle tra-
sformazioni puntuali fra spazi distinti, delle nuove configurazioni (!).
In un precedente lavoro (), ho dato una classificazione delle coppie
di punti corrispondenti in una trasformazione puntuale T fra due
S, proiettivi sovrapposti, basata sulla considerazione dell’ intorno

(1) Per una bibliografia relativa alle trasformuzioni puntuali fra spazi
lineari, si veda: M. ViLrLA, Transformations ponctuelles et transformations
crémoniennes, Deuxidme Colloque de Géométrie algébrique du Centre
belge de Recherches Mathématiques, Ed. G. Thone, Lidge, 41-68 (1952);
M. ViLra, Recherche de types particuliers de transformations ponctuelles,
Colloque international de Géométrie différentielle du Centre National de
la Recherche Scientifique, Strasbourg, 67-77 (1953).

Sulle trasformazioni puntuali fra spazi proiettivi sovrapposti, cfr.: L.
MuraccHINI, Sulle irasformagioni puntuali fra piani proiettivi sovrapgo-
stiy, « Boll, U. M. 1.» (3), 9, 360-366 (1954); . SPerRANZA, Sulle {rasformazioni
puntuali fra spazi proiettivi sovrapposti, « Boll. U. M. 1.» (3), 10, 61.68
(1955); F. SPERANZA, Le trasformazioni puniuali fra spazi sovrapposti
nei casi particolari, <« Boll. U. M. I.» (3}, 10, 513-521 {1955).

(3) Cfr. Pultimo lavoro cit. in (!).
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del 1° ordine della coppia 4, 4 in esame: se indichiamo con O
I’ omografia subordinata da T fra le stelle A, 4, si dice che la
coppia 4, A & «di specie p» se lo spazio unito di minima dimen-
sione (che & necessariamente unico) & un S,_, (da questo punto di
vista, una coppia generica si pud considerare come una coppia di
specie zero): naturalmente in una coppia di specie p > 1, vi sa-
ranno pure degli S, (per ogni k tale che r — p <k < #) uniti nella
relativa omografia Q. Indicheremo, d’ora in poi, con T, una tra-
sformazione puntuale fra due S, proiettivi sovrapposti, la cui
coppia generica di elementi corrispondenti sia di specie p.

Nel presente lavoro si studiano le proprieth proiettive delle
T,: viene particolarmente approfondito lo studio delle 7, e delle
T._, (nn. 3 e 4 rispettivamente). In relazione alle T, si considera
la varieta analonoma V degli iperpiani uniti nelle proiettivitd Q,
e, insieme ad altre proprietd, si dimostra che ciascuno di tali iper-
piani & unito per infinite coppie, ed essi sono quindi al pitn oo’ —!;
a seconda del numero » dei parametri da cui dipende I’insieme
degli iperpiani suddetti, si ottiene cosl un’ ulteriore classificazione
delle T,. Per ognuno dei tipr indicati, si d& una costruzione geo-
metrica della piht generale trasformazione del tipo considerato,
dalla quale risulta che la varietdh V pud essere assunta, fra quelle
che posseggono co® iperpiani, ad arbitrio; si prova infine che la
varieta V @& olonoma se n =1, e solo allora, riducendosi, in tal
caso, ad una famigliaco! d’ iperpiani.

Per quanto riguarda le T,_,, dimostro che esse sono tutte e
sole le trasformazioni puntuali fra spazi sovrapposti le cui curve
principali [ciod le curve tangenti in ogni loro punto 4 (4) alla
direzione A4 (A4A4)] sono le rette di un unico sistema co ™', e che
i piani uniti nelle proiettivith Q sono i piani focali di detto si-
stema. Otftengo cosl, in dipendenza dalla configurazione di tali
piani, un’ ulteriore classificazione delle T,_,, e per ciascun tipo
assegno una costruzione geometrica.

In quanto alle T, con p qualunque, ne determino la generalita.
Do poi la costruzione di certe particolari T',, dipendenti da r — p fun-
zioni arbitrarie di r variabili, tante quante le piu generali T,(n. 2).
Infine, nel n. 5, indico alcune proprietd di queste ultime, che si
ricollegano in parte a quelle delle T,, fra le quali noto le se-
guenti: gli iperpiani uniti nelle omografie Q sono tali per infinite
coppie di punti corrispondenti; mentre gli S,_., uniti nelle stesse
omografie > possono essere oco”.

E opportuno osservare che, nel caso r = 2, 1’ unico valore pos-
sibile di p & 1; tali trasformazioni sono state gia studiate da
L. MuraccHINI (cfr. op. cif. in (')). Esse rientrano nelle T,_,; ma,
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presentandosi per queste ultime, a volte, delle proprietd valevoli
per r >2, ma non r =2, se ne fard, quando cid accade, esplicito
cenno (3).

Il lettore tenga inoltre presente che, tutte le volte che si fa
riferimento allo spazio S,., I’ente (o la proprietd geometrica) in
esame pud anche considerarsi soltanto in una regione di detto
spazio.

2. Sia T, una trasformazione fra due spazi proietfivi sovrap-
posti, S,, S,, tale quindi che la generica coppia di elementi cor-
rispondenti sia di specie p (cfr. n.1): tali trasformazioni si diranno
anche trasformazioni di specie p. Lie condizioni affinché la coppia
A, A sia di specie p sono rappresentate da p relazioni nelle deri-
vate prime delle funzioni che rappresentano la trasformazione; le
T, dipendono quindi da r — p funzioni arbitrarie di  variabili (%).

Si noti che, in generale, il luogo dei punti che appartengono
a coppie di specie q (>p) per una T, & una V,,, ,; tali varieta
possono perd avere, in casi particolari, dimensione maggiore. Si
noti infine che ogni T, pud ritenersi come un tipo particolare di
T, (p<q

Un esempio di trasformazioni di specie p & dato dalle {rasfor-
maziont che posseggono oco?S__, uniti; esse si indicheranno con
T,*, e sono tutte e sole quelle che si possono cosi costruire: si
consideri in S, un sistema ¥ oo? di S,_, e si assegni, in ciascun
S,_,, una generica trasformazione % di tale spazio in sé; la fra-
sformazione cercata & quella che ad un punto 4 di S, fa corri-
spondere il suo omologo nella % relativa all’ S,_, passante per 4.
Le equazioni della pid generale T,* si ottengono quindi elimi-

(3) Tali trasformazioni rientrano pure melle 7,* (cfr. n. 2).

(4) Se X¥X? sono coordinate proiettive non omogenee in S,.(S’,), una
trasformazione si pud rappresentare con le equazioni

Xi = fi(X¥) .

Per l'espressione esplicita di dette condizioni, cfr. F'. SPERANZA, I’ ulti
mo lavoro cit. nota (!); v. pure L. CanTONI, Sulle trasformazioni puntuali
fra spazi sovrapposti nell'intorno d’un punio unito, « Boll. U.M.L » (3}, 10,
212-223 (1935). Tali condizioni sono senz altro indipendenti; del resto, se
cosl non fosse per un certo intero p,< 7 — 1, non sarebbero indipendenti
neppure le condizioni perche la trasformazione sia una T,_, — fra le quali
vi sono le condizioni affinch® la trasformazione sia una Tp, —, e le T,_,
dipenderebbero quindi da pitt d’una funzione di r variabili, contrariamente
a quanto si vedrd nel n. 4. D’altra parte, la generalitd delle 7, non pud
essere inferiore a quella indicata, in quanto se ne costruira una sottoclasse
(T*,) dipendente appunto da r — p funzioni di + variabili.
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nando i parametri A\, ..., A? fra le equazioni

r . r .

Xi= 5, e M)X* 4+,  Xi= 3, a,(¥)Xk + N (L<i<p)
p+i p+1

Xk =fHX", M) (p+1<h k<)

essendo X2, X= coordinate proiettive non omogenee in S, S, ri-
spettivamente. Le T,* dipendono quindi da r —p funzioni arbi-
trarie di r variabili (le funzioni f* che determinano 1’insieme
delle %).

Una T,* & certo di specie non inferiore a p, in quanto gli S,_,
del sistema ¥ sono uniti in tutte le proiettivitd subordinate dalla
trasformazione fra le stelle aventi centro in coppie di punti cor-
rispondenti; se le % sono assunte genericamente, essa ¢ esattamente
di specie p ().

Si noti infine che la generalita della classe delle T,* & uguale
a quella delle T, (mentre, escluso il caso p=r—1, le T,* non
esauriscono le T,).

Nel seguito, sard utile considerare, per una qualunque trasfor-
mazione, le curve di S, che in ogni loro punto 4 sono tangenti
alla retta che congiunge A con il corrispondente A (curve prin-
cipali) {°); esse costituiscono un sistema oo"—!. Analogamente, si
possono definire le curve principali in S-r: esse non sono, in ge-
nerale, le trasformate delle precedenti; cido acccde se e solo se alla
direzione AA corrisponde la AA, ciod. se la trasformazione & una
T,_,. In tal caso, come si vedrd nel seguiio, le curve prinecipali
dei due sistemi coincidono nelle rette di un unico sistema co "'
Se la trasformazione & una T,*, le curve principali appartengono
agli S,_, del sistema 2.

3. Consideriamo, in questo numero, una generica trasformazione
T,; in relazione ad ogni coppia 4, A di punti corrispondenti si ha
quindi un iperpiano «, unito nella proiettivitdh Q, subordinata
dalla trasformazione fra le stelle 4, A. Associando ad ogni punto A(4)
liperpiano @ si ha cosi, in S,.(S,), una varietd — ipersuperficie —
anolonoma V(V); le due varieta V, V si corrispondono in T,.

(®) Una generica T,* non pud essere di specie >>p anche perch, come
si & visto, la generalita delle T,* & di + —p funzioni di r variabili, e
quindi maggiore di quella delle T, (g > p).

(6) Cfr. L. MURACCHINI, op. cit.. Analogamente alla denominazione
adottata nel lavoro cit. si dird direzione principale la direzione AA.
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Per studiarve le T,, e le rispettive varieta V, V, c¢i varremo
del metodo del riferimento mobile di E. Carraw (). Siano A4,,
A, .., A, r+ 1 puntianalitici indipendenti: per uno spostamento
infinitesimo del loro (v + 1)-edro valgono le formule di FRENET:

”
d4, =3 wr4,
0

essendo le w’ forme di Pravr nei differenziali dei parametri dai
quali dipende il sistema di riferimento; esse soddisfano alle for-
mule di struttura

”
[do ] = Z,; [0Jv,*].
0
Inoltre, posto
ot =(—1)*[4,4,..4,,4,,,.. 4]

per il riferimento duale valgono le formule

da’ — ék (—w?+ 8%, ;‘.wjf)a" (8,* & il simbolo di KRONECKER).
0 [}
Assumo i punti 4, ed A, rispettivamente in 4 ed in A; le coor-
dinate omogenee nella stella A sono date da w,', w,% ..., w,” (che §’in-
dicheranno, al solito, con w!, w®,.., w": esse sono r forme indipen-
denti nei differenziali dei soli parametri prencipali); nella stella 4
sono invece coordinate omogenee le forme »,°, w* ..., w,” (esse pure
forme indipendenti nei differenziali di cui sopra). Cid posto, con
una scelta opportuna del riferimento si pud far si (%) che valgano le

(1) oi=an’, wl=oe! ol=o1 0l=e" A<<k<).

La V(V) & rappresentata dall’equazione ©*=0 (0*=0); le
equazioni della Q sono le (1).

(") Cfr. E. CARTAN, Sur les variétés de courbure constante d’une espace
euclidien ou non euclidien, «Bull. Soc. Math. France », 47, 125-160 (1919);
48, 132.208 (1920).

(8) La normalizzazione del riferimento qui adottata & pressoché equiva-
lente a quella che trovasi nell’nltimo lavoro cif. nella (t), formula (4) I’unica
differenza consiste nel fatto che, per s pari, si ® assunto in modo diverso
il punto unitd (per semplificare le equazioni canoniche). Voglio qui citare
le identita che permettono il passaggio dalle equazioni di PrA¥r agli
sviluppi locali, e viceversa: se Xt sono le coordinate non omogenee nel
riferimento considerato, si ha

”
AXt = —uwk +3; | (3w)® — 0#)X? 4 0 XXk,
[}

essendo 3% il simbolo di KRONECKER. Per r =2, c¢fr. M. ViLvra, Problems
integrali sulle trasformazioni puntuali, «Compositio Math.» 12, 137-146
(1954).



184 FRANCESCO SPERANZA

Per differenziazione esterna, dalla prima delle (1) si ricava:

r
[da+x(w —» ) +(x)0' —o” o]+[0,® 0! —aw’] + X, [0} ¥ '—aw*] =0.
4
rir -1
In virth di un lemma di CaRTAN esistono quindi —L‘) )coef-
ficienti 2, X,, A; tali che
(2,) A+ ooy’ — o) + (2)'0! — 0" =
r
= dn? + Ao — awl) + X, A{oFl — awk)
4
-
(2,) 0, = X,0? + (0! — an?) + ;A (0 — ank) B=gi<<).
4

La corrispondenza che ad ogni punto 4 di S, associa l’iper-
piano e ivi tangente alla varieth anolonoma V & una corrispon-
denza dualistica di tipo nullo %; la proiettivitah K subordinata da
%) fra la stella 4 e iperpiano @ si dice proiettivita di cella rela-
tiva al punto A di V. Poiché ad una direzione (per A4), appartenente
ad @, corrisponde un S,_, (di @) passante per 4, la K subordina, nella
stella 4, una correlazione K’ (proiettivita di calotia) (°). Lie coordi-
nate omogenee di S,_, in @ sono w? w? w2 ..,0.* (gli S,_, pas-
santi per A soddisfacendo alla w?=0), le equazioni di K sono
quindi, nel nostro caso,

’
B) w*=o0? ol=zauan® ol=Llo?+ (o' —oand)+ I, h(0F " — ant),
4

mentre quelle di K’ si ottengono ponendo, nelle (3), »*—=10; ana-
logamente per le proiettivita K, K' relative a V, che sono le tra-
sformate delle precedenti nella Q, nel senso che, a due direzioni
corrispondenti in Q, K e K associano lo stesso S,_,.

Si constata che le proiettivita di cella e di calotta relative a V,
V sono sempre singolari; se la matrice [|A;1] & di caratteristica
r —m — 2, esse sono singolari m + 1 volte (1 <<m <<r — 2).

Limitandoci, per ora, al caso generale (|i,|30, e quindi K
singolare una volta sola), si constata che ad una direzione generica
corrisponde, in K, un S,_, passante sempre per il punto P (che si
dird singolare) di coordinate omogenee (1. 0,..,0, —«}, apparte-
nente quindi alla direzione principale relativa ad A; mentre 'S, _,
corrispondente alla direzione %

=0 o'=w?=0)vt=..= @) ",

(%) Cfr. E. Boumpiani, Sulle varietd anolonome, I, 1I, «Rend. Acc.
Naz. Lincei» (6) 27, 37-45 e 45-562 (1938,). Cfr. pure Exea BorrtoLOTTI,
Sulla geometria proiettiva differenziale delle trasformazioni dualistiche,
«Rend. Ace. Naz. Lincei» (6) 28, 224-230 (1938,). n. 4
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che si dird pure singolare, & indeterminato. Il punto singolare di
K & ancora il punto P; la direzione singolare £ di K & invece la
corrispondente in Q della & Per K'(K') le direzioni singolari somo

la £(E) e la direzione principale; entrambe fanno parte del cono
asintotico relativo al punto A(A4) di V(V): per r =3, anzi, il cono
asintotico si riduce a queste due rette. Si diranno curve singolari

di S,(S,) quelle co™=! curve che in ogni loro punto 4(4) sono tan-
genti alla relativa direzione singolare.

D’altronde, essendo K sempre singolare, tale & la corrispon-
denza : gli iperpiani a sono quindi al pits oo™ ': ciascuno di
essi resta fisso quando A descrive la curva singolare che vi pas-
sa (1%). Le curve singolari appartengono quindi agli iperpiani a
{ciascun iperpiano ne contiene una di ciascun sistema, e queste si
corrispondono in T).

Pit in generale, supponiamo che K — e quindi anche K', non-
ché le analoghe proiettivita relative a V — sia r-—n volte singolare
(1<n<r-—1): K' possiede due spazi singolari, che s’indiche-
ranno rispettivamente con S,_,,, §',_,: quest’ultimo & il luogo delle
direzioni che hanno (spazio) corrispondente indeferminato; 1’altro
¢ sostegno della stella degli S,_, corrispondenti alle direzioni per
A, appartenenti ad «; analogamente in S,

Nell’ipotesi fatta, la corrispondenza Y & » — n volte singolare, e
la V(V) possiede co® iperpiani tangenti; considerato un punto 4(A)
di S,(S,), Iiperpiano & ad esso associato resta quindi fisso al va-
riare di A(A) su una varietd ad r—n dimensioni V,_,(V,_,), passante
per A(4) e giacente in . Tali varieta —- che si diranno varietd singo-
lari della trasformazione — si corrispondono in T,; esse sono
inviluppate dagli §',_, singolari di K', K’ (il sistema degli S',_, &
quindi sempre organizzabile, i1 che pud dimostrarsi direttamente
per via analitica).

Le considerazioni precedenti permettono di assegnare una co-
struzione di una qualsiasi T,, le cui ipersuperficie V, V posseg:-
gono oo™ iperpiani: per n=r—1, si ha la costruzione della piii gene-
rale T,. Costruiamo anzitutto una qualunque ipersuperficie anolo-
woma del tipo richiesto, ¢l che si ottiene assumendo in S, un sistema oo™
d’iperpiani (i1 quale dipende da r — n funzioni di # variabili), ed
in ctascuno di tali iperpiani una varieta V,._, (in modo che Pinsieme
delle V._, riempia S,; per assegnare le V,_,, occorre dare » — 1
funzioni di » variabili); I’ipersuperficie anolonoma cercala si ottiene
associando ad ogni punto A Viperpiano cui appartienela V,_, pas-

(19 Cid si pud dedurre direttamente dalle (2).
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sante per A: la sua generality & quindi di » — 1 funzioni di »
variabili.

Ottenuta in tal modo 1’ipersuperficie anolonoma, sé¢ possono
costruire le infinite T, - dipendenti da r —# funzioni di » variabili -
che U ammettono come varieta V, assumendo, per ogni punto A. un
arbitrario punto A dell’S,_, singolare relativo ad A: si constata
senza difficoltd. che la corrispondenza che ad A associa A & una T,
la cut varieta V & Uipersuperficie constderata, anzi, ogni T, con co®
perpiani a pud cosi costruirsi.

Si noti come la varieta V possa assumersi ad arbitrio, purche
possegga al pillt co™! iperpiani tangenti; se perd gli spazi singo-
lari S,_,, S’,—, coincidono in ogni punto, la trasformazione T, risulta
singolare. Si noti pure che la generalita delle T, con oo™ iperpiani
a & sempre di v — 1 funzioni di r variabili, indipendentemente da
n: dipende invece da m, e cresce al crescere di questo, la genera-
lita della configurazione degli iperpiani a (da non confondersi con
la V), e quella della V stessa.

Consideriamo infine il caso in cui la varieth V & olonoma;
affinche cid accada dev’essere integrabile 1’equazione »*=0 di V,
e quindi

@ [02d0?] = 3, [0 wko,d] = 0.
1

Si constata facilmente. confrontando la (4) con la (2,), che in
tal caso le forme w,* (k==2) non dipendono che da o’ e quindi K
& singolare r—1 volte (viceversa, se cid accade, la (4) & soddisfatta).
In tal caso, si hanno oo! iperpiani a, ed al variare di 4 su uno di
questi, esso resta fisso; la T, & quindi una T,* (e viceversa). Se
ne conclude che, se & verificata una delle sequenti ipotesi

I) V(o V) & olonoma,
II) K(0 K) ¢ v — 1 volte singolare,
IIL) T, & una T %

sono verificate anche le rimanenti, e V, V si riducono ad un
sistema oo! di iperpiani.

Nel caso r=3, le T'* possono caratterizzarsi anche come Ile
trasformazioni T, le cui curve principali sono piane, ma non rette.
Infatti, cid accade se e solo se [A dA4 d*4A d*4] =0 per o’ =w® =4,
ciod se w,? non dipende da »'; allora v,?—2»Aw’, e, per quanto si
& visto, quest’® la condizione affinché la T, sia del tipo T*
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4, In questo numero si studieranno le T,_,: dimostriamo anzi-
tutto che esse sono tulte e sole le trasformazioni di uno spazio in
sé le cut curve principali sono rette (di un unico sistema).

Sia infatti 4, A una coppia di punti corrispondenti in T,_,;
sia A+ dA il punto infinitamente prossimo ad A sulla 44, e
sia A +dA il suo corrispondente, che &, per ipotesi, allineato
anch’esso con A, 4. Si hanno quindi le relazioni:

dA = (4, A); dA = (4, A),

con le quali si esprime il fatto che le coordinate omogenee del
punto al primo membro sono combinazioni lineari delle coordinate
omogenee dei punti che figurano fra parentesi. Differenziando si ha

A =(4, dA); A= (4, d4),
le quali assicurano che le curve principali, sia in S, che in S, ,
sono rette. B poi manifesto che le rette del 1° sistema coincidono

con quelle del 2° sistema.

Viceversa, sia T una trasformazione le cui curve principali
sono rette, e sia 4, A una coppia di punti corrispondenti. Lie curve
principali passanti per A, A coincidono mella AA, e questa &
unita nell’ omografia Q relativa alla coppia considerata: T & quindi
una T, (c. v. d.).

E quindi evidente che ognéi T,., & una T,_* e che percid di-
pende da una funzione di r variabili (cfr. (*)); essa sé pud quindi
costruire e rappresentare analiticamente come nel n. 2. Basta asse-
gnare nello spazio S, un sistemaoco ! di rette, ed un’arbitraria
corrispondenza su ogni retta del sistema.

Un’ ulteriore classificazione delle T, _, si pud ottenere in base
al tipo dell’ omografia y che Q subordina nella stella A4. Si pud
considerare quindi un tipo di T,_, per ogni tipo di omografia fra
S,_, sovrapposti.

Sia I il sistema delle oo "—! rette 44 (congiungenti ciod punti
corrispondenti) ; dimostro che ¢ piani uniti nell’ omografia y rela-
tiva alla coppia A, A somo i piami focali della retta AA di L. In-
fatti, se A4’, 4’, sono due punti corrispondenti, infinitamente pros-
simi ai precedenti, il piano 444’ & unito in y se e solo se A4’ &
incidente ad AA’; ciod quando A4’ ed A4’ sono incidenti, e quindi
allorché detto piano & piano focale di L () (c. v. d.). (Ricordo qui
che la configurazione dei piani focali passanti per una retta di

(*4) In particolare, per r >>2, se in ogni coppia Y & 1'identitd (e quindi
Q una prospettivitd), il sistema 7 si riduce ad una stella di rette. Infatti
le rette 44', 4’4", e quindi anche 44, A'4' risultano sempre incidenti, e
percid [cfr. C. SEGRE, Preliminari ad una teoria delle varietd}luoghi di
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un sistema oo*"~! sia la configurazione dei piani uniti in una
omografia ¢ nella stella A, 4 ('3). Le omografie y e ¢ hanno
gli stessi piani uniti, ma, in generale, sono distinte; infatti y, a
differenza di o, varia, in generale, al variare della coppia A4, A
sulla retta AA: se y & fissa, T (cfr. n. 2) & una proiettivith, ma
cid pud accadere solo se A4 non ha pitt di due fuochi.

Per costruire una qualsiasi T,_,, quando sia prefissata la carat-
teristica dell’ omografia v relativa ad una generica coppia di punti
corrispondenti, basta assumere, in S,, un sistema co™! di rette,
la cui configurazione dei piani focali abbia la stessa caratteristica,
ed assegnare un’ arbitraria corrispondenza sulla generica retta del
sistema : si noti come la generalith di tali trasformazioni sia, per
qualsiasi caratteristica, di una fumzione di r wvariabili (e quindi
coincida con quella di tutte le T,_)) (!3).

6. Termino indicando alcune proprieta delle T, (p =>2). La se-
guente generalizza un’analoga proprieta delle T',, e si dimostra
nello stesso modo: in una T,, esistono, per ogni coppia di ele-
menti corrispondenti degli iperpiani (in generale in numero di p)
uniti nell’ omografia Q. Si dimostra che ciascuno di essi resta fisso
quando il punto A(4) varia su una curva ('), o, in casi pilt parti-
colari, su una V, (k<<r—p) che vi giace; quindi, se in ogni
coppia v’& un numero finito d’iperpiani uniti, in tutto S, ve n’&
al pid co"~'. Se poi in una coppia generica d’elementi corrispon-
denti vi sono esattamente p iperpiani wuniti, anche ciascuno degli
S, _p4, uniti nelle omografie Q & tale per infinite coppie. Gli S,_,
uniti in Q sono invece, in generale, co.

Quando gli iperpiani uniti sono oo! in tutto S,, la T, & una
T,%; ma non viceversa.

Noto infine che, in una T,* (p<Cr—2), gli iperpiani uniti
nelle omografie O variano, in generale, al variare della coppia
A, A in uno degli S,_, uniti in T,*; mentre, per p=1r-—1, §' &
visto che essi dipendono solo dall’ S, AA4.

spazi, « Rend. Cire. Mat. Palermo» 80, 87-121 (1910), p. 111] L & una stella
(e viceversa). Tale risultato non vale per r =2, in quanto (cfr. L. Murac-
CHINI, op. cit., n. 2), per ogni 7, di S,;, @ & una prospettivita.

(1?) Cfr. C. SEGRE, Osservazioni sopra ¢ sistemi di rette degli spazi
superiori, < Rend. Circ. Mat. Palermo », 2, 148.149 (1888).

(*3) Gli invarianti assoluti di 7,_,, nella coppia 4, 4, sono r — 1 (cfr.
op. cit. in (%)}, ciascuno essendo associato ad uno dei fuochi di AA4; il bi-
rapporto di 4, 4 e di due fuochi della loro congiungente & uguale al rap-
porto degli invarianti pertinenti a quei fuochi (ciod, in altri termini, ad
uno degli invarianti di Y).

(4) Per p—=1r -- 1 tale curva & la curva (retta) principale.



