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Su una nuova equazione
délie onde piane magaeto-idroliaamiche propagantisi
in una generica direzione ed una sua applieazione.

Nota di GTIOVANNI CKUPI (a Messiua)

i - Scopo di questa Nota è di dimostrare che la ricerca di onde piane
magneto-idrodinamiche, propagantisi in una direzione generica //, si pub
ricondurre alla integrazione di un'equazione del ierzo ordine. Uuso del
sistema di EULEII-MINKOWSKI ed il contrïbuto di D permettono di sta*
bilire Vesistenza di onde permanenti.

Summary. - The aim of this article is to show that the research of magne-
to-hydrodynamic plane waves extending in an generical direction u,
re-conducts to the intégration of a third order équation. By the use of
the EULER-MINKOWSKI System and the contribution of D it is possible
to prove the existence o f permanent waves.

In un lavoro del 1957 (A), ho considerato un fluido conduttore,
mcomprimibile, mobile in un campo magnetico omogeneo, esterno;

di induzione Bn ed ho caratterizzato, sulla base del sistema di
IEXJLER-MINKOWSKI, le onde piane magneto-idrodinamiche, propa-
gantisi in una direzione generica u, diversa da quella del campo
esterno impresso.

Trascurando la densità di corrente di spostamento I), ho dimo-
strato, tra l'altro, che le grandezze caratteristiche del fenomeno
soddisfano ad una medesima risolvente del terzo ordine.

Scopo délia presente Nota è quello di approfondire la ricerca di
isali onde, nel caso di campi rapidissimamente variabili, tratte-
nendo anche il contributo délia corrente di spostamento.

Dimostrerö che in questo caso le grandezze caratteristiche v,
B e D soddisfano alla nuoya equazione

m — — , V * = —^, s' = - , a = £[X "7 y~ cos2 6, la quale differi-
3O *O

«ce per i termini — e —73- e — q -777- da quella a cui sono pervenuto,

trascurando I> nel lavoro citato.

(•) CRUPI Gr., Sulle onde piane magneto-idrodinamiche propagantisi in
una generica direzione, BolL U. M I* YoL 12, pp. 604-609, 1957.
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Mi permette» di segnalare quest'equazione, perche credo possa
costituire un utile strumento per eyentuali studi sulle onde piane
magneto-idrodinamiche nei casi in cui non si voglia, o non si
possa, tralasciare î).

Infine, mi limiterö ad utilizzarla per mostrare corne il contri-
buto délia corrente di spostamento e Fuso del sistema di EITLER-

MUSTKOWSKI permettono di stabilire Fesistenza di onde piane ar-
moniche, non smorzate* propagantisi in una generica direzione w,
mentre simili onde sono escluse dal sistema di EXILER-MAXWELL.

Il sistema di EIXLER-MIKKCWSKI (2), che sarà posto a fonda-
mento di questa ricerca, si ottiene associando le equazioni del-
Fidrodinamica di EULER con quelle deir elettrodinamica dei mezzi
in moto di MINKOWSKI, approssimate ai termini di primo ordine
in ô = v/c.

Il quadro délie equazioni è dato, nel nostro caso, da

(I)

v •+" (v grad) v — F-^-l- I/\B — grad p

*=-croti? " ! t

î) •+- I=c rot H [' ~ oV

D \
= — — — v f\ Bs sa

B X
(I I ) { H = — + — v I\D [ d i v v ^ O

(III)
-V /\B)

dove v è la velocità délia generica particella, F la foraa non elettro-
magnetica agente sul fluido, J la densità di corrente elettrica, -B Fin-
duzione magnetica, E Fintensità del campo elettrico, D lo sposta-
mento elettrico, H Fintensità magnetica, c la yelocità délia ]uce
nel vuoto, p la densità del fluido, p la pressione, G la conducibi-
litàj s la costante dielettrica e a la perméabilité magnetica,

Ponendo X =r 0 nel le precedenti equazioni, si ottiene il sistema
di ETTLER-MAXWELL (3), introdotto dal Prof. ALFVÉN nelF istituire
le prime ricerche sui fenomeni magneto-idrodinamici.

(2) OARINI G., Sulle equastoni délia magneto-idrodinamica, «Eend.
Lincei», ser. Y I I I , vol. XXI, fase. Y I (1956).

(3) H. A L F V É N , OU the Existence... «Arkiv fur matematik, astronorni,
fysik», Bd. 29 N. % 1942. Cosmical elettrodynamics, cap. IY , Oxford Uni-
vers i ty Press . 1950.
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1. Conveniamo di assumere il sistema inerziale di riferimenta
S(Oxy&t) con Fasse Oz coïncidente in direzione e verso con l'in-
duzione J50 del campo impresso. Kei seguito indicheremo con 6
Fangolo che il versore u ( a^a^a^cosô) della direzione di propa-
gazione forma con JB0.

Le grandezze caratteristiche, associate alle onde piane propa-
gantisi nella direzione w, sono, come è ovvio, funzioni di x, y, s, t,
anzi di

(1) ^^kr 'U — o)t

doye r = P — 0, k = ku è il yettore di propagazione.

Tenendo conto della (1), médian te considerazioni già esposte (l)?

dalle (III) seguono

(2) v • u = 0, JD • u = 0, b . u = 0,

essendo b il contributo all'induzione magnetica del campo indotto.

RichiamiamOj poichè ei saranno ntili? le seguenti identità

rot (v A B) = B0
3£

rot (v /\n) = 0

B/\vot . B ^ -

(3)

che sono state stabilité nella Nota citata.

Adesso, dalle (I), tralasciando F, eliminando E, BL ed J per
mezzo delle equazioni yettoriali (II), e tenendo conto delle (3),
otteniamo il sistema

/ • 1 Bö dB X - 1
OTad B% — — T- H- — D l\ B — — - ffrad

pa ds pc p

(4)
c cX dv

: = — - rot D H Bo —

1 A ~x " r o t B
\ C

A questo punto il problema matematico consiste nella determi-
nazione delle grandezze v, J5, D e ̂ >.
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Moltiplicando ambo i membri délia prima délie (4) vettorial-

nte per u, osservando che 1'operatore grad s

dopo la (1), e tenendo presenti le (2), si deduce

mente per u, osservando che 1'operatore grad si riduce a ku — ,

Se u si sceglie ortogonale a J30 , dalla (5) si ha

(Q) u /\ v = 0

D7 altra parte, dalla prima délie (2), derivando rispetto a t, si
t)ttiene

(7) u • v — 0

Ma, affinchè le (6) e (7) possano coesistere, è necessario che sia
v = 0, e ciö non ha senso in un fenomeno a carattere ondoso.
Dunque, non si puö parlare di onde piane magneto-idrodinamiche
in direzione ortogonale al canipo impresso. Questa preyisione è la
stessa di quella che si ha nel caso in cui si trascuri ï>.

Nel seguito supporremo u non ortogonale a Jî0.
Moltiplicando vettorialmente per u la terza délie (4), e tenendo

1 SÏ?

presente che, in Yirtù délia (1), yale l'identità u/\ votB= — ,

si ottiene

,8) «Ai,=_ï.Al,_^W>..).-_^re«.

El iminando I> da questa, in y i r tù délia (5), si ricava

X(JBft cos ôA ^ c
u h& = ^ A v —

Dalle (8) e (9) si deduce subito la seguente equazione in v e B

Mfh pm-f-fxX.— cos1 Ô D
\LXJ) sap r l r l c - d B

Analogamente, moltiplicando la seconda délie (4) vettorialmente
per u, si ha
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a i>_£ cos 6 -__XB0cosô dv

ed eliminando — da quest' ultima e dall' equazione che si ottiene

derivando la (9) rispetto a z si deduce una nuova equazione in v
e B

B
 dv pc'2 d%v h

d'2B
Infine, eliminando ~r- dalle equazioni che si ottengono molti-

plicando la (10) per - e la (11) per -- , ed osservando che r - ^ =
ut v& CZ üt

= cos* ÔAv resta stabilito che v soddisfa alla seguente equazione
del terzo ordine

(12) mJ_J+ 7 .__.'_- ( 1 + a)__ = o

dove

(13) m=C-, V = ï£, s' = ï , g = ̂ - C y

Si dimostra che alla stessa equazione soddist'ano anche le altre
due grandezze v e Z>.

Se «* si sceglie coïncidente con JB0, la (12) si particolarizza in
un'equazione già nota (4).

La (12) partecipa del contributo della corrente di spostamento

per la presenza dei due termini — £ - r r e — q —r— i quali mancano
ut $t~

nell' equazione

a cui, come ho dimosfcrato nella !N"ota « Suile onde piane magnéto-
idrodinamiche propagantisi in una generica direzione », soddisfano
Ie grandezze, se si trascura X>.

(4) CRUPI Gr, Sulle onde piane magnéto idrodinamiche, * Boll. U. M, I. »
vol. 12, pp. 439-442, 1957.
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Notiamo, inoltre, che il contributo caratteristico del sistema di
EÜLER-MIKKOWSKI si manifesta nel quarto coefficiente délia (12),
perché q dipende da X, tramite la quarta délie (13),

2. Applicando la (12), mi propongo di dimostrare l'esistenza di
onde armoniche, non smorzate, propagantisi nella generica dire-
zione u.

Tentiamo di soddisfare alla (12) con una

(13) v = voeiw •« + ««' ,

dove v0 è un vettore costante ed ortogonale ad u, OJ è un para-
metro reale prefissato e k un parametro da determinarsi in modo
opportuno.

Sostituendo la (13) nella (12) e generalizzando le considerazioni
già fatte in al tra Nota (% a proposito délie onde permanenti pro-
pagantisi nella direzione del campo impresso i?0, si trova che
per

il parametro k è suscettibile dei soli valori

0)
(15) ferrr^: — i

con

(16)

La (14) esprime la condizione a cui deye soddisfare Bo affinchè
nella direzione u si abbiano onde armoniche permanenti. La (16)
esprime che la vélocité di propagazione di queste onde è indipen-
dente dalla direzione u e coïncide con quella délia luce nei mezzi
dielettrici, in quiète, isotropi ed omogeni. Il doppio segno délia
(15) sta ad indicare che nella direzione di versore a possono esi-
stère onde progressive e rétrograde.

Per ô = 0 la (14) si particolarizza in una formula già stabilita
nella Nota ricordata sopra (4).

11 sistema di EULER-MAXWELL esclude F esistenza di onde non
smorzate : ciö si dimostra ponendo X = 0 nella (12).


