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Invarianti proiettivo-differenziali di contatto
di una superficie di S,.

Nota di Errore Prcasso (a Cagliari)

Sunte. - In analogia col caso dello spazio ordinario (BoMPIANI), le forme
fondamentali e alcuni elementi relativi a curve di una superficie di S,,
vengono geometricamente definiti mediante termini principali di birap-
porti infinitesimi. Per superficie di contatto si assumono due particolari
quadriche di carattere inirinseco alla superficie ed invarianti per col-
lineazioni (quadricke di Liag).

Summary. - With analogy to the case of S; space (BomP1aNI), the funda-
mental forms and some methods for curves on S,-surfaces are geome-
trically defined by means of principal terms of infinitesimal biratios.
For contact-surfaces, two particular quadrics are assumed (L1’ s qua-
drics), who have intrinsec character and are invariant under colli-
neations.

1. Scopo della ricerca. — Nella teoria degli invarianti di con-
tatto di una superficie ¢ di S,, per render conto del significato
geometrico degli elementi fondamentali (elemento lineare proiet-
tivo, forme mnormali di FuBixNi, invarianti del 2° e 3° ordine di
una curva tracciata su ¢), il BoMp1an: (!) utilizza, come & noto, la
quadrica di Lie associata a ciascun punto di ¢ o, pii in generale,
il sistema di quadriche contenenti come generatrici le tangenti
asintotiche.

Per le superficie di S,, & possibile ricostruire secondo le mede-
sime vedute le forme differenziali di FUBINI-BOMPIANT ed & anche
possibile determinare il significato geometrico di elementi inva-
rianti relativi a curve tracciate su o, qualora si associ a ciascun
punto della superficie il sistema di quadriche che la tagliano
lango una linea per cui il punto considerato su ¢ & un punto
quadruplo. A questo sistema, gia utilizzato dal FuBINI (*) nella

() BompiaNi, Determinazioni proiettivo-differenziali relative ad una
snperficie dello spazio ordinario, « Atti della R. Accademia di Torino »,
Vol. 59; pag. 409.

BOMPIANI,AAppendice II della Geom. Proiett Diff., FuBini-CrCH, Zani-
chelli.

(2) FuBiNi-CEcH, Geom. Proiett. Diff., Zanichelli, Bologna, Vol. I1-110,
B, pag. 641.
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determinazione del significato geometrico della seconda forma fon-
damentale F,, appartengono due quadriche particolari di natura
intrinseca alla superficie ed invarianti per collineazioni, che si
possono assumere quali quadriche di Lie dell’attuale trattazione (?).

2. Sistemi di riferimento e calcolo di differenziali. - In
relazione al sistema di equazioni differenziali che definiscono la
superficie (che supporremo a punti planari non parabolici) in
coordinate curvilinee coniugate

X,y + 0%, +bx, +~cx=10
(1) DLoyryrs= 0, %,y ~+ Xy, + X3y, + %L, + U
xvuv = ﬁlxuu -+ .Bzxvv + psxw -+ .34113,, -+ psx
i punti di S, verranno riferiti alla piramide invariante di vertici

2) x; z—=ux, + bx; 2=, + % ;

C-_-ocw+§3x +< §3+b —b’)
3 @l

[+4 24
C—:xtv+—"xv+<a—‘+a,,——a’ x
4 % %y

sicch® il punto A@ + 1,z + Az + A,C + 1,C, si potrd ritenere indi-
3 4
viduato dalle sue coordinate locali A,.
Indicheremo con

(3) gz_Loc+Mz+Nz+RC+TC‘ 1=1, 2, 3,..

i differenziali successivi lungo una curva di o. Le espressioni
L, M, N, R, T, si calcolano mediante le (1). Ove si usino derivate
covarianti e differenziali controvarianti rispetto alla forma
F,=2¢,,dudv e si introducano le abbreviazioni

dlogg,,

6 _a log gl‘l
w = v

ou b=

’

(®) Per le definizioni e le proprietd delle due quadriche, si vedano le
due note: E. Prcasso, Su particolari correlaziont definife dagli iperpiani
cuspidali ..., « Rend. Sem. Facoltd di Scienze dell’Universita di Cagliari »,
Vol. XXVI, fasc. 3.4, 1956; Vol. XXVII, fasc. 3-4, 1957.



162 ETTORE PICASSO

i termini che necessitano per il seguito hanno i valori

du dv du dv
L‘:(—bd—s —a%)ds; M’:EE ds; leag ds; R,=0; T,=0
_(n du* By du® | du dv
Mz—(ds ~+ 6,‘F —-p—) Es—z — Zad—s- ag)dsz
3% avt o, do? du dv\ |
N, = (a?“ it o dst T 2ds ﬁ)ds
du? dv?
R’:d—.;;dsz, T,—d—s,d2
du 3tu du® | du® do av?] . .
(4) R3=[3£w+(%1+30u)@—3aw E;—f—ﬁlw]ds
dv %v du? du dv* dv’
p— — —— o & - b’ - 3
T, = 13 ds dst T "2 st ds dst (B, + 36,) ds3J ds
3% on AU dv B, du\ 3% du 3*v
Ms—as‘ﬁ(%uz;*%a;—%id_s)d—sﬂ“ “Fs a2+
du” du’ d_u‘
+m,.s,% —dg
3 dv . du w, do\ 3t dv 3'u
dw du du
s s

Per un punto qualunque X prossimo ad x situato sulla curva

per x, si avra
dx 1d% 1 d*x

J— _ —_ z PO 3
(5) X_m+dsds+_2ds,_,ds +3!ds3ds+
e nel sistema (2)
(6) X = Lyg3..0 + Myy5..2 + Nxes---; + Rza-ug + Ty --9

ove manifestamente

1 1
Lgygs.. =1+ L, -4—§L2 + gLa + .

1 1
M,,. =M, —i~§M2 +(_3M3+
1
N _

1
(7) 19300 :N1+2N2+6N3+...
1 1
R,,.. :21‘1’,z + 5 Ry + ...

1 1,
Tzs_._ zé Tz + 6_[‘3+....
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3. Quadriche di Lie. Forme invarianti. - In prossimita di =
valgono su ¢ gli sviluppi approssimati seguenti (%)

Dy =, + B, + ...
2y = A2+ 2w +

@)

Le quadriche che tagliano ¢ secondo una linea, dotata di un
punto quadruplo in x, sono conseguentemente quelle del sistema
9) m(2h ), — A2 — 2 d A,) + n(@hgh; — AP — 280,),) +

+ Ppht + 2g0 0+ 2 =0.

Le due quadriche di questo sistema
(10) Q0 = 202, — X2 — 2u,h 0 + QA2 4T 2 =
(11) Q) = 2hehs — 3 — 28050, + T2 + Q2= 0

corrispondenti a #n=—=q¢=0, p=0, r=IT e m=¢g=0, p=T",
r=2~Q/, ove si sono usate le notazioni

Q=2q, (2 _&,_blogk)

By ou
o a2 o, o
r—|(-4 —(—4 — ‘) 4 a2
(“z)v %’) By (% + B, + a% +a.—a
Q':Bl(ga _ e al_oglt)
' oy ov

R FR

1

in cui h e k sono gli invarianti di LAPLACE della (1), risultano
intrinsecamente legate alla superficie e invarianti per collineazioni.
Sia Y=v& + v,2 + v42 +v,C +v,C, un qualunque punto dello

3 4

spazio non appartenente a messun S; coordinato. La retta che lo
congiunge ad X sega la quadrica €,()) =0 in due punti che si
ottengono ponendo in tY + X l'una o l'altra radice dell’equazione

Q(Y)?+ 20,(XY)r+ Q,(X)=0.
Allo stesso modo I’ equazione

Qu V) + 2Q,(XY)t + Qy(X) = 0

(4) Fusni-CecH, G. P. D., Vol. IT; pag. 642,
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determina i valori di t che sostituiti in tY + X forniscono le
intersezioni di ¢ con la quadrica @,(A) =0. Le intersezioni pros-
sime ad X corrispondono a

. eX) QX
) m=—axy) X) = 50XV
ossia a
1 1
1 1/ 2
(13) T, = 3, [Bxd”a‘ 3 (Oﬂl -+ 3% — 36) du3] + ..

mentre le intersezioni C, C, di ¢ coi due iperpiani cuspidali
A,=0 e A;,=0 corrispondono a

1

an® + ....
2v, +

1
= — — dv?+ ... T, = —
s o, ¢

I due birapporti (XC,X,P) e (XC,X,P) ove P & un qualsiasi
punto di £, hanno come fermine principale per X — z, rispettiva-
mente

1
9 adu® - 5 (ﬁg + 3 z—‘ — 3(1,) v’
2

(14) 3 dv?
B,dv? 1 (oc, +3 B 3b> du®
( 3 du®

1 termini principali dei due birapporti ora detti costruili mie-
diante le due quadriche di Lie. quando X—x su una curva la cui
tangente non coincida con le tangenti principali, costituiscono due
tnoarianti proiettivi della superficie che non dipendono né dalla
trasversale t per X mé dal punto P su di essa, ma soltanto dalla
tangente alla curva su cui si muove X.

Qualora Q,()) =0 ovvero §,(\) =0 si assumano quali quadriche
assoluto di una metrica proiettiva non-euclidea e P coincida con
I'ulteriore intersezione delle due quadriche con £, si ha come per S,:

Il birapporto il cwi logaritmo wmisura la distanza proiettiva
dall’ ipérpiano cuspidale 3, =0 (ovvero A\, =0) di un punio X
situato su una curvae uscente da x calcolata su wna trasversale
generica per X, quando si assuma come assoluto la quadrica
Q.2 =0 (ovvero Q,\) =0), non dipende dalla trasversale per X,
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ma soltanto dalla curva scelta ed ha per termine principale il
valore (14) (ovvero (15)).

B evidente per la loro costruzione linvarianza delle (14) e (15)
sia rispetto alla normalizzazione delle coordinate sia rispetto ad
un qualsiasi mutamento del sistema curvilineo sulla superficie.
Del resto cid & confermato dal modo di variare dei coefficienti
delle equazioni (1) che compaiono nelle (14) e (16} per le trasfor-
mazioni B
(16) s=cuwls  w=o) ©=1y)

per le quali risulta

T % - s Pv ™ T w
Oy == %y -Bz:pz_gp_o “4:3“2;"‘“4 Bi=28 °‘1—‘7‘1-3%
™ o 7 u - £
B = 26,2 + 8, b:b+3P—P a:a+3%
_ "!/2 _ ,B q’ll _ '4‘” ’ _ ({‘12 _ I,,
Xy ==0y ﬁ; Bz:f}"—'g LP—Q; 0‘4:%@ +°‘4§E; B,=B %3 “lzc?: _3;72
©

_ ” (PI B a _ b
B3:§1¢/3+§3W; a:@; b:&;/'

Indicando con ¢, e ¢, le due forme di Bompiant
(1n 0, = a8, dudv
(18) 95 = () (%o due® — B,d0?)

e con v, la forma lineare

32log B,

39loga
1) 9,=—1I5—5, 2 a§2

—+ (%, + 3b)l du + [2

+ (8, + 3a)| dv
segue dalle (14) e (15) che se il punto si muove lungo le linee di
equazione
(20) s b0, =0
@y

i due birapporti hanno uguali i termini principali. Si pud dire
altrimenti che @ meno di infinitesimi di ordine superiore al 3°
guando si assumano Q,0) =0 ovvero Q,}) =0 come assoluto di
una metrica proiettiva non-euclidea i punti delle linee (20) entro
Vintorno del 3° ordine del punto x sono proiettivamente equidistanti
dai due iperpiani cuspidali.

Se la trasversale { non & una retta generica per X ma coincide
in particolare con la corda xX, i valori (14) (15) corrispondono
alle due intersezioni, distinte da x, di questa con le due quadriche.
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Le linee del sistema (20) sono pertanto caratterizzate dalla pro-
prietdh seguente

Se X & un punto prossimo ad x ewniro Uintorno del 3° ordine
sopra. una qualunque curva uscente da x appartenenie al sistema
(20), la corda xX interseca le due quadriche Q,\)=0 e Q,}) =
wn due punti coincidenti.

4, Curve osculatrici alle linee principali. - I/ elemento di
curva su ¢ appartenga ad una linea principale. Avendosi in questo
caso

1
(21) X' =z -+ x,du + éwuudu’ “+ 5 Xy AU + ...

6
) 1 1
(22) X'=x+ x,dv + 5 X, 40 + éxmdva + ..

se ne calcolano le coordinate locali ancora mediante le (6) soppri-
mendo in queste per X' i termini contenenti dv e per X" i ter-
mini contenenti du e per entrambi i termini coi differenziali
d’ordine = 2.

Se t/, '’ sono due trasversali per X', X", si indichino con P’,
P” due punti qualsiasi su di esse; con X,, X,, le intersezioni
di ¢ con le due quadriche; con X,”, X,” le intersezioni di queste
con t" (la prima coppia prossima ad X; la seconda prossima ad X")
e infine con C,, C,’ e C,”, C,” le intersezioni di ¢ e {’ con i due
iperpiani cuspidali. Per i punti della trasversale # si hanno i
punti tY + X' corrispondenti ai valori

p ® , 1 3adlo
X)) 1:3—\’2du3+... X, tz?;v—s(“l+3b+2 ogg)dz

1
C)) t=—6—du3 C,') 'c:—:a— du® +

Per la trasversale £’ i punti tY + X" con

1 32l
X) t=g (pz+3 Zg%)d 2 X,) = %dvu
" 1 g " nﬂl 3
Cl) r:—z—v‘dv C,) ’t=-—6—v3d'¢)+

Si hanno per i birapporti sulle due rette i seguenti limiti
1im (XICIIXIIP/) fo— lim (XIICgllell-Pll) _—— 2

X! g Xz

. AV T 2 3 ologf

1 —__ 2 2 1
X,lmx(XCzX,P) 3(oc,+36+2 % )du

. " 2 3 ologa
1 " ” " —_ - & e _2
an_tiw(X C,"X,"P") 3 (ﬁ,+ 3a + 5 a0 )dv.
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I primi due birapporti danno luogo ad un invariante proietiivo
della superficie e delle due quadriche indipendente dalle linee lungo
cui variano X' X' — x (invariante di SEGRE).

I termini principali dei due rimanenti dipendono soltanto dalle
linee coordinate lungo cui X', X' tendono ad x, sowo invece indi-
pendenti dalle due trasversali t' e t” e dai due punti scelti su di esse.

5. Forma ¢, di Bompiani. - Il significato geometrico della
forma ¢, =o0,8,dudv come termine principale di birapporto infini-
tesimo che non fa intervenire alcuna superficie in contatto con o,
¢ indicato dal BoMPIANI (°). Ma & estensibile alla forma ¢, il pro-
cedimento seguito dallo stesso Autore per definire la forma nor-
male di FUBINT 9, = 28ydudv dello spazio ordinario (8).

Da X prossimo ad x su una curva di ¢ non in contatto con le
linee coordinate si mandino le linee principali. Le intersezioni
con le analoghe linee uscenti da x saranno ancora i punti X',
X". La retta X'X" interseca la quadrica @,() =0 in un punto
X, = X'+ 1,X" prossimo ad X' corrispondente a

2 du?
T, = 3 Oy d—'v_‘l -+ ...
e la quadrica @,3)=0 in un punto X,=1,X'+ X" prossimo ad
X' corrispondente a

w

x

U
w

Wi N
oo
-

5

+ .

~

I1 birapporto dei quattro punti (X,X,X'X"”) ha per termine
principale il birapporto dei quattro numeri

2, @t 3 dwt
(3“*«%? 2 B,dv’ o

(5) «Si considerino due punti P, P’ della superficie e le coppie di
linee #, v uscenti da essi. Sia P,’ il punto d’incontro della linea u uscente
da P e della linea v uscente da P’ e P, I'altro punto e si costruisca 'S,
congiungente la retta osculatrice in P alla superficie col piano osculatore
in P alla linea u e l'aliro amalogo per la linea v uscente da P. Detti X’
e X, i punti in cui la retta P," P, incontra i due S; cosi ottenuti, se si
fa tendere P' a P sopra una qualsiasi curva Y (non tangente alla linea

per P) il termine principale del birapporto (X,'X,'P,'P,) vale % a8, dudv ».
(6) BoMmPpIANI, « Atti della R. Accademia di Torino», 1. c., pag. 240,
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ossia

'S

4
9 «,8,dudv — 99

Il birapporto analogo al precedente formato con le ulteriori
intersezioni X, X, della retta X'X” con le due quadriche (X,X,X’X")
ha per termine principale il birapporto dei quattro numeri

2 ¢ 3
glﬁg+3a+ga——-12§% dv 3 7Tog d 0 oo
2[“1 +3b+ 3 ——g—']du
= on
ossia I’ altra forma quadratica
4 ] o log B, 3 2log a
(23) q;,:§(a,+5b+2 P )({32 +35 ’)d dv.

Gl sviluppi precedenti non risultano modificati quando alle
due quadriche §,(3)=0, @,(A) =0 si sostituiscono due qualunque
quadriche del sistema (9) che taglino la superficie lungo una linea
avente in x un punto quadruplo e contenenti rispettivamente la
prima ovvero la seconda tangente principale (si ottengono ponendo
in (9) » =0 ovvero m =0).

Sulle linee principali per x si considerino ¢ punti X'X' corri-
spondenti agli incrementi du, dv e siano X,X, e X, X, le interse-
zioni della loro congiungente con due quadriche che taglino la
superficie lungo una linea avente in x un punto quadruplo e con-
tenenti rispettivamente la prima o la seconda tangente principale,
con X, prossimo ad X' e X, prossimo ad X". Il birapporto
(X, X, X'X"y ha per termine principale quando X'. X" — x

5 1,8, dudv ossiac a meno del fatlore numerico 97 la forma o, del

Bompiani.

Se nelle medesime ipotesi si considera il birapporto (i,f@X’X”}
st trova la forma quadratica (23).

La forma {,, come la ¢,, non dipende dalla normalizzazione
delle coordinate né dalle trasformazioni (16) del sistema curvilineo.

6. Osservazione sul sistema di forme ¢,, 0,, 9,. - B ben noto
che le forme F, ed F, di FuBINI assieme alla forma lineare F, (%),
sono atte a rappresentare la superficie a meno di omografie dello

(") Fusini-CecH. G. P. D., Zanichell, Bologna, Vol. I, n. 109, pag. 631
e seg.
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spazio ambiente. Lie due forme F,, F,, propriamente intrinseche,
si trasformano, quando si moltiplichino per un medesimo fattore p
le coordinate di un punto dello spazio, a norma delle relazioni

5 10
Fs:PSFz F5:P3F5
mentre la forma F, si comporta in modo meno semplice.
Una particolare normalizzazione delle coordinate consente di
far coincidere la F, e la F; con la ¢, e ¢, di BoMPIANTI (5): basia
porre nella prima delle (16)

o= (L)
29,

Gli sviluppi precedenti hanno d’altra parte condotto a conside-
rare la forma lineare ¢, invariante per le (16). Ci si pud doman-
dare se le tre forme

ploga, 2 ologh, 2
¢, = -—3w—2+‘3‘(ﬁg+3a)}d’u—[_au l—f §(0€1+3b) du
(24) 9y = 2,8, dusdy

@5 = (a,8,)(x,du® — B,dv®)

siano atfe a rappresentare la superficie nel gruppo richiesto.
Si ha intanto in coordinate cosi normalizzate F,—= @ ; F, = 9,
e conseguentemente (FUBINI, 1. ¢., Vol. II, pag. 646)

1 - - - _

3a—oagﬁl:—2b+oc]:(3b+m,)—5b;
(25)

a1 - }

3—0§—va—“£‘:—2a+ﬁ,:(3a+ﬁ2)—5a.

Ma qualunque sia la normalizzazione risulta 3b + x, = 3b + «,;
3a + B, =3a + P, e i coefficienti di du. dv in ¢, consentono di
eliminare 3b +«, e 3a + §, dalle (25); @ e b si esprimono mediante
i coefficienti (noti) delle forme assegnate e loro derivate. Deter-

minati @ e b si calcolano «, e B,. Conoscere le tre forme (24) vale
dunque quanto conoscere @, b, «,, 8,.

(®) E. Picasso, Sulla Geom. Proiett. Diff. delle Sup. dié S,, «Rend.
Acc. dei Lincei», (6), 18, (1933), pp. 285-290.
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Le condizioni d’integrabilita delle (1) relative alle derivate del
quarto ordine ®,,,, € ®,.,., € delle derivate x,., € X, tratte
dalle equazioni del 3° ordine e di LiAPLACE, consentono il calcolo
mediante i coefficienti delle (24) e loro derivate dei restanti coef-
ficienti delle (1) con sole operazioni razionali.

11 sistema di forme intrinseco ed invariante o,, o,, o, & dunque
atto ad individuare la superficie a meno della pitv generale omo-
grafia dello spazio ambiente.

Le forme stesse potranno considerarsi come un sistema di
forme mormali per la superficie.

7. Invarianti del 2° ordine di una curva ftraeciata sulla
superficie. - Per curvatura proiettiva di una curva tracciata sulla
superficie si assume secondo BoMP1aNI, I'invariante differenziale
del 2° ordine oftenuto dividendo la forma

dudv  d*vdu .
(26) 3 —dmwde T+ (o, + 3b)du — (8, + 3a)dv

i
per la potenza F,® della forma fondamentale F,.

Il carattere di invarianza non si perde qualora si aggiunga al
precedente un invariante arbitrario dipendente dai soli differen-
ziali primi; di quesfta parte addifiva si pud disporre per costruire
un invariante differenziale del 2° ordine di semplice significato
proiettivo.

Sia X un punto di una curva tracciata su o, prossimo ad x;
si considerino le proiezioni t’ della corda xX sul piano tangente
in x a o, fatta dal piano coordinato xCC (piano pseudonormale

3 4

proiettivo), la tangente ¢ alla curva in x che supporremo distinta
dalle due tangenti principali #,, ¢, e si calcoli il birapporto delle
quattro rette (f£¢'t,t,). Per ottenere t’ basterd esigere che l'iper-
piano ml, + nk, =0 contenga X, onde

Zi_l _ M,Za...

’ﬂ/ _ ngg...
e da questa

. ~y — 8?
m_dul b Gudy vdu)—ji(3b+oc1 +a—1-£‘e—‘+°u)d“—
n = v 29, 2 o '
1 1
—: (30, g, 0108% ev) do.
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Per il birapporto richiesto si ha

Sudv — 'od 1
Gttty =14 2l udy —odu) (36 47 ‘8’5@‘+eu> du —
T2
_%(3a+ﬁz+alog“’+ev>dv.

La parte principale del log(¢#'¢,¢,) che serve a misurare sul
piano tangente I’angolo mfmltesnno it quando si assuma come
assoluto nel fascio di centro x la coppia di tangenti principali, &
rappresentata da

8,(3udv — 82 1 log 8
@) y8,(3%udv vdu) - (Bb dlog 8,

8 —
20, ou * ) du

1 2 log o,
“§(3a+ ﬁz-k———a‘r-i—el)d’v.

Indicata con Cp I’ espressione della curvatura proiettiva e con
C’p Pinvariante di curvatura (27), ora calcolato, si ha immediata-
mente

4
Cp=6Cp + 39

Si consideri ora il sistema planare di curve i cui piani d’ap-
poggio sono i piani coordinati a:CC Le espressioni di (’C tenuto

conto che valgono le relazioni d1 cul si & gid fatto tamto uso

Bs 0 log B, %y 2log o,
ﬁl—_b_a‘_ ou %_—a—,ﬁ,— v
danno per tali linee I’ equazione
d’udv — d*vdu 2log B, ( 2log «,
(28) —“_‘W‘—ﬂ—(gb—kfxl-ﬁ—w )du— 3“4—?’2 av—)

Il cui confronto con la (27) da immediatamente che linvariante
di curvatura ora determinato & nullo per tuile le curve apparte-
nenti al sistema planare © cui piani d’ appoggio sono 4 piani coor-
dinati ac(g]’?

8. Invarianti del 3° ordine relativo a due curve in contatto
del 2° ordine. — Si pud anche in questo caso definire un inva-
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riante del 3° ordine relativo a due curve in cc_mtatto del 2° ordine
in x. Assumiamo su tali cuarve due punti X, X prossimi ad « nel-
Vintorno del 3° ordine.

La proiezione delle due corde #X e xX sul piano tangente
eseguita dal piano coordinato xCC e le due tangenti principali

danno un birapporto il cui loga?r;tmo ha per termine principale
un invariante proiettivo differenziale del 3° ordine delle due
curve in x.

Sopralineando gli elementi relativi alla seconda curva, risulta
per le condizioni imposte 5' =3, § =732 ma 3*=3°.

L’ iperpiano mi, + 1, =0 conterra X se

e Noss.
l — T e
Mws---
Conterra X se &
N g,
m2 - — _.12_3 .
M.

Per il birapporto cercato si ha successivamente

1 1 1 1
Zn_l_ngg,..Mu;...:Nl -+ éN,—i- 6N3+ e Ml+§M2+ 6M3+...

mi M123---Nl23 .

1 1 1 1
N, + éN,+(—3N3+... M,+§M2+6M3+...

1[Ny — M) — (N; — Ms)]

:1+6[ dudo 4 =1+

1|3%du — dudv Sodu ~— dudv
* 6 dudv - dudv *

L’ infinitesimo principale del suo logaritmo vale

g afy [(83/001“, — Budv) — (Bwdu — Budv)] .

Quanto precede esaurisce lo scopo dell’attuale ricerca e pone
inoltre in rilievo nuove analogie che le due quadriche di cui si
¢ fatto uso come superficie di contatto, presentano nei confronti
della quadrica di 1Lie dello spazio ordinario, a conferma di quanto
avevo gid osservato nel definirle.



