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Sui prodotti ordinati di gruppi finiti.

Nota di CESARINA MARCHIONNA TIBILETTI (a Milano)

Santo. - Si studia la struttura dei sottogruppi di certi prodotti ordinati
di gruppi finiti e si stabilisée un teorema del tipo di SYLOW.

Suiaimary. - The subgroup structure of ordered products of some finite
groups is studied and a theorem Uke SYLOW's is given.

1. In un précédente lavoro (*) abbiamo già considerato i pro-
dotti ordinati di un numero finito di grùppi.

Per comodita del lettore ricordiamo che un gruppo G è un
prodotto ordinato di s gruppi A{, .£,...., As e scriviamo

G = AlAi...A,
quando:

1) i gruppi Ai sono sottogruppi di G soddisfacenti alle seguenti
proprietà: il gruppo Asi che conviene chiamare anche Gs, è per-
mutabile con As_l onde è costruibile il gruppo G8^l = AS—}AS ~
— As^Gs (%) ; in generale il gruppo Gj = AjGi+1 é permutabile con
Aj^ e Gj-1 = Aj-1Gj:{j = 2,..., s — 1) ed infine Gl=A1Gs=G;

2) è GJnAi^1 = l (j = 2,..., 8).

Diciamo inoltre che il prodotto ordinato G e a catena normale
quando ogni gruppo G% è normale in Gl—1 e che G è a catena
principale quando ogni G{ è normale in G.

In questo lavoro consideriamo i prodotti ordinati G di gruppi
finiti A{ e diamo alcune propriété circa la struttura dei loro sot-
togruppi. Precisamente, mostriamo anzitutto che i sottogruppi dei
prodotti ordinati a catena normale di gruppi At aventi ordini a
due a due primi |fra di loro sono, a loro volta, prodotti ordinati
dello stesso tipo, e stabiliamo, sotto varie ipotesi, proprietà di tali
sottogruppi in relazione ai gruppi At ed ai loro coniugati in G.

Indichiamo poi proprietà analoghe per i sottogruppi normali
di prodotti ordinati (qualsiansi) di gruppi aventi ancora ordini a
due a due primi fra di loro.

(') Cfr. [3].
(*) Cfr. [6], cap. Kl, n. 24, pag. 61.
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lufine alcuni dei risultati conseguiti ei permettono di dare uu
teorema il quale contiene simultaneamente un teorema di Gk ZAP-
PA (3) ed un teorema di P. H A L L (4) relativi a problenii del tipo
di SYLOW.

2. In questo paragraf o riportiamo una nomenclatura che ei
sarà utile in seguito.

Si ehiama sottogruppo di Hall di un gruppo finito G un sotto-
gruppo H il cui ordine sia primo col suo indice in G (5).

Ricordiamo ora qualche definizione data da H A L L [2] (6).
Sia Ci un insieme di numeri primi ed G>' 1' insieme (complemen-

tare) formato dai numeri primi non contenuti in GS ; owiamente
ogni intero positivo n si potrà scrivere, in modo unico, nella forma

n = na • n&

ove wö è il più grande divisore di n che non ha divisori primi
contenuti in Gi'.

Sia G un gruppo finito di ordine n (con n = nCù • n&' corn' è
stato detto or ora) ; secondo H A L L si dice che :

1) G soddisfa alla condizione EQ : se ha almeno un sottogruppo
(di HALL) di ordine nQ ;

2) G soddisfa alla condizione GQ ; se soddisfa ad E& e due suoi
qualsiansi sottogruppi (di HALL) di ordine n^ sono coniugati in G;

3) G soddisfa alla condizione D ö : se soddisfa alla Cö ed ogni
sottogruppo di G il cui ordine divide na è contenuto in un sotto-
gruppo (di HALL) di G di ordine nQ.

3. In questo paragrafo diamo alcuni lemmi utili per il seguito.

LEMMA 1. - Un gruppo finito Gr contenga un sottogruppo H di
H A L L normale : allora ogni sottogruppo K di Qc il cui ordine
divida quello di H è contenuto in H stesso.

Questa proprietà è un'immediata conseguenza del teorema di
SYLOW. Owiamente i sottogruppi di SYLOW di K stanno in sotto-

(3) Cfr.»ï[7], n. 1.
(*) Cfr. [2], Tï. 1.3, teorema A 1.
(5) Ofr. [7], n. 1. Questo H risulta un SQ - sottogruppo di 6r, secondo la

nomenclatura di H A L L (cfr. [2], n, 1.1), essendo tö 1'insieme dei numeri
primi per cui è divisibile 1'ordine di H.

(6) Cfr. [2], n. 1.1.
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gruppi di SYLOW di H e quindi in H. Pertanto X, pensato come
unione dei suoi sottogruppi di SYLOW, risulta contenuto in H.

LEMMA 2. - Sia Q- = A 1 , . . . , AS—1AS il prodotto ordinato di s
gruppi A , , . . . , AS_M As (finiti od infiniti). Lo stesso Gr è anche
prodotto ordinato Gr = A\ ... A's_iAs dei gruppi A ' n . . . , A ' ^ , As

ove ogni sottogruppo A/ (i = 1,. . . , s — 1) è un quaïsiasi gruppo
trasformato di At per un elemento del sottogruppo Grt+1 = A l + j ... A s .
Se poi Gr = A,, ..., As_iAs è un prodotto ordinato a catena normale
[o principale] dei gruppi Lt anche A\,..., A'S_,A, è tin prodotto
ordinato a catena normale [o principale] dei gruppi A\ ,..., A ' s _i , As.

Yerifichianio dapprima che il teorema è vero per s = 2 : sia

Indichiamo con g = a1 • a2 un generico elemento di G ove ax ed
a% sono rispettivaniente un elemento di Ax ed uno di A% (7).

Sia AY' il sottogruppo trasformato di Al per un elemento at'
(di At). Moltiplichiamo a sinistra tutti i g = aYa% per (a%)—1 : si ha

Ciö indica che tutti gli elementi di G possono essere scritti
come prodotto di un elemento di Ax' per uno di A2. Quindi risulta

G = Al'A* (8)-
Ora verifichiamo che il teorema è vero per un s qualsiasi :

sia (T — AxAt... As. Pe r definizione è G = AlGfi (ove Gt = A%... ^ s) .
Quindi si ha 6f =: ̂ . / ^ 2

 0 T e ^ / e u n qualsiasi gruppo coniugato
di A1 in (x (trasformato di Al per un elemento di G%). Inoltre
G% = A*,G3 e pertanto Gt = A2

fG3 ove T12' è un sottogruppo coniu-
gato di At in G%, ecc.

INTotiamo infine che 6r̂  = A3... As coincide con G/ = JL/ ... ^ l ' ^ ^ s
(per l < i < s ) ; pertanto se (r,- è normale in G5_x (o in G) anche
G/ è normale in 6r'i_1 (o in G).

Cosï risulta completamente dimostrato il lemma 2.

LEMMA 3. - Un gruppo flnito Gr possegga una catena normale
Gl=iG-1^Gr2^)...ZDGrft_1Z3Grh=:l i cui indici (9) siano dati da numeri
a due a due primi fra di loro. Allora una tal catena è principale,

Diamo una dimostrazione per induzione.

(7) Indichiarao con a,- dotato eventualmente di apici un elemento di Au

(s) Questa proprietà vale ovviamente anche se Ai Ç\ A2 = I ove I è un
gruppo diverso dal gruppo identico.

9) Grli indicl délia catena sono gli indici di ogni gruppo Gri in 6r4-_4.
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Supponiamo che un sottogruppo GL sia normale in G e verifi-
chiamo che. in questa ipotesi, anche £,+, è normale in Gr. Ora,
ogni trasformato G\-+1 di Gi^.l per elementi di G sta in G{. Poichè
G-i+i. è un sottogruppo normale di HAI/L di &,, per il lemma 1
il sottogruppo Gri+1 sta in G^y e quindi coincide con Gi^1 stesso.
ÎTe viene che G>_̂ , è normale in G nell' ipotesi posta.

Poichè Gt è normale in (j il lemma risuita completamente
dimostrato.

LEMMA 4. - Se un gruppo finito G = AA... As è un prodotto
ordinato a catena normale di s gruppi finiti At aventi ordini dati
da numeri a due a due primi f ra di loro, esso e anche prodotto
^rdinato Gr = Aj ... As a catena principale degli stessi gruppi At.

Questa propriété dériva immediatamente dal précédente lemma
3 in quanto la catena contenuta in G :

(ove G{ = Ai;... As) e per ipotesi una catena normale con indici a
due a due primi f ra di loro.

LEMMA 5. - Sia Qrz= A, ... As un prodotto ordinato di s gruppi Av.
Sia H un sottogruppo qualsiasi di G. In H è contenuta la catena

{1} H^zH, 3 jff2 2 . . . 2 J3S

^ H f l G-É (essendo Gv = A<... A,). Ŝe G- è M» prodotto ordinato
a catena normale [o principale] la (1) è tew-a catena normale [o
rispettivamente principale].

Se poi Gr è M prodotto ordinato a catena normale di s gruppi
finiti At: aventi ordini nt da£i da ntemeri- a d'we a due primi fra di
loro (e quindi G- è prodotto ordinato a catena principale dei grup-
pi Ai), scritto Vordine m di H nella forma m — m, ... ms (ove m̂  =
= D(m, nt)). i gruppi H ^aîtno rispettivamente ordine p̂  —m,;... ms.

Dato un prodotto ordinato 6r = .Aj ... A* è ovvia Pesistenza di
una catena (1) per ogni sottogruppo H di G.

Sia G un prodotto ordinato a catena normale : il gruppo
Mi = H H Cr» =-öi_i H Gr» viene trasformato in se dagli elementi
di 2Zi_,. Se poi G è un prodotto ordinato a catena principale il
gruppo Hi: ~ H p| 6rf viene trasfotmato in se dagli elementi di H.
<Juindi nei due precedenti casi la (1) è rispettivamente una catena
normale ed una catena principale.

I gruppi At abbiano ordini nt dati da numeri a due a due
primi fra di loro: allora Gy-che per ipotesi è prodotto a catena
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normale dei gruppi Ai, è anche (cfr. lemma 4) prodotto a catena
principale degli stessi gruppi. La catena (l) risulta pertanto
principale.

Ora, per il lemma 1, il sottogruppo Gt contiene tutti gli ele-
menti di G il cui periodo è un divisore dell'ordine di Gt e in
particolare H^ contiene tutti i sottogruppi di SYLOW di H il cui
ordine è u n divisore di [xi = mi ... ms. I/unione di tali sottogruppi
di STLOW coincide con Ht ehe quindi ha ordine a, = m{ ... m,.

é. In questo paragraf o diamo tre teoremi (nn. 6, 7, 8) che
riguardano la struttura dei sottogruppi dei prodotti ordinati a
catena normale di gruppi finiti A{ aventi ordini a due a due primi
fra di loro. Bicordiamo subito che, per il lemma 4, tali prodotti
ordinati risultano senz' altro a catena principale.

TEOREMA 6. - Sia G — Ax... As un gruppo finito di ordine n
che risulti prodotto ordinalo a catena normale (e quindi principale)
di s gruppi At- aventi rispettivamente ordini nt dati da numeri a
due a due primi fra di loro. Si indichi con Gii Vinsieme dei numeri
primi che dividono n^.

a) Un sottogruppo H di G- {il cui ordine m si pua sçrivere
m —m, ...m* con m; = D(m; n()) è un prodotto ordinato a catena
principale

(ove B; ha ordine m,) (10).

b) Inoltre se per ogni 1 < i < s — 1 il sottogruppo Grt = A{... A*
soddisfa alla condizione D^i si puo sçrivere Gr = A,'... A's_j As —
sempre prodotto ordinato a catena principale — ove A/ è un sotto-
gruppo di Gr{ coniugato di A{ (precisamente un trasformato di A,
mediante un elemento di Gri+1) con B{ Ç A/ per l < i < s — 1 e
B S Ç A S .

Per il précédente lemma 5 il sottogruppo H ammette la catena

(1) H=HX 2 ^ 2 . . . ^Hs

che nelle attuali ipotesi è catena principale.
Per il teorema di SCHTTR, riportato da ELAXL corne teorema

(i0) lN"aturalmente qualcuno dei numeri wt- puö essere /mi = 1 : allora il
corriapondente gruppo B^ si ridurrà alla sola unità.
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E1 (u), il sottogruppo H che contiene il gruppo Hti di ordine
m2... ms (v. lemma 5), normale, contiene anche un sottogruppo Bx

di ordine wi,. Dati gli ordini di Bx ed 7?g si ha J5l C\ Ht = 1 ;
allora i prodotti di un elemento di Bi e di uno di JEL%, che sono
tutti fra loro diversi, esauriscono tutto il gruppo H. Pertanto è
H=BxHt.

Per lo stesso teorema di SCHUR citato sopra, H2 contiene un
sottogruppo B% di ordine m%, per cui Ht = JB& H3 ; il sottogruppo Hz

contiene un sottogruppo 5 3 di ordine m3 per cui H3 = B3H4. ecc.

Quindi, poichè la catena (1) è principale il sottogruppo H è
prodotto ordinato a catena principale

(con JBS = Hs) dei gruppi Bt.

Ora, come è detto nel comma b) dell'enunciato supponiamo
che, per ogni l < i ^ s — 1, il sottogruppo Gt soddisfi alla condi-
zione D^. Allora B{ che sta in G{ (con 1 < * < S ^ 1 ) è contenu to
in un sottogruppo A/ coniugato di A{ (trasformato quindi di Ai
per qualche elemento di Gi^).

Pertanto per il lemma 2 si ha

prodotto ordinato a catena principale dei gruppi .A' l 9 . . . , 4 ' ï - i
con Bi £ A^ per 1 <: i < s — 1 e JBS £ JLS.

Notiamo che ï t?aW criteri ricordati o introdotti da H A L L in [2]
nei suoi D-teoremi (i quali danno condizioni sufficienti perché sia
verificata per un gruppo G la condizione BQ) applicati sul comma b)
del précédente teorema 6 danno ïuogo ad alcuni corollari del teo-
rema 6 stesso.

Per esempio ; s e i gruppi At sono speciali (li) valgono Ie ipotesi
del comma b) del teorema 6 e quindi tutte le proprietà indicate
dal teorema stesso (e ciö per un risultato di WIEJÜANDT (18)), ecc.

(tl) Cfr. [2], n. 1.7, pag. 291. Tale teorema E 1 si enuncia cosi : « Siano :
o un insieme di numeri primi ed fö' 1'insieme complementare (cfr. n. 2),
e sia G un gruppo di ordine n = na • na'. Se Gr ha un sottogruppo (di
HALL) normale di ordine naf, allora G soddisfa l$a> (cfr. n. 2) ».

(«) Cfr. [6], cap V, § 3, pag, 137.
(13) Cfr. [5] e in [2] il teorema D 4 del n. 12 a pag. 287.
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II seguente teorema 7, basato sull 'uso del classico teoréma di
STLOW, risponde ad un problema analogo a quello considerato dal
teorema 6 senza essere completamente deducibile da quest' altimo.

TEOBEMA 7. - Sia Ĝ  — A^. . As un prodotto ordinato a catena
normale, (e quindi principale) di s gruppi flniti A{ aventi rispetti-
vamente ordini nt dati da numeri a due a due primi fra di loro.

Un sottogruppo H di Gr di ordine m — p^ i . . . pg!lj[l • rs ove pÉ3,- è
un divisore di nt (1 <ç̂  i < s — 1) ed vs è un divisore di ns (essendo
i pt- numeri primi), è un prodotto ordinato a catena principale

H = B I . . ;B f

dei gruppi B t ove Bt- (per 1 < i < s — 1) ha ordine p,-P«' e Bs ha
ordine rs.

Inoltre si ha : ~BS Ç As e B, C A', (i>er 1 < i < s — 1), ove A',-
è tm sottogruppo di Gr coniugato di A, (ottenuto trasformando A€

GOW *̂n elem-en^o di G-i+1 = A,: + 1 ... A^), e Gr è prodotto ordinato a
catena normale

dei gruppi A'^..., A's-l7 As.
Per il teorema 6 il sottogruppo H h il prodotto ordinato a

catena principale

indicato nell 'enunciato.
Inoltre BY è un sottogruppo di SYLOW di ordine pl$l e quindi

sta in un sottogruppo di STLOW di Gr contenuto in i , o in un
coniugato Ax' di quest'ultimo ^(trasformato quindi di Ax con un
elemento di 6r2) ; analogamente Bz sta, per il lemma 1, in Gt

a quindi in un gruppo At' coniugato di At in G%, ecc.
Fer il lemma 2 si ha cosi

prodotto ordinato a catena principale dei gruppi ^.,',... , A'8—1} As.

Si ottiene un altro teorema délia stessa natura dei precedenti
applicando un teorema di Gr. ZAPPA dato in [7] (u).

(*4) Kicordiarno anzitutto che un gruppo K di ordine k :=pi
CCi... pr

a>' (con
Pi ^>P% > • -^>Pr> essendö ogni pi un numero primo)-si*dice dispersibile
quando, per ciascun i taie ch.e l ^ t < r , esso contiene un sottogruppo
normale di ordine pf1... p/'i. I l teorema di ^APPA cui si allude è il
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TEOREMA 8. - Sia un gruppo Gr —Aj... As prodotto ordinato a
catena normale (>e quindi principale) di s gruppi finiti A{ aventi
ordini nv dati da numeri a due a due primi f ra di loro ove i gruppi
A; per 1 <;i <; s — 1 sono dispersibili (15J.

Un sottogruppo ïï di Qr abbia ordine m = mx... ms con m, — D(m, n^

per l < i < s eD — , m j ^ l per 1 < i ^ s — 1. Per ogni mt con

l ^ i < s — 1 il sottogruppo H contenga un sottogruppo B£ di ordine
iDj dispersibile.

Allora risulta :

H = BÏ...BS

prodotto ordinato a catena principale dei gruppi B̂  e Gr — A/. . .
... A'j^A» prodotto ordinato a catena principale dei gruppi A/ , . . .
..., A's_,, As con B, C A/ (per 1 < i ̂  s — 1) e Bs £ A f
A/ un trasformato di A4 per «*n elemento di GriH.l = A ^ ... A,).

Per il teorema 6 si ha

prodotto ordinato a catena principale.
È inoltre B} Ç Ĝ  e in particolare i?5 Cl 6rs = J.s. In virtù dellè

ipotesi poste, per ogni l < i < s — 1 il sottogruppo Gt contiene At

e Bi come gruppi dispersibili di HAI^L aventi ordine l'nno divi-
sibile per quello dell'altro. Quindi per il sucitato teorema di
ZAPPA (16| esiste in tali Gt un sottogruppo A/ coniugato di At per
cui è B{ CI A/.

Ne viene, per il lemma 2, la validità del teorema in esame.

5. In questo paragrafo diamo una significativa proprietk di
«truttura (e un relativo corollario) per i sottogruppi normali con-
tenuti in certi prodotti ordinati di tipo più ampio di quello con-
siderato nel précédente n. 4.

TEOREMA 9. - Un gruppo Gr sia il prodotto ordinato

G = A1...A8

seguente : « Se M ed H sono due sottogruppi di HAL,L dispersibili di ua
gruppo finito Gr tali che 1' ordine di M divida quello di H9 il gruppo M &•
contenuto in un sottogruppo di G- coniugato di H ».

(*5) Cfr. (").
(") Cfr. (14).
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di s gruppi At tali che gli ordini di due qualsiansi di essi siano
numeri primi fra di loro. Allora ógni sottogfuppo normale ïN" di Gr
è un prodotto ordinato

N=B1...BS

ove B; è un sottogruppo normale (eventualmente ridotto alla sola
unità) di A{.

Se G- è un prodotto ordinato a catena normale, e quindi a catena
principale (dei gruppi At), anche N è ww prodotto ordinato a catena
principale dei gruppi B^.

Questo teorema è una semplice estensione di un teorema di
SZÉP (17) su cui sarà fondata la seeruente dimostrazione.

Si ha G = AiG2 ove Gt=:At.:.-As. Per il sucitato teorema di
SZÉP si puö scrivere- N=z BXN% ove Bx ed Nt sono rispettivamente
sottogruppi normali di Al e Gg. Ora Ĝ 2̂ = il2G 3̂ (ove (r3 ™ ̂ 13..-^s)
e per lo stesso teorema di SZÊP si ha • N2 = B^N^ : con Bt ed iY3

sottogruppi iiormali rispettivamente in At\e G3, ecc. Quindi N =
= B^B% ... Bs come è detto nell' enunciato.

Se G è prodotto ordinato a catena normale e quindi principale
(per il lemma 4) dei gruppi At il gruppo G( è normale in G.
Poichè è N{ = Gt n N anche N( è normale in N.

OOKOLLAKIO 10. - Uft gruppo Ge sia il prodotto ordinato di s
gruppi finiti semplici A{

ove gli ordini di due qualsiansi gruppi A{ sono numeri primi fra di
lorö. Allora gli eventuali sottogruppi normali di Gr sono di HALL
e piu precisamente sono prodotti ordinati del tipo

con 1 <, i, < i2 < ... < î  < s.

Questo corollario è V estensione di uno analogo di SZÉP (18) per
s — 2. La sua dimostrazione dériva subito dal précédente teorema 9
in quanto gli unici sottogruppi normali di un gruppo semplice A{

sono il gruppo stesso ed il gruppo costituito dalla sola unità.

(i7) Cfr. [4], § 3. Tale teorema dice che : « Se in un gruppo finito G = HK
gli ordini dei gruppi H e K sono numeri prüni fra di loro, ogni sotto-
gruppo normale Gr di G risulta della forma & = B K ove H e K sono
rispettivamente sottogruppi normali di H e TT».

(**) Cfr. [4], § 3, corollario 3.
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6. Secondo la nomenciatura di HALL (19) un gruppo Gr a serie
di composizione di SYLOW (px,...., ,pr) è un gruppo di ordine
p^t...pr

a
r, ove Pi, »•, pr sono numeri distinti, ordinati in certo

modo, tale che per ogni i con l < ; ^ < r — 1, G ha un sottogruppo
normale di ordine pv

ai ...pt
ai.

Ora notiamo che tutti e soli i gruppi cosiffatti sono i gruppi G
<Vhe risultano prodotto ordinato a catena normale (e quindi principale)

G — PtPt,_l... Pl

di r -p-gruppi Pt, . . . , Pl ove P, ha ordine pt
a
% — ed i p, sono

numeri primi fra loro diversi — (20).
I gruppi dispersibili (21) si presentano allora come caso partico-

lare di questi gruppi a serie di composizione di SYLOW {p1, ... , jpr).

Nel seguente n. 7 dimostreremo un teorema che risulta un' esten-
sione del già citato teorema di ZAPPA contenuto in [7]- La dimo-
strazione del nostro teorema ricalcherà [completamente quella di
^APPA (descritta in [7]) una volta stabiliti alcuni lemmi (che sono
appunto oggetto di questo paragrafo) analoghi a quelli dati da
ZAPPA in [7] prima del suddetto teorema.

, 11. - Sia G un gruppo a serie di composizione di SYLOW
"(PJ, ..., p.) di ordine p^i... p,°V. In Gr m è un solo sottogruppo nor-
male di ordine ^ = p^i. . . p̂ «y \con • 1 < j < r — l) contenente tutti
e soli gli elementi di H il cui ordine dimde ^ .

Questa proposizione appare corne un' estensione del lemma 1 di
,ZAPPA in [7] (22) a proposito dei gruppi dispersibili. An che la
relativa dimostrazione è simile a quella di tale lemma.

Per quanto detto alPinizio del paragrafo, G è il prodotto ordi-

(«) Cfr, [2], n. 1.3, pag . 287

(20) ^*gni g r u P P ° G a ser ie di composizione di S Y L O W (p{, . . . , pr) cont iene

u n sottogruppo normale G2 ^ ordine j j * \ . . . , . P * ^ 1 e d un sot togruppo d i

S Y L O W Pr di o rd ine pa* 9 qu indi Ge — PrG%. Ino l t re pe r il l e m m a 1 il

sot togruppo normale 6r3 di Gr di ordine p^1,..., P r ^ r 8 s ta in G2 ; in G% v i è

•anche un sot togruppo di S Y L O W Pr—t di ordine p^^1 e perciö Gr2=P?._ iGr3j ecc.
U n gruppo prodotto ordinato a catena normale (e quindi pr incipale

— cfr. lemma 4 —) di £>-gruppi (con ordini a due a due pr imi fra di
loro) è poi ovviamente un gruppo G avente un ' oppor tuna serie di compo-
sizione di S Y L O W .

(21) Cfr. (14) e in [3] 1' osservazione seguente i l n. 8.
(22) Cfr. [7J, n. 2.
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nato a catexxa principale

ove P i ha ordine
Ogni elemento g di G con ordine divisore di o,- dà con le

potenze un sottogruppo di (r che per il lemma 1 sta in Vj = P, ... P i .
Per lo stesso lemma 1 ogni sottogruppo di 6r di ordine ^ sta in 1̂ -
e quindi cöincide con Vj.

LEMMA 12. - Sia Gr un gruppo a serie di composizione di STL.OW
(p1}..., p,.) di ordine p^i. . . p,.°v edS S ^Î* sottogruppo di SXLOW d*
ordine pia« ; r ordine del normalizzante N di S m G- è divisibile per

La dimostrazione di questa proprietà si conduce esattament^
come quella di ZAPPA per il lemma 2 di |7] (u) usando in luogo
del lemma 1) della stessa nota il nostro lemma 11.

13. - Sia Gr un gruppo a serie di composizione di
(pu»., p,.) : ogni sno sottogruppo e un gruppo a serie di compo-
sizione di SYIJOW (p t l,... , p^) ove 1 •<, i4 < ... < is ̂  r.

Questo lemma, dianftndft immediatamente dal teorema 7 in quanto
Gr è un prodotto ordinato a catena principale di p-gruppi del tip^
sopra descritto.

Ora un sottogruppo H di G è un prodotto ordinato a catena
principale H=. Bl ... B,., come è detto nel teorema 7. Eliminand®
da tale scrittura i gruppi Bk che si riducono alla sola unità (") si
h a F = Bix... Bis prodotto ordinato a catena principale dei p-gruppi

Bij di ordine pyj (ove j = l, ...s ed l < i j < . . . <Cis<r) con p̂ -[>
Questo lemma risulta un'estensione del lemma 3) di [7] {**).

LEMMA 14. - Ogni prodotto ordinato a catena normale di p-<j
finiti è un gruppo risolubile.

Infatti ogni prodotto ordinato di questo tipo ammette una serie
di composizione con fattori di composizione dati da numeri prinid.

7. Siaino ora in grado di dare col seguente teorema 15 Fae-
cennata estensione del teorema di ZAPPA (*6) la quale consiste nel

(23) Cfr. [7],.n. 2.
(24) Cfr. nota ( i0).
(K) Cfr. [7], n. 2.
(26) Cfr. nota (" ) .
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sostituire i gruppi dispersibili con i gruppi a serie di coinposizione
di SYLOW (px,..., pr) e (pil9..., pis).

Notiamo che tale teorema 15 contiene anche, corne easo parti-
eolare, il teorema A 1 di HALL riferito in [2] (*7J.

TEOREMA 15. - In un gruppo finitö G siano H ed M due sotto-

prodotti di HALL di ordini rispettivi v =z p^*... pr<v e jx = p?*1 ... p^ts

con l<ix <i2 < ... <i*:<r, essendó i p? (per l < j < r ) numeri
primi fra loro diversi. Inoltre H eoJ M siano rispettivamente dei
gruppi a serie di compositions di SYLOW ( p ^ . . . , pr) e (p^,... ,piR)-
Allora M è cowienw£o in un sottogruppo di Qr coniugato di H.

Corne si è già detto, la dimostrazione di questo teorema si con-
âuce esattamente come quella di ZAPPA per il sucitato teorema
wsando (rispettivamente) in luogo dei lemmi 1), 2), 3), 4) di [7] i
nostri lemmi 11, 12, 13, 14.

OSSERVAZIONE. Ora, col teorema 15, usato in luogo del teorema
di ZAPPA, si pu6 estendere anche il précédente teorema 8 (n. 3)
sostituendo opportunamente nell'enunciato stesso i gruppi disper-
sibili con gruppi a serie di composizione di SYLOW (J» , , . . . , pr) «
(P4,..., P*9) — essendo l < i x <i% <...*< is<r — .
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