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Sui prodotti crdinati di gruppi finiti.
Nota di CEsarRINA MARCHIONNA TiBILETTI (2 Milano)

Santo. - 87 studia la struttura dei sottogruppi di certi prodoiti ordinat:
di gruppi finiti e si stabilisce un teorema del tipo di SYLow.

Sunmimary. - The subgroup structure of ordered products of some [finite
groups is studied and a theorem like SYLOW’S is given.

I. In un precedente lavoro (!) abbiamo gia comsiderato i pro-
dotti ordinati di un numero finito di gruppi.

Per comodita del lettore ricordiamo che un gruppo G & un
prodotto ordinato di s gruppi 4,, 4,..., 4, e scriviamo

G=A44,.. 4,

quando :

1) i gruppi 4, sono sottogruppi di G soddisfacenti alle seguenti
proprieta: il gruppo A,, che conviene chiamare anche G,, & per-
mutabile con 4, _, onde & costruibile il gruppo G,_, — A, _4,=
= A,_,G, (3); in generale il gruppo G; = 4;G,,, é permutabile con
A;_, e G, =4, G; (j=2,..,5s—1) ed infine G, =4,G,=G;

26 G,N A, =1(j=2,.., s)

Diciamo inoltre che il prodotto ordinato G & a catena normale
quando ogni gruppo G, & mnormale in G,_, e che G & a catena
principale quando ogni G; & normale in G.

In questo lavoro consideriamo i prodotti ordinati G di gruppi
finiti A; e diamo alcune proprieta circa la struttura dei loro sot-
togruppi. Precisamente, mostriamo anzitutto che i sottogruppi dei
prodotti ordinati a catena normale di gruppi 4, aventi ordini a
due a due primi [fra di loro sono, a loro volta, prodotti ordinati
dello stesso tipo, e stabiliamo, sotto varie ipotesi, proprieta di tali
sottogruppi in relazione ai gruppi A, ed ai loro coningati in G.

Indichiamo poi proprietd analoghe per i sotlogruppi normals
di prodotti ordinati (qualsiansi) di gruppi aventi ancora ordini a
due a due primi fra di loro.

() Ctr. [3}.
(3) Ctr. [6], cap. ITI, n. 24, pag. 61.
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Infine alcuni dei risultati conseguiti ci permettono di dare un
teorema il quale contiene simultaneamente un teorema di G. Zapr-
PA (}) ed un teorema di P. Harn (*) relativi a problemi del tipo
di Synow.

2. In questo paragrafo riportiamo una nomenclatura che ci
sard utile in seguito.

Si chiama sottogruppo dé¢ Hall di un gruppo finito G un sotto-
gruppo H il cui ordine sia primo col suo indice in G (3).

Ricordiamo ora qualche definizione data da HaLw [2] (¢).

Sia & un insieme di numer:s primi ed &' 1’ insieme (complemen-

tare) formato dai numeri primi non contenuti in &; ovviamente
ogni intero positivo n si potra scrivere, in modo unico, nella forma

N =Ny * N’

ove mg & il pit grande divisore di # che non ha divisori primi
contenuti in &',

Sia G un gruppo finito di ordine % (con n—=mngy-ny com’d
stato detto or ora); secondo HarLyr si dice che:

1) G soddisfa alla condizione E : se ha almeno un sottogruppo
(di HaLL) di ordine %y ;

2) G soddisfa alla condizione C;; se soddisfa ad E; e due suoi
qualsiansi sottogruppi (di Harv) di ordine % sono coniugati in G;

3) G soddisfa alla condizione Dy : se soddisfa alla Cy ed ogni
sottogruppo di G il cui ordine divide #; & contenuto in un sotto-
gruppo (di Harr) di G di ordine ng.

3. In questo paragrafo diamo alcuni lemmi utili per il seguito.

Leumya 1. — Un gruppo finito G contenga wun sottogruppo H di
HavLyL mnormale: allora ogni sottogruppo XK di G 4l cui ordine
divida quello di H ¢é contenuto in H stesso.

Questa proprieta ¢ un’immediata conseguenza del teorema di
Syrow. Ovviamente i sottogruppi di SyLow di K stanno in sotfo-

(3) Ctr.5[7), n. 1.

(4 Cfr. [2], n. 1.3, teorema A 1.

(3) Cfr. [7), n. 1. Questo H risulta un Sg-sottogruppo di &, secondo la
nomenclatura di Hari (cfr. (2], n, 1.1), essendo & I’insieme dei numeri
primi per cui & divisibile I’ordine di H.

(6) Cfr. [2], n. 1.1,
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gruppi di SyLow di H e quindi in H. Pertanto X, pensato come
unione dei suoi sottogruppi di Syvrow, risulta contenuto in H.

LeMMA 2. - Sia G=A,,..., A,_,A, il prodotto ordinato di s
gruppt A, .., A, A, (finiti od infiniti). Lo stesso G & anche
prodotto ordinato G = A’| .. A'_ A, dei gruppi A'|,.., A',_,, A,
ove ogni sottogruppo A,/ i=1,..,s—1) & un qualsiasi gruppo
trasformato di A, per un elemento del sottogruppo G, ., — A, ... A,.
Se pot G=A,, .., A,_ A, & un prodotto ordinato a catena normale
[o principale] dei gruppi A, anche Ay, .., A'_,A & un prodotto
ordinato a catena normale [o principale] dei gruppi A, ,..., A’ , A,.

Verifichiamo dapprima che il teorema & vero per s —=2: sia
G=A4,4,. )

Indichiamo con g — @, - @, un generico elemento di G ove a, ed
a, sono rispettivamente un elemento di A4, ed uno di 4, (7).

Sia 4,” il sottogruppo trasformato di A4, per un elemento «,’
(di A,). Moltiplichiamo a sinistra tutti i g = a,a, per (a,’)~": si ha

(@) ) g=(a, ) aa; (@) e, = | (a,)) P ae, 1 ay” .

Cid indica che tutti gli elementi di G possono essere scritti
come prodotto di un elemento di 4, per uno di 4,. Quindi risulta
G—=A4,4, (%

Ora verifichiamo che il teorema & vero per un s qualsiasi:
sia G =A4,4, ... A,. Per definizione ¢ G = 4,G, (ove G, = A4, ... 4)).
Quindi si ha G = 4,/G, ove 4, & un qualsiasi gruppo coniugato
di 4, in G (trasformato di A, per un elemento di G,). Inoltre
G,= A4,G, e pertanto G, = 4,'G, ove A, & un sottogruppo coniu-
gato di 4, in G,, ecec.

Notiamo infine che G; = A4, ... A, coincide con G,'= A4, ... A'_ A,
(per 1 =—j < s); pertanto se G; & normale in G;,_, (0 in G) anche
G; & normale in G';_, (o in G).

Cosl risulta completamente dimostrato il lemma 2.

Lemma 3. - Un gruppo finito G possegga una catena wnormale
G=06,D06G,D..DG,_, DG, =1 7 cui indici (°) siano dati da numer:
a due a due primi fra di loro. Allora una tal catena & principale.

Diamo una dimostrazione per induzione.

(*) Indichiamo con a; dotato eventnalmente di apici un elemento di 4,,

(8) Questa proprietd vale ovviamente anche se 4, M 4, =1 ove I &un
gruppo diverso dal gruppo identico.

9) Gli indici della catena sono gli indiei di ogni gruppo G; in G,_,.
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Supponiamo che un sottogruppo G, sia normale in G e verifi-
chiamo che, in questa ipotesi, anche G,,, & normale in G. Ora,
ogni trasformato G';,, di G, , per elementi di G sta in G,. Poiche
G;,., & un sottogruppo normale di Harr di G,, per il lemma 1
il sottogruppo G’;,, sta in G, , e quindi coincide con G,,, stesso.
Ne viene che G,,, & normale in G nell’ipotesi posta.

Poicheé G, & normale in G il lemma risulta completamente
dimostrato.

LeuMA 4. - Se un gruppo finito G =A,.. A, é un prodotio
erdinato « catena wmormale di s gruppi finite A, aventi ordini dats
da numeri a due a due primi fra di lore, esso & anche prodotto
ordinato G =A, .. A, a catena principale degli stessi gruppi A,.

Questa proprietd deriva immediatamente dal precedente lemma
3 in quanto la catena contenuta in G:

G=6G,D06G6,D6GGD.DG D1

(ove G; = A4, ... A,) & per ipotesi una catena normale con indici a
due a due primi fra di loro.

LeMMA 5. - Sia G=A, ... A; un prodotio ordinato di s gruppi A,.
Sia H un sottogruppo qualsiast di G. In H & contenuta la catena

(1) H=H,DH,D..2H,

ove H, =H N G, (essendo G; = A; ... A,). Se G & un prodotio ordinato
a catena normale [o principale] la (1) & una catena normale fo
rispettivamente principale].

Se poi G & un prodotto ordinato a catena mormale di s gruppi
finiti A, aventi ordini n; dati da numeri a due a due primi fra di
loro (e quindi G & prodotto ordinato a catena principale dei grup-
pi A;), scritto Uordine m di H nella forma m = m, ... m, (ove m, =
= D(m, n;)), ¢ gruppi H; hanno rispetlivamente ordine p.,=m, ... m,.

Dato un prodotto ordinato G =4, .. A, & ovvia l’esistenza di
una catena (1) per ogni sottogruppo H di G.

Sia G un prodotto ordinato a catena normale: il gruppo
H,=HN G;=H,_, N G; viene trasformato in s& dagli elementi
di H;,_,. Se poi G & un prodotto ordinato a catema principale il
gruppo H; = H N G, viene trasformato in s& dagli elementi di H.
Quindi nei due precedenti casi la (1) & rispettivamente una catena
normale ed una catena principale.

I gruppi A; abbiano ordini »; dati da numeri a due a due
primi fra di loro: allora G, che per ipotesi & prodotto a catena

4
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normale dei gruppi A;, & anche (cfr. lemma 4) prodotto a catena
principale degli stessi gruppi. La catena (1) risulta pertanto
principale.

Ora, per il lemma 1, il sottogruppo G, contiene tutti gli ele-
‘menti di G il cui-periodo & un divisore dell’ordine di G, e in
particolare H, contiene tutti- i sottogruppi di SyLow di H il cui
ordine & un divisore di p; =m, ... m;. I’ unione di tali sottogruppi
di SyLow coincide con H; che quindi ha ordine u, = m, ... m;,.

4. 'In questo paragrafo diamo fre teoremi (nn. 6, 7, 8) che
riguardano la struttura dei sotiogruppi dei prodotti ordinati a
catena normale di gruppi finiti 4, aventi ordini a due a due primi
fra di loro. Ricordiamo subito che, per il lemma 4, tali prodotti
ordinati risultano senz’ altro a catena principale.

TeEOREMA 6. -~ Sia G=A,.. A, un gruppo finito di¢ ordine n
che risulti prodotto ordinato a catena normale (e quindi principale)
di 5 gruppt A, avenli rispettivamente ordini n; dati da numeri a

due a due primi fra di loro. Siindichi con &; Pinsieme dei numeri
primié che dividonro n;.

~a) Un sottogruppo H di G (il cui ordine m si pud scrivere
m=—m,..m; con m; =D(m, n;)) & un prodotto ordinato a catena
principale

H=B,..B,

(ove B, ha ordine m,) (*°).

b) Inoltre se per ogni 1 <<i<"s — 1 4l sottogruppo G; = A, .. A,
soddisfa alla condizione Dg; si pud scrivere G = A .. A';\_ A, —
sempre prodotto ordinato a catena principale — ove A, & un sotto-
gruppo di G; coniugato di A, (precisamente un trasformato di A,
mediante un elemento di G,,)) con B, C A/ per 1<<i<—s—1 e
B, C A,.

Per il precedente lemma 5 il sottogruppo H ammette la catena
(1) H=H 2H,D2..2H,

che melle attuali ipotesi & catena principale.
Per il teorema di ScHUR, riportato da HALL come teorema

(*°) Naturalmente qualcuno dei numeri #,; pud essere m;=1: allora il
corrispondente gruppo B; si ridurra alla sola unita.
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E1 (*), il sottogruppo H che contiene il gruppo H,, di ordine
m, ... m; (v. lemma b), normale, contiene anche un sottogruppo B,
di ordine w,. Dati gli ordini di B, ed H, si ha B, N\ H,=1;
allora i prodotti di un elemento di B, e di uno di H,, che sono
tutti fra loro diversi, esauriscono tutto il gruppo H. Pertanto &
H=BH,.

Per lo stesso teorema di ScAUR citato sopra, H, contiene un
sottogruppo B, di ordine m,, per cui H, = B, H,; il sottogruppo H,
contiene un sottogruppo B; di ordine m, per cui H, — B, H,. ecc.

Quindi, poiché la catena (1) & principale il sottogruppo H &
prodotto ordinato a catenma principale

H=B, .. B,

(con B, = H,) dei gruppi B;.

Ora, come & detto nel comma b) dell’enunciato supponiamo
che, per ogni 1 <C4i<Cs — 1, il sottogruppo G, soddisfi alla condi-
zione Dy,. Allora B, che sta in G, (con 1 <<i<Cs — 1) & contenuto
in un sottogruppo A4, coniugato di A, (frasformato quindi di A4,
per qualche elemento di G,,,).

Pertanto per il lemma 2 si ha
G—=A4',..A'_ A

prodotto ordinato a catena principale dei gruppi 4',,.., 45—, 4
eon B, C 4/’ per 1<<i<<s -1 e B, C A4,.

Notiamo che ¢ varéi criteri ricordati o introdotti da HALL in [2]
nei suoi D-teorems (i quali danno condizioni sufficienti perche sia
verificata per un gruppo G la condizione D) applicati sul comma b)
del precedente teorema 6 danno luogo ad alcuni corollari del teo-
rema 6 stesso.

Per esempio; se i gruppi A4; sono speciali (*?) valgono le ipotesi
del comma b) del teorema 6 e quindi tutte le proprietd .indicate
dal teorema stesso (e cid per un risultato di WirLaNDT (*?)), ecc.

() Cfr. [2], n. 1.7, pag. 291. Tale teorema E 1 si enuncia cosi: « Siano:
@ un insieme di numeri primi ed & 1’insieme complementare (cfr. n. 2),
e sia G un gruppo di ordine n=ng-ns. Se G ha un sottogruppo (di
HaLL) normale di ordine ng, allora G soddisfa Eg (cfr. n. 2)».

(12) Cfr. [6), cap V, § 3, pag. 187.

{t3) Cfr. [5] e in [2] il teorema D 4 del n. 12 a pag. 287.
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Il seguente teorema 7, basato sull’uso del classico teorema di
SyrLow, risponde ad un problema analogo a quello considerato dal
teorema 6 senza essere complefamente deducibile da quest’ ultimo.

TeorEMA 7. - Sia G =A,.. A; un prodotto ordinato a catenc
normale, (e quindi principale) di s gruppi finiti A, aventi rispetti-
vamente ordint n; dati da numeri a due a due primi fra di loro.

Un sottogruppo H di G di ordine m =1p,® ... p?‘_‘;‘ <1, ove p;F; e
un divisore di n; (1<<i<<s — 1) ed r; & un divisore di n; (essendo

1 p; numert primi), & un prodotto ordinato a catena principale
H=38, .:B

dei gruppt B, ove B, (per 1<<i<Cs — 1) ha ordirne p,P¢ e B; ha
ordine x,.

Inoltre st ha: B, C A, e B, C A’ (per 1 <<i<<s — 1), ove A,
& un sottogruppo di G comiugato di A, (ottenuto trasformando A,
con un elemento di G,,., = A, .. A;), e G & prodotto ordinato a«
catena normale

G=A .. A,_ A,

det grupps 4, ..., 4's_,, A,.
Per il teorema 6 il sottogruppo H & il prodotto ordinato a
catena principale

H=B8,..B,

indicato nell’ enunciato.

Inolire B, & un settogruppo di Syrnow di ordine pB; e quindi
sta in un sottogruppo di Syrow di G contenuto in 4, o in un
econiugato A4," di quest’ultimo (trasformato quindi di A4, con un
olemento di G,); analogamente B, sta, per il lemma 1, in G,
8 quindi in un gruppo 4,’ coniugato di 4, in G,, ecc.

Per il lemma 2 si ha cosl

G=A4,..45_, A
prodotfo ordinato a catena principale dei gruppi 4,,.., 4_,, A,.

Si oftiene un altro teorema della stessa natura dei precedenti
applicando un teorema di G. Zappa dato in [7] (**).

(¢4) Ricordiamo anzitutto che un gruppo K di ordine k¥ = p,*' ... p,* (con
P >Psy > .. >p,, essendo ogni p; un numero primo) si dice dispersibile
quando, per ciascun ¢ tale che 1'<<¢{<<r, esso contiene un sottogruppo
normale di ordine p,™ ... p;%. Il teorema di ZiaPPA cui si allude & il
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TrorREMA 8. - Sia un gruppo G = A, .. A, prodotio ordinato a
catena normale (e quindi principale) di s gruppi finiti A, aventi
ordini n; dati da nwmeri a due a due primi fra di loro ove ¢ gruppi
A; per 1 <<i<<s —1 somo dispersibile (*°).

Un sottogruppo H di G- abbia ordine m = m, ... m; cor m;=D(m, n,)

per1<<i<<s e D(I% , m,-) =1per 1<<i<s—1. Per ogni m; con

1<i<<s —1 il sottogruppo H contenga un sottogruppo B, di ordine
m; dispersibile.
Allora risulta :

H=RB,..B

prodotto ordimato a catena principale dei gruppi B, e G = A/ ...

.. A’_| A, prodotto ordinato a catena principale dei grupps A, ...

ey Ay, Ay com B, C A/ (per 1<<i<<s—1) e B, C A, (essendo

A/ un trasformato di A; per un elemento di G, , = A, ... A).
Per il teorema 6 si ha

H=—2B8, .. B

prodotto ordinato a catena principale.

B inoltre B, C @, e in particolare B, C G, = A;. In virth delle
ipotesi poste, per ogni 1<<¢< s — 1 il sottogruppo G, contiene A,
e B; come gruppi dispersibili di Harr aventi ordine ’uno divi-
sibile per quello dell’altro. Quindi per il sucitato teorema di
ZaPPa (¥ esiste in tali G; un sottogruppo 4,/ coniugato di 4, per
eui @ B, C 4,

Ne viene, per il lemma 2, la validith del teorema in esame.

5. In questo paragrafo diamo wuna significativa proprieta di
struttura (e un relativo corollario) per i soffogruppi normali con-
tenuti in certi prodotti ordinati di tipo pit ampio di quello con-
siderato nel precedente n. 4.

TroreEMA 9. — Un gruppo G sia ¢l prodotto ordinato

G=A4,..4;

seguente: « Se M ed H sono due sottogruppi di Harn dispersibili di un
gruppo finito G tali che 1’ordine di M divida guello di H, il gruppo M &
contenuto in un sottogruppo di G coniugato di H ».

(%) Cfr. (14).

(15) Cfr. (44).
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di s gruppi A, tali che gli ordini di due qualsiansi di essi siano
nwmert primi fra di loro. Allora ogni sottogruppo normale N di G
& un prodotto ordinato

N=B8,..B;

ove B; & un sottogruppo wormale (eventualmente ridotto alla solw
unita) di A,;.

Se G & un prodotto ordinato a catéena normale, e quindi a catena
principale (dei gruppt A,), anche N & un prodotto ordinato a catene
principale dei gruppi B,.

Questo teorema & una semplice estensione di un teorema di
SzEP (') su cui sard fondata la seguente dimostrazione.

Si ha G=A4,G, ove G,= A4, ..A,. Per il sucitato teorema di
SzEP si pud scriveree N= BN, ove B, ed N, sono rispettivamente
sottogruppi normali di 4, e G,. Ora G,=4,G (ove G, = 4;... 4y)
e per lo stesso ‘teorema di Szep si ha N,= B;N;.con B, ed N,
sotfogruppi normali rispettivamente in A4, e Gy, ecc.. Quindi N =
— B,B, ... B; come & detto nell’ enunciato.

Se G & prodotto ordinato a catena mormale e quindi principale
(per il lemma 4) dei gruppi A4; il gruppo G; & normale in G.
Poiche & N;= G; N N anche N, & normale in N.

CoroLLARIO 10. - Un gruppo G sia 4l prodotio. ordinato dis
gruppt finiti semplici A,

G=4,..4;

ove gli ordini di due qualsiansi gruppi A; sono numeri primi fra di
loro. Allora gli eventuali sottogruppi norwmali di G sono di HavL
e pin precisamente sono prodotti ordinati del tipo
N=A4, .. 4,

con 1<<i, <i, <..<<i,<Cs.

Questo corollario & 1’ estensione di uno analogo di SzEgp (*%) per
s = 2. La sua dimostrazione deriva subito dal precedente téorema 9
in quanto gli unici sottogruppi normali di un gruppo semplice A4,
sono il gruppo stesso ed il gruppo costituito dalla sola unita.

(+7) Cfr. [4], § 3. Tale teorema dice che : « Se in un gruppo finito G = HK
gli ordini dei gruppi H e K sono numeri primi fra di loro, ogni sotto-
gruppo normale G di G risulta della forma G = H K ove H e K sono
rispettivamente sottogruppi normali di H e K».

(18) Ofr. [4], § 3, corollario 3.
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6. Secondo la nomenclatura di Harr (*°) un gruppo G « serie
di composizione di SYLOW (p,,..,.p,) & un gruppo di ordine
P% e Py, OVE Py, .., p,. sono numeri distinti, ordinati in certo
modo, tale che per ogni ¢ con 1<<¢<<# — 1, G ha un sottogruppo
normale di ordine p,*y ... p,%; .

Ora notiamo che tutti e soli i gruppi cosiffatti sono i gruppi G
che risultano prodotto ordinato a catena normale (e quindi principale)

G=P,P,_,..P,

di r p-gruppi P,,.., P, ove P, ha ordine p,, — ed i p, sono

numeri primi fra loro diversi — (*%).
I gruppi dispersibili (*!) si presentano allora come caso partico-
lare di questi gruppi a serie di composizione di SyLow (p,,..., p,).

Nel seguente n. 7 dimostreremo un teorema che risulta un’ esten-
sione del gia citato teorema di ZaPpa contenuto in [7] La dimo-
strazione del nostro teorema ricalchera [completamente quella di
ZiaPpPA (descritta in [7]) una volta stabiliti alcuni lemmi (che sono
appunto oggetto di questo paragrafo) analoghi a quelli dati da
ZaPpPA in [7] prima del suddetto teorema.

Lemua .11. - Sia G un gruppo o serie di composizione di SYLOW
(P, D)) di ordine p,*y ... ,%. In G vi é un solo sottogruppo wnor-
male di ordine u,==p % .. p;% (con 1<<j<r-— 1} contenente tutis
€ soli gli elementi di H il cui ordine divide p,.

Questa proposizione -appare come un’ estensione del lemma 1 di
Zappa in [7] (*) a proposito dei gruppi dispersibili. Anche la
relativa dimostrazione & simile a quella di tale lemma.

Per quanto detto all’inizio del paragrafo, G & il prodotto ordi-

(*9) Cfr. (2], n. 1.3, pag. 287

(2°) Ogni gruppo G a serie di composizione di SYLOW (p,, ..., p,) contiene
un sottogruppo normale G, di ordine p{’, ..., Ep:’:i ed un sottogruppo di
Syrow P, di ordine p:f, quindi G = P,G,. Inoltre per il lemma 1 il
sottogruppo normale G5 di G di ordine p‘:“ y s p:‘ig‘! sta in G,; in G, vi &
anche un sottogruppo di Syrow P,_, di ordine p::'_—li e percid Gy=P,—, G4, ecc.

Un gruppo prodotto ordinato a catena normale (e quindi principale
— cfr. lemma 4 —) di p-gruppi (con ordini a due a due primi fra di

loro) & poi ovviamente un gruppo G avente un’opporiuna serie di compo-
sizione di Syrow.

(¢t) Cfr. (14 e in [3] P’ osservazione seguente il n. 8.
(22) Cfr. (7], n. 2.



56 CESARINA MARCHIONNA TIBILETTI

nato a catena principale
G=P.P,._, . P

ove P, ha ordine p/~:.

Ogni elemento g di G con ordine divisore di w; d& con le sue
potenze un sottogruppo di G che per il lemma 1 sta in I, = P;... P,.
Per lo stesso lemma 1 ogni sottogruppo di G di ordine p,; sta in I7;
e quindi coincide con [j.

LemMMa 12. - Sia G un gruppo a serie di composizione di SYLOW
(pys s Pr) di ordine p,% ..p,* ed S un sottogruppo di SYLOW di
ordine p;ai; U ordine del normalizzante N di S in G & dévisibile per

Pi% pf_ﬂ“ N
La dimostrazione di questa proprietd si conduce esattamente

come quella di ZapPra per il lemma 2 di [7] (**) usandeo in Iuogo
del lemma 1) della stessa nota il nostro lemma 11.

LeMMa 13. - Sia G un gruppo a serie di composizione di SYLow
(Pys -5 P.): Ogne suo sottogruppo & un gruppo a Serie di compo-
sizitone di SYLOW (Piys s Pi,) ove 1<i, <<.<ig<r.

Questo lemma discende immediatamente dal teorema 7 in quanto
G & un prodotto ordinato a catena principale di p-gruppi del tipe
sopra descritto.

Ora un sottogruppo H di G & un prodotto ordinato a catena
principale H —= B, ... B,, come & detto nel tecrema 7. Eliminande
da tale scrittura i gruppi B, che si riducono alla sola unita (3¢) si
ha H = B;, ... B;, prodotto ordinato a catena principale dei p-gruppt

Bi; di ordine pff}' (ove j=1,..8 ed 14, <<..<<i#;<"7) con B;;=>1.
: ;
Questo lemma risulta un’estensione del lemma 3) di [7] (*3).

LeMMA 14. — Ogni prodotio ordinato a catena normale di p-gruppi
finiti & un gruppo risolubile.

Infatti ogni prodotto ordinato di questo tipo ammette una serie
di composizione con fattori di composizione dati da numeri primi.

7. Siamo ora in grado di dare col seguente teorema 15 I’ac-
cennata estensione del teorema di ZaPPa (*%) la quale consiste nel

(23) Cfr. [7], n. 2.
(24) Cfr. nota (19).
(2%) Cfr. [7], n. 2.
(26) Cfr. nota (%4).
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sostituire i gruppi dispersibili con i gruppi a serie di composizione
di SYLOW (D), -, D,) © (Diyy e s Dis)

Notiamo che tale teorema 15 contiene anche, come caso parti-
colare, il teorema 41 di Harwy riferito in [2] (*7).

TEOREMA 15. — In un gruppo finito G siano H ed M due sotto-

prodotti di HALL di ordini rispettivi v ==p,% ... p,% € p=p;" .. pﬁ‘:s
con 1<<i, <<i,<..<is<<r, essendo ¢ p; (per 1<"j<"r) numere
primi fra loro diversi. Inoltre H ed M siano rispettivamente des
gruppi a serie di composizione di SYLOW (p,, .., D,) € (Pis - ,Pis)-

Allora M & contenuto in un sottogruppo di G coniugato di¢ H.

Come si & gia detto, la dimostrazione di questo teorema si con-
duce esattamente come quella di ZaprPpa per il sucitato teorema
usando (rispettivamente) in luogo dei lemmi 1), 2), 3), 4) di [7] i
nostri lemmi 11, 12, 13, 14.

OsSERVAZIONE. Ora, col teorema 15, usato in luogo del teorema
di Zappa, si pud estendere anche il precedente teorema 8 (m. 3)
sostituendo opportunamente nell’enunciato stesso ¢ gruppi dispes-
sibili con gruppi a serie di composizione di SYLOW (p,,.., p,) 0
(Péys oy Pig) — e€ssendo 1 <1, <4, <. <i<<7T —.
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