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SEZIONE SCIENTIFICA
B R E V I N O T E

Sulla teoria delle matrici nel corpo complesso.

Nota di MAURO PICONE (a Eoma)

Sunto. - Si estende il teorema vettoriale di BESSEL alle matrici e se ne
deduce una limitasione superiore, non restringibile, del rango di un
numero caratteristico di una matrice. Si osserva che il teorema di
SYLVESTER della teoria delle matrici sussiste per un'opera zione che
sia funzione razionale di un' arbitraria opera&ione distributiva la
quale trasformi in sè uno spazio di elementi, lineare nel corpo complesso.

Siimmary. - BESSEL'S inequality for vectors is extended to matrices, and
a bound for the rank of an eigenvalue of a matrix is deduced, which
is proved to be unrestrictable.

SYLYESTER'S theorem of matrix theory is shown to old true for
opérations, which be rational functions of an arbitrary distributive
opération, changing in itself a space linear on the complex field.

(da una lettera (*) al prof. SALVATORË CHERTJBINO)

1. Anche tu, nel tuo aureo libro sul calcolo delle matrici ('),
segui Fuso invalso di indicare col simbolo \a\ il déterminante di
una matrice quadrata a, mentre che, se la matrice ha ordine uno,
detto simbolo deve essere destinato ad indicare il modulo delFunico
elemento a costituente la matrice, la quale ha per déterminante
a (2). Inoltre se la matrice a è un vettore riga od un vettore
colonna, il simbolo stesso deve indicarne il modulo. Ora ad una
matrice a qualsivoglia, di elementi a y , con m righe e n colonne,
cioè, come dirö, d'ordine (m, n), si pu6 associare il vettore ad mn

(*) Kedatta nelï'Istituto ISTazionale per Ie Applicazioni del Calcolo.
(4) SALVATORE CHERUBINO, Calcolo delle matrici [nelle Monografie ma-

tematiche del Consigiio Ĵ Tazionale delle Ricerclie, Edizioni Cremonese,
Roma (1957)].

(2) Li'inconveniente puö essere eliminato, riservando, come tu f ai, Ie
lettere maiuscole alla designazione delle matrici.
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componenti (reali o complesse, prese in un certo ordine)

««,(*= 1, 2,..., m; i = l, 2,..., »),

e anche perciö, a mio awiso, é più coerente, indicare con | a |, la
quantità non negativa (norma délia matrice, secondo FROBENIU

S S | a y | « ,

e chiamare taie quantità, nulla allora e allora soltanto che lo sia
la matrice, il modulo delta matrice.

Per indicare poi il déterminante di una matrice quadrata a,
adotterei sempre la notazione

det a.

Si dimostra immediatamente che se a e b sono due matrici,
rispettivamente di ordine (m, n) e (n, p), sussistono Ie relazioni

(2) | ab | < | a | | b | ,

e, se a e 6 sono due matrici simili,

(3) 11 a I —: I b 11 ̂  I a -+- b | < \ a | -t- | b |,

precisamente corne per il prodotto scalare ab e per la somma a -+-6
di due vettori simili a e 5. Ne segue subito, com5 è noto, che se \K é
un numero caratteristico per una matrice quadrata a, risulta

(4) IH<:|a| ,

limitazione questa più ristretta di quella di HIRSCH, indicata a
pag. 123 del tuo libro. Se, infatti, per un vettore non nullo x si
ha ax — [xx, se ne deduce | \>-x \ = | u. 11 x \ = \ ax | < | a 11 se |, donde
la (4), per essere | se | > 0.

Pare perö opportuno introdurre altri moduli per una matrice a,
per i quali sussistano sempre le (2) e le (3), dando a quello defi-
nito dalla (1) il nome di modulo euclideo.

Chiamerei, per esempio, modulo a destra di una matrice a di
ordine (m, n) il numero

n

\a\d= m a x % | a y | ,

modulo a sinistra il numero
m

| a \s — max S | a{j |".

Per un vettore colonna x a n componenti xxy ic2 î . . . , xn, porrei
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dunque, rispettivamente per i suoi moduli a destra e a sinistra
n

\ x \ d = m a x j ^ | , | as |, = 2 | a5< |.

Per i moduli a destra e a sinistra sussistono sempre Ie (2) e
(3) e se ne deducono, immédiat amen te come sopra, per un numero
caratteristico \t* di una matrice quadrata a, Ie liinitazioni ulteriori

2, Introdotto il modulo euclideo | a | per una matrice a d' or-
dine (m, n) si puö enunciare il seguente teorema di BESSEL.

Se a è una matrice d'ordine (m, n), x(x). x(2),.„, X(P), con p < m ,
sono vettori a m componenti formanti un sistema ortonormale e
j(l\ j&K ••• Î J^K con Q[<ni vettori a n componenti, formanti, essi
pure, un sistema ortonormale, sussiste la relazione

(5) | a | 2 > S S \x<h)ayw\2,
h=l fc=l

il segno di eguaglianza verificandosi quando e solo quando esistono
pq numeri yhk(h = 1, 2,..., p ; k — 1 , 2,..., q), tali da aversi

designando Ie x^31) (i = 1, 2,..., m) Ie componenti di x(h> e Ie j ^
(j =z 1, 2,.... n) quelle di y(k>".

Concepita, infatti, la matrice a corne il vettore a mn compo-
nenti aij9 introdotti i pq rettori

a mn componenti

i quali formano un sistema ortonormale, per essere

sussiste la relazione di BESSEL :

fo^l fc=l

m n
s s

(3) Già osservate da FROBENIUS.
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cioè la (5), il segno di eguaglianza verificandosi solo se il vettore
a è una combin azione lineare dei vettori (̂fo»fc>, se cioè sussistono
Ie (6).

Il teorema enunciato non è senza corollari. Uno ne è il se-
guente, che non mi risulta già noto.

Per il rango r di un numero caratteristico ^ di una matrice
quadrata a, cioè per il numero r di vettori x, linearmente indi-
pendentif verificanti V equazione ax — f/.x, sussiste la limitazione

il segno di eguaglianza verificandosi quando e solo quando esiste
un sistema ortonormale xt1), x<2>,..., x<r> di ( r < w ) vettori per i
quali si abbia

(8) atf = (t 2 x^x/h> (% i = l, 2, . . . , n).

Se infatti, i vettori x(I), xC2),..., xir) costituiscono un sistema
ortonormale di r (r < n) soluzioni dell' equazione ax = ^a; si ha,
in Yirtù délia (5),

! a | 2 > 2 S • | 5tA)aojw |* = [ [x |' S S | x(Mx{k) \2 = r \ ̂  |2 .
fc^l 7 c ^ l ) i = l fc=l

II segno di eguaglianza puö aver luogo soltanto quando si
abbia, a norma della (6), per certi nuraeri fhk ,

h=l k=l

Le eguaglianze axa) — \^xil) forniscono allora Ie seguenti

= (xaÏ£(i) {i = 1, 2, . . . , r; t = l, 2 , . . . , n),

donde yhl = 0, quando ^^=ï, y** = f*» e <ï^ïndi Ie, (8).
Si verifica poi immediatamente che la matrice quadrata a, con

gli elementi dati dalla (8), ainmette il numero caratteristico [x, di
rango r,.e Tequazione ace = fxx Ie soluzioni xa)

5 x[*\ ..., x(r), aven-
dosi | a |8.= r | [x | 2 . Per r < w, la matrice stessa ha lo zero per
ulteriore numero caratteristico, di rango n — r, e per r = w, il
SOlo JJL .

3. Osserverö, infine, che 1' enunciato del teorema di SYLVESTER,
dato a pag. 118 del tuo libro, non è completo, poichè quel teorema
afferma che, per ogni polinomio <p(»), non soltanto il coinsieme
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di cp(s), relative» air insieme dei numeri caratteristici di a, è —
come mi pare che si limiti a dire quelF enunciato — contenuto
neir insieme dei numeri caratteristici di <p(a), ma addirittura çhe
il detto coinsieme coïncide con quest' ultimo. Ciö che, d'altronde,
è immediato, perché se v è numero caratteristico di cp(a), dette
[in f/.,.,..., \t.g Ie radici dell'equazione <p(jx) = v, coi rispettivi ordini
di molteplicità kli kz, ... , ks, avendosi, detto y il coefficiente della
più alta potenza di ,z in cp(s) e indicata con e la matrice unità,

(9) <p(a)-ve = Y n (a — ^ef\

risulta

det [®{a) — vé\ = f1 n [det (a - ^e)**.

Il teorema di SYXVESTER, vale la pena di osservarlo, sussiste,
con pari immediatezza, per la più generale operazione distribu-
tiva a, definita per gli elementi x di un qualsivoglia spazio S,
lineare nel corpo complesso, la quale abbia coinsieme contenuto
in S. Dirö che 1' operazione a ammette un autoelemento, se esiste
un elemento non nullo x di S, che chiamerö un autoelemento per
l'operazione per il quale ax è nullo; date due operazioni a% e ax

della specie indicata, che 1' operazione a2 è multipla della ax, se
esiste un'operazione a della stessa specie per la quale si abbia
ai = aal oppure a^ — a^; che il numero p, reale o complesso, è
un numero caratteristico per V operazione a, se, detta e V operazione
identica, 1' operazione a — [/.e ammette un autoelemento. Sussiste il
teorema :

Se als a2, . . . , au sono operazioni della specie detta, ed il loro
prodotto anan_i ... aâax ammette un autoelemento, una almeno di
esse deve ammetterlo.

Infatti, se a^aï ammette un autoelemento x e axx non è nullo,
axx è un autoelemento per a%. Supponiamo, allora, che sia stato
dimostrato il teorema per il prodotto an-xan-%... a%ax e sia x un
autoelemento per il prodotto anan—x... a2at. Se x è autoelemento
per il prodotto an^lan_ft ... a%ax, esso dovrà esserlo per una delle
operazioni aiy con i<n — 1; nell'altro caso, T elemento non nullo
(an^lan—2 ... a^a^x è un autoelemento per a„.

Ciö posto, se p. è un numero caratteristico per P operazione a,
lo è anche per P operazione <p(a), poichè o(a) — cp(̂ )e è multi-
pla di a — [/.e; se v è un numero caratteristico per <p(a), dalla (9)
si deduce, in forza del teorema osservato, che una delle radici
dell' equazione cp(̂ ) = v è un numero caratteristico per a. Cfr.
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G-AETANO FICHERA, Lezioni sulle trasformazioni lineari, Yol. I
(Istituto Matematico dell' TTniversita di Trieste) pp. 240-241, dove
lo stesso ragionamento è impiegato per dimostrare il teorema di
SYLVESTER in ipotesi superflue per 3a validità del teorema e del
ragionamento, necessarie per Ie applicazioni fattene.

Ma è immediato anehe il seguente teorema più generale.

Se cp(z) e ^(z) sono due polinomi qualsivogliano, nella variabile
complessa z, e <\>(z) non è identicamente nullo, supposta v|/(a) doiata
di inversa, il coinsieme delta funzione razionale cp(z)/̂ (z) relativo
all'insieme dei numeri caratteristici delV operazione a, coindde con
quello dei numeri caratterisiici delV operazione

che indicherö col simbolo

DIMOSTRAZIONE. - Osserviamo, anzitutto, che cp([x)/̂ ([ji) non perde
mai di significato al variare di p nell' insieme I dei numeri ca-
ratteristici di a, poichè, per ^ in ƒ, |(JJL) è numero caratteristico
di ty(a) e quindi è sempre (̂p.)=^=0, essendo <\>(a) dotata di inversa.
Se [t. è in I, si ha poi

p ( ) {p), ty() ^ ( E ) ^ con un

e q u i n d i

con un

ciö che prova V appartenenza di <P(̂ )/J/(JJL) all' insieme J dei numeri
caratteristici di cp(a)/̂ (a). Yiceversa^ se v è in J, si ha

cp(cr)
T -̂T x — va? = ; 0, con u n a;

e quindi ^(a)x — vty(a)x = 0, con un x4=0, LJ operazione cp(a)—v
possiede dunque un autoelemento e perciö, dette \n.l9 ̂ 2 ? ..., [/.r Ie
radici dell' equazione ©(^/^(K-) =v» almeno una delle operazioni
a — [x^, a — fA2e,..., a — (xre deve ammettere un autoelemento. Se
a — ̂ e è u n a .di queste, troviamo il punto f/.fc di J per cui
^ W = v è in J.


