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Sulle equazioni di Schrodinger integrabili
per separazione di variabili.

Nota di CaTALDO AGOSTINELLI (a Torino)

Sunto. - Come nel n. 1.

1. B ben nota Vimportanza dell’equazione delle onde di
SCcHRODINGER nella Fisica teorica e quindi della sua integrazione
nei casi di maggiore interesse che in essa si presentano.

Ora questi casi rientrano fortunatamente, quasi sempre, in quei
tipi di equazioni integrabili per separazione di variabili. Da cid &
nata la questione, analoga a quella che si presenta nella Dinamica
analitica, di determinare tutti i tipi di coordinate curvilinee, per
cui ’equazione di SCHRODINGER, nel caso piti generale di » varia-
bili, sia integrabile per separazione di variabili.

Questo problema fu gia ravvisato da RoBERTsON (') nel 1927,
considerando senz’altro coordinate curvilinee ortogonali e dimo-
strando chi i coefficienti della forma quadratica che definisce la
varietdh riemanniana corrispondente devono essere della forma
assegnata da STACKEL per gli analoghi problemi della Dinamica.

Successivamente EISENHART (), partendo dal presupposto che i
coefficienti dell’equazione di SCHRODINGER (sempre in coordinate
curvilinee ortogonali), devono essere del tipo di STACKEL, stabili
le condizioni alle quali devono soddisfare quei coefficienti perche
sia possibile la separazione delle variabili e determind esplicita-
mente le loro espressioni.

Riprendendo la questione. di attuale interesse per i cultfori
della Fisica teorica, in questa nota mi sono proposto di stabilire
intanto direttamente le condizioni che devono essere verificate,
affincheé 1’equazione di SCHRODINGER, scritta in coordinate curvi-
linee generali (non ortogonali), ammetta la separazione delle
variabili, ed ho dimostrato che se nei coefficienti di questa equa-
zione nessuna coordinata & ignorabile, questo sistema di coordinate

(*) Habilitationsschrift Halle.

(?) L. P. BinseNHART, Separable systems of Stdckel, « Annales of Ma-
thematics ». vol. 35, n. 2.
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curvilinee deve essere mnecessariamente ortogonale. Ma ho dimo-
strato altresi che & ancora possibile la separazione delle variabili
in coordinate curvilinee non tutte oriogonali, purché vi siano
delle coordinate ignorabili. Questo caso, di cui ® manifesta 1’im-
portanza quando intervengono delle coordinate cicliche, & natu.
ralmente sfuggito ai precedenti autori essendosi essi limitati a
considerare solo coordinate ortogonali.

Basandomi quindi sui risultati da me conseguiti nei lavori
relativi alla trasformazione delle equazioni della Dinamica e
all’ integrazione di queste equazioni per separazione di variabili,
ho esaurito in questa nota la questione proposta nel caso di coor-
dinate curvilinee orftogomali, riducendo l’integrazione dell’equa-
zione di SCHRODINGER alla risoluzione di equazioni di Riccar, e
in particolare, a quadrature. Il caso in cui nell’equazione di
SCHRODINGER Vi sono coordinate ignorabili, e quindi la separazione
delle variabili si pud ottenere in coordinate curvilinee mnon tutte
orfogonali, sard studiato in altra nota.

2. I’ equazione delle onde di SCHRODINGER & notoriamente
8n*m
hz
dove E & I’energia totale del corpuscole ed m la sua massa che
si suppongono costanti; & & inoltre la costante di PLaNck, V I’ ener-
gia potenziale ed U & lo scalare incognito del campo. Con riferi-

mento ad una varietid riemanniana V, il cui quadrato dell’elemento
lineare &

7
2) ds* = 3; a;dx dx;
1

(1) AU + (E—V)U=0,

il laplaciano A,U della funzione U, risulta
A U=divgrad U

dove il gradiente di U va inteso calcolato tangenzialmente alla
varietd metrica V, e la corrispondente divergenza va calcolata
nel sistema di coordinate generali (x,).

Ponendo
®) U=eW
si ha

grad U=eWgrad W; A, U=eW[A, W <+ (grad W)?]

e Y equazione (1) porge

4) A, W + (grad W) + k¥ B — V)=0,

dove si & indicata con k* la costante 8w*m/h®.
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Si ha ora
n W
grad W = Zi.- ™ grad x; ;
n o WoeW
2B i 7
(5) (grad W) =300 - S
essendo

a” = grad x; >< grad x;

1’ elemento reciproco di a@,; nel discriminaute della forma quadra-
tica (2), Si ricava inoltre, indicando con P(x,, x,,..., x,) il punto
che descrive la varieth metrica definita dalla (2) (%),

7 ggrad W L rad
A, W = div grad W=2; ggrac 7 x grad x; = X, a¥ ograd W
1 0x; 1 0
oP n (W *P
=N qi —
= s 21:” a (ax,-axj grad W< ax,-ax,-)
cioé
” ) a? ” 2 W
— ¥ ay | ———— — hk
AgW zl:ﬂ [+ (3.’&‘3:12_7‘ %hka o, Yiss k)
dove
P oP 1 [(day, Az A0
(6) Yij,<k=fix—=‘(‘ = )
0,005 oy, 2 \ ox; 0%; 0y

rappresenta il simbolo di CHRISTOFFEL di 1* specie.
Ponendo ancora per semplicita
" n
() M= ?m‘ a¥ ?k "™ gy
risulta ‘

FW g oW

h

n
A = Xij a¥ -
W=2va? i o

e, in virtu di questa e della {5), I’equazione (4) diventa

W GWOW 2 AW & oW _
8) EI,jaf 2 % -+ - amiaxj——zl,hl’ P + EY(E— V)=0.

h

Cid premesso, integrare la (1), o cid che & lo stesso la (8), per
separazioni di variabili, equivale a trovare una funzione W che
la soddisfi e che sia della forma

(9) Wz%i Wi ;

(3) Cfr. P. BureaTri, T. Boaeio, C. BuraLi-ForTi, Geometria Diffe-
renziale Cap. VII, dal n. 15 al n. 19 (Zanichelli, Bologna, 1930).
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Questo sard possibile soltanto in corrispondenza a particolari
sistemi di coordinate curvilinee (x;) e il problema consiste allora
nel trovare questi sistemi di coordinate, ovvero nel determinare
tutte le varietdh riemanniane }V,, o i coefficienti a; della forma
quadratica (2), per cui le corrispondenti equazioni (8), che discen-
dono dall’equazione di SCHRODINGER, siano integrabili per sepa-
razione di variabili.

3. Se Vequazione (8) si pud soddisfare con una funzione W
della forma (9), ponendo
aw; , dp, azw, .
(10) pi:d—x;’ p':aﬂ_h:de’ (@=1, 2, .., n);
si ha da essa

n

n n
11) S =3, a%pip; + 2 aip/ — 3, Tp, — k*V = — k8.

Il primo membro di questa equazione si & indicato con S,
mentre il secondo membro & una costante. La S dipende dalle «;,
dalle p; e dalle p,/, le quali ultime sono da considerare ciascuna
funzione della corrispondente coordinata a norma delle (10). Deri-

vando allora rispefto a una generica coordinata x, (r =1, 2,..., n),
e osservando che
K , 0 , 0
day, = 2, TP o, Py apr’
si ha
2S S, S,
= P+ = p’r =0,
oz, op, opy
2S
ed essendo —; — arr, si ricava
opr
r” aS aS ’ oy
(12) p,.:—(a—x;-l—@; ,)/a", (T:l, 2,,%)

Per 1 integrabilith di questa equazione, derivando rispetto ad
un’ altra coordinata x, (con s==7r), si deve avere identicamente

ap’,  d Kas 28

dz, = dm a;*@p*)/“”]:“’ per s,

cioé

l [(_aé -+ ig ')/ "r'] i [(ﬁ ﬁ ') rrJ 4 .
oas \ow,  ap, P )1 YL T apy [\ow, T 3p, P7 [ar]-ps +
L [(a_s -+ a_‘s ') rr] L — 0
* ops \ow, + op, )1 @72 =0



SULLE EQUAZIONI DI SCHRODINGER INTEGRABILI, ECC. 15

Osservando che
*S _ oass *S
dx,0ps — 0xy’ 0p.ops

3

ed eliminando la p;” per mezzo della (12), si ottiene
2°S 2*S , *s °S

dxnoxs + oasopy LT 0X,0Ps Ps + op,0Ps
dlog a™ (BS a8 ,) 0 log o (88’ 88

3s a, + aprp o, 5, + a—psps) =0, (s37).

(13) prps —

Questa equazione dovra essere soddisfatta identicamente, qua-
lunque siano i valori delle p e delle p’. Segue che deve essere
intanto nullo il termine di 2° grado nelle p’, ciod

as ! ’ ’ ’
(14) Mprps = a"p,'p;' =0, (r,s=1,2 ..,n; rs).

Ora, se nessuna delle p & costante, la precedente condizione
richiede che sia

(15) a7 = grad x, X grad €, =0, (ry, s=1,2,.., n; (rs).

Abbiamo cosi il teorema: Affinché I"equazione (1) di Schrédinger
n un sistema di coordinate curvilinee x,, x,, ..., x,, sita integrabile
i;giwi(xi)
con una funzione U = eo* , ¢ cui mnessuna delle Wix,) s¢
riduca ad una funzione lineare della relativa coordinata, le iper-
superficie coordinate x, = cost., x, = cost.,..., x, =cost., della cor-
rispondente varietd metrica definita dalla (2), devono necessariamente
formare una nPR di ipersuperficie ortogonali.

4. Ma la condizione (14) si pud anche soddisfare supponendo
alcune delle p costanti, per esempio p,, Py, vy Pm, (W0 <®); si pud
supporre ciod che W, (wx,), Wilx,), ..., W,(x,), siano funzioni lineari
rispettivamente di «,, x,,..., #,,. In tal caso si pud porre

a¥3=0, per 4, j=1,2,..,m, con j3=1¢;

ed a*=0, per r,s=m-+1,..,n, con r=Es.

d
Si avra allora %l‘ = ¢; (costante), per 4 =1, 2..., m, e quindi, a

meno di una costante additiva inessenziale sara

W= 2,‘ Ci; + é‘, Wr(ac,) .
1 m+41



16 CATALDO AGOSTINELLI

Essendo in questo caso p,/ =0, p,” =0, per I=1, 2, .., m, la (12)
porge

aS

o, =0, per I1=1,2,...,m
e poiché questa dovra essere verificata identicamente, avuto ri-
guardo all’espressione (11) di S segue che sara

oai _ o ot _ oV _

33’3;_— y E— A a—ml_O, (i,j,h:1,2,...,'n,;l:l,2,...,m),

le quali mostrano che x,, «,, ..., ,, saranno coordinate ignorabili
nei coefficienti della forma quadratica (2) e mnella funzione V.
Possiamo allora enunciare il teorema:

Condizione mnecessaria affincheé Uequazione di Schrodinger sia
integrabile per separazione di variabili in un sistema di coordinate
curvilinee non completamente ortogonali, & che i coefficienti del-
I equazione e la funzione potenziale V, ammettano uno stesso nu-

mero di coordinate ignorabili.

8. La determinazione dei coefficienti a,; e della funzione V nel
caso considerato mel n° precedente sara effettuata in un’altra nota
di prossima pubblicazione. Qui intendo ora espletare il calcolo nel
caso 'in cui la (14) si soddisfa mediante la posizione (15), in cui
cioé la forma quadratica (2) & ortogonale, cioé del tipo

k2
(16) ds* = %, a;dx?.
1

Dalla (11) si ha che I’ espressione di S diventa in questo caso

n 7n
(17) S=2; a¥(p;" + p/)— 2, T'p, — *V
1 1
con
(18) I~ = f}i atia My n
1

Sviluppando quindi la (13) si ha che i termini bilineari in
pp'» € in pgp’s, si elidono. Uguagliando poi a zero i coefficienti
dei termini rispettivamente di: 2° grado nelle p, lineari nelle p,
lineari nelle p’, e infine quelli indipendenti dalle p e p’, si hanno
le seguenti equazioni

o'at 9 log a™ 9a®  2log @™ da’ 0
9,025 dx; dx, 0w, oxs

¢ rys=1, 2,..,m; rs),

(19)
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orh dloga™ol™  dlog g™ ol™ _

(20) ox,0x, 0wy 0w, ww,  oms 0, (k=12 .,m),
@1) a:?a;s =0 l°ai :’ aa% — “ZTgr““ a—;;— — o ai, (%i iy ) =0,
(23) a;j;;s 2 l(;ia” -Z% . lgiass % =0, (r=s)

Poiche la (18) deve sussistere anche per 1=, e per ¢—s,
(r =), dalla (21) e dalla (22) segue che deve essere

24 i % 17 —O _a
( ) axs(lla fii,r)— 9 o

n
- (%’1 a’“Yii, s =0, (r :i: s),
»
la seconda delle quali coincide con la prima scambiando gli indici
r, s. Basta allora considerare la prima. Osservando che nel caso

in considerazione & a;,— 0, per i3=r ed a,, =— 1/a’, essa porge
- *loga™ 12 p*loga®
(25) w0, 2 Zl,- pwgamy O *9).

Osserviamo ancora che ponendo peér semplicita
" Ry
(26) Gu - %: a'”Yu'a R
si ha dalla (18): I'* = a""G, . Allora, tenendo conto che a""* soddisfa

alla (19), (per ¢ = k), e che per h3=r==s, si ha per la (24), aa_i—" =0,

%gf:(), si riconosce facilmente che per h3=r-=s, la (20) & con-
seguenza della (19) e della (24).

Per b =, e per b = s, (r == 8), la (20) risulta ancora conseguenza
della (19) ove si faccia ¢—1r, oppure ¢—3s, tenendo inoltre pre-
sente le (24).

Concludendo non resta da considerare che la condizione (19)
per tutti i valori dell’indice ¢ da 1 ed w, nonché le condizioni
(25). Le (19) coincidono con le condizioni alle quali devono soddi-
sfare gli elementi reciproci dei coefficienti della forma guadratica
ortogonale (16), affinche le equazioni delle geodetiche della varieta
riemanniana corrispondente siano integrabili per separazione di
variabili, o, se si vuole, affinché un problema dinamico di energia

1 »
cinetica T — 5 2; o, sia pur esso integrabile per separazione
1

2
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di variabili (4).

I cofficienti a,;==1/a" del nostro problema appartengono dun-
que a quella classe di forme quadratiche ortogonali che definiscono
i problemi detti di STACKEL; ma essi devono ora verificare in piu
le condizioni (25). Una volta determinati questi coefficienti le (23)
forniranno la funzione potenziale V.

6. Scambiando nella (25) gli indici r, s, e sottraendo quindi
membro a membro, si ricava

al a?"‘

a—x'axs 10g a—ss = 0, (7' :*Z S) .

(27)

Inoltre, poiché la (25) equivale anche alla

az a'” ';;L a'Z lOg aii
94,0 log e — U bx,om, 0,
ir=ks
segue
n ae Iog aii
b A e —
(28) T wmext
iders
Ponendo
(29) a,, =1/a"=x/x) X, (r=1, 2,..., n),

con x, funzione arbitraria della sola «,, e ), funzione da deter-
minare, la (27) porge

9*log}, 9*log ),

0X,0s  0X,0%s

(30)

I’ equazione (30) si soddisfa assumendo
n
A= I}'j (& - - 4y, (r=1, 2,..., n),

dove ciascuna ¢ & funzione arbitraria del solo parametro che ha
lo stesso indice della ¢, e nella quale 1’apice nel segno di prodotto

indica che & escluso il valore = per l’indice j.
La (29} porge allora

n

(81) ay =1/ =xx) W (4 — ¥);
1

(4) Cfr. C. AcoSTINELLI, Sopra Vintegrazione per separazione di varia-
bili dell’ equazione dinamica di Hamilton- Jucobi, Parte II1, § 2, » Memorie
della Reale Accademia delle Scienze di Torino », Serie 2, Tomo 69, Par-
te I, a. 1937. Cfr. anche: T. Levi-Civita, Sulla integrazione della equa-
gione di Hawmilton- Jacobi per separazione di variabili, «Math. Ann.s,
B. LIX, 1904, pp. 383.397.
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Con questi valori dei coefficienti a;;, si ha

2*log '

(31) 92,000

=0, per rd=s=1,

e la (28) risulta ldenticamente verificabta. 1noltre, osservando che
la (19) si pud scrivere anche nel modo seguente

a_z_lﬂ_gﬁi o dloga;; dlogay n ologa,, 2log ay .
e, 02 ¢, e, o, o,

ologa, dloga;;
“aoc,.—_ o, =0, (’l‘ :!: S) ’

si ha che anche questa & identicamente soddisfatta per ogni valore
dell’indice 4. Tutte le condizioni sono dunque verificate e la forma
quadratica ortogonale che si ottiene coi coeffieienti (31) risulta

32 s = 3, o) U, (4 — 41da

la quale coincide con quella che si riscontra nella teoria della
trasformazione delle equazioni della Dinamica, quando si cercano
i sistemi dinamici corrispondenti nel senso di PAINLEVE (%)

Per quanto riguarda ora la determinazione della funzione poten-
ziale V, che dovrd verificare le condizioni {23), non c¢’& altro da
osservare che quelle condizioni sono le medesime alle quali soddi-
sfa il potenziale delle forze nei problemi dinamici di Srackrrn. In
base 2 risulfatl DOt =i ba guindi

n

(33) V=23, B(z)a* = Z, B(=x)/ a,
1 1

dove B; & funzione arbitraria della sola coordinata a,. Tenendo
conto delle (19), si verifica subito che la (33) soddisfa identica-
mente alle equazioni (23).

7. Riprendiamo ora I’ equazione (11) nella quale va posto a¥ =0,
per j5=4.

Osserviamo intanto che dalla (18) si deduce

i 1 oa, Lid oa;;
h nh B piia, — Z qhh | gt Z0h it — ) —
T"—=gq lela Yiis h =5 @ (a, o, %,a axh)_

ih

(°) Cfr. C. AGOSTINELLIY, Sui sistemi dinamici corrispondenti, Parte 11, n. 3,
(24) « Memorie del R. Istituto Lombardo di Scienze e Lettere », vol. XXIII
— XIV della Serie III — fase. V, a. 1937, nonch? la Memoua originale
di T. Levi-Civita, Sulle trasformazioni delle equazioni dinawmiche, « An-
nali di Matematica » Serie II, Tomo XXIV, a. 1896.
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=2 o, 1 0,
ih

cio®, avendo riguardo in valori (31) dei coefficienti a,,, 8i ha

L (Plog o _ 3 2loga),

1 x(2,)
It = qht “20
2 %, (20)

Cambiando allora 1I’indice h in ¢, e ricordando le (10), la (11)
porge
” [(dW,)2 aw %' AW,

34) 3, af dz. ) ¥ dnT T 0% dm. k’Bi(x,-)} = — K*E (costante).
1 i i 1 T

Osserviamo ancora che se si considera il determinante di
STACKEL di ordine n formato da »? funzioni o,(x,), ciascuna di-
pendente da una sola coordinafta e precisamente da quella z, il
cui indice coincide col secondo indice della funzione, le equazioni
(19) risultano identicamente verificate assumendo i coefficienti
at =1, 2,..., n), uguali agli elementi reciproci ¢’* degli elementi
9,, di una riga j™° qualsiasi del detfo determinante (°). Possiamo
porre per esempio

(35) av = ¢™, =1, 2,..,n).

Allora, supposto di aver determinato (come si vedra nel n° suc-
cessivo), gli elementi ¢; del determinante di StACKEL relativo al
nostro caso, per note proprieta dei determinanti la (34) si soddisfa
identicamente ponendo
(d}W,»)”. arw, %’ AW,

— ] +

du; dw? o, dw, — EB@)=

(36)

n—1
= —E'Ey, () + Z; «;9;; (), (=1, 2,..,mn),
1

dove le «, sono n — 1 costanti arbitrarie. Il problema & cosl ri-
dotto a determinare le funzioni W,(x,) soddisfacenti alle % equa-
zioni differenziali ordinarie (36), che sono del 2° ordine e non
lineari. Ponendo

387 da,

=X,

le (36) si riducono alle seguenti » equazioni di Riccar:
ax; x n—1

(38) %i -+ Xiz —_— "2;1_ Xi = k’('Bi - E“?m‘) —+ %J" %05

(8) Cfr. C. AGOSTINELLI, loco citato in (%), Parte II n. 18 e Parte III n. 4.
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nelle # funzioni incognite X,. Si sa che se nell’equazione di
Riccarr si conosce un integrale particolare di essa si sa trovare
I’integrale generale con quadrature (7). Essendo allora f(x,), (¢ =
=1, 2,.., n), » funzioni arbitrarie, ciascuna dipendente da una
sola coordinata, se si scelgono le funzioni B,(x,) che definiscono
la funzione potenziale V, nel modo seguente :

n—1

(39) k2Bi( ) sz‘Dm - Zj 5 + f -+ fl xl fi ’
1 i
si ha che un integrale particolare della (38) & X, =1{.. Ponendo

(40) X=X+ Y(x) =T + Yiz),

si ha per la Y, I’equazione differenziale

’

Y,’, + Y;z (,_,f —_ _> § = 0
che si integra immediatamente dividendo ambo i membri per
Y?, e si ottiene
Ve 2 [f(wldm
C, +[\ X e 2/f|w)dw

Y, =

con C, costanti arbitrarie. Per la (37) e la (40), con » quadrature
si ottengono infine le funzioni W(x)).

B opportuno osservare che coi valori (39) delle funzioni B;,
dalla (33), ove va posto a¥ = ¢™ si ottiene per la funzione poten-
ziale V 1’ espressione

- : 3] x'il
V:Zi?m[E‘?' z‘] %05 + i +f2_2x. fz]
1 1 i
cioe

7 . R x.
ni ’ 2 1 :
V=E+2z (f,. + 1 =g f,)

che & la stessa che si avrebbe ponendo le costanti «;, (j =1, 2, ...
., ®— 1), tutte uguali a zero. Si pud percid omettere tanto nel-

n—1
I’equazione (38), come nella (39) la 3, «o,;.
1

8. Per completare la questione in esame non resta che da deter-
minare le funzioni ¢; in modo che risultino verificate le relazioni

() E. Goursar, Cours d’analise mathématique, T. II, p. 322, (Paris,
Gauthier - Villars, 1933).
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(86), essendo i coefficienti a’i —=1/a,;, definiti dalle (31). Per questo
osserviamo che gli % integrali quadratici delle geodetiche, relativi
alla forma quadratica (14), o se si vuole relativi ai sistemi dina-
mici non sollecitati da forze attive e di energia cinetica

1n A .
T=35. a, ,_gzhw VI, (4 — )l

sono come si sa contenuti tutti nell’integrale [cfr. le Memorie
citate in [5].

(41) ”?»- [, 4 )y 4+ €) vee (Vo + OYrpy +©) e
X3} (% -+ c)xr 1’}11,, (ﬁl»‘s — klly)]-’.l?rz == cost. )

dove ¢ & una costante arbitraria. Il primo membro dell’integrale
(41) & di grado »—1 in ¢, ed essi si ottengono uguagliando a
costante i coefficienti delle successive potenze di ¢. Introducendo
i momenti

B = ) I — b

a (41) diventa

(42) 2, + b+ 0) o (brmy + Wb+ 0.
e (Y + ©) ZTIT%%T»: cost .

Se si pone

b+ lde + o) by + ) (i + O e (b + ) =

A, + A, c+A4,ct+..+ A ¢!

n—1, r

e si moltiplicano ambo i membri di questa per §, + ¢, si ha
n

{43) Iy, +c)=¢, +c)(4,, + 4,,c+ ..+ A4, ")
1

Indicando quindi con S,, §,, S,,.., S, rispettivamente la
somma, la somma dei prodofti a due a due, la somma dei prodotti
a tre a tre, delle funzioni ¢,, ¢,,..., ¥,, e cosi via fino al prodotto

S, di tutte queste funzioni, dalla (43) si ricavano le seguenti formule
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per il calcolo delle funzioni 4,,, 4,,,.., 4

n=1y ¢ *

4, ,=1
A""Zy r— Sl - q’r
A,,_s,,:S,—S b, "‘“l’r?

44 Tt

(44) A, , Sk__, — Sk_, \l/, + Sk_s q;r — (_ 1)k+ k—1
A”. p— Sn—z "—3 “Pr e S”—“f%r (__ 1)71,-—],\!, pr—3
Aor = S,,_, ,l_,% -+ S,,_sq/r —_ (_, 1)%4,771—1

Dopo cid Iintegrale (42} si pud scrivere
2

P

n

% O (4 — 4,)
1

n
S, (Ao +cA,, + 24, + ...+ "4, ) = cost,

che si scinde negli » integrali richiesti
LR P
(45) T, el —a k=1, 2,..,m),
m/ (’“]bx - “]’r)

dove le B, sono costanti arbitrarie. I’ultimo di questi integrali,
che si ha per k=mn, con 4,_,,, =1, & Pintegrale dell’ energia.

Per avere ora gli elementi del determinante di STACKEL basta
ricordare che mnei problemi dinamici di STACKEL (in assenza di
forze), la corrispondente equazione di JACOBI &

n

2‘;" (?nrpf = g”

che & identicamente soddisfatta ponendo

n— "
P2 = B9, + lzk Batr, = ‘:_‘,h Br®rps (r=1, 2,..,n).

Risolvendo questo sistema rispetto alla B,, si ricava
n

Zr cpk’p'rg:ﬁk’ (k:]': 27"': n)

1
e confrontando con le (45) si ha infine
Ak— )
?k’:m, k, r=1, 2, ..., n).

Si hanno cosi tutti gli element1 reciproci ¢*"; prendendo a loro
volta i reciproci si hanno gli elementi ¢,, del determinante di
STACKEL che vanno sostituiti nelle equazioni (38). Con cid il
problema della determinazione di tutti i tipi di equazioni di
SCHRODINGER, in coordinate curvilinee ortogomali, integrabili per
separazione di variabili, risulta completamente risolto.



